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  مُقدّمة

  
كتاب الرياضيات للصف الأول الثانوي يعتمد أسلوب ينمي قدرة المتعلم على لما كان   

كانت . توظيف المعلومات التي اكتسبها من خلال دراسته وجعله محوراً أساسياً في بناء معارفه
الأنشطة والتمارين والمسائل المقدمة التي تضعه في مواقف تعليمية مختلفة،بعضها لتوظيف 

ي اكتسبها وبعضها لدفعه إلى البحث والمعرفة وبعضها الاخر تحثه على مكتسباته العقلية الت
دِ على البرهان الرياضياتيهتطبيق ما سبق أن تعلم  .، أو لتمكينه من التعود على التعوُّ

ي يتضمن حلول تمارين كتاب وفي هذا الإطار نقدم لك أخي المدرس هذا الكتاب والذ
وارشادات وطرائق لحل التدريبات والتمارين والمسائل فهو الأول الثانوي  للصف رياضياتال

يسعى إلى صيانة مكتسباتك وتزويدك بادوات رياضياتية أضافية بهدف السمو بها إلى مستوى 
البرهنة الرياضياتية كما يسعى إلى توظيف النتائج والخاصيات من أجل حل المسائل بالشكل 

  .الأمثل 

ومعيناً في تعليم مادة الرياضيات وأن يساعدك على تذليل    أملنا أن يكون هذا الكتاب مرشداً 
  .كل الصعوبات التي تعترضك في تعليمك لهذه المادة

  

  المُعدّون  
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  اـوخواصه ةيالأعداد الحقيق 
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  المعادلات الجبرية
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  تدرّب

لمقولات التالية معلِّلاً إجابتكأجب بصح أو خطأ، عن ا:  
  عشري هو عددٌ عاديكلُّ كسر. 

مقلوب عددٍ عادي غير معدوم هو عددٌ عادي. 

 عشري عددكلُّ عددٍ صحيح هو. 

 ٍعشريغير معدوم هو عددٌ  عشريمقلوب عدد.  

   
يــكتب عــلى اــلــصورـةـــ كــلُّ كــسر عــشريــ ،ــ لأــنــ صح

10n
a  مــعa  صحيح وــn  طــبيعي فــهو يــكتب

aعلى الصورة 

b
 .غير معدوم   طبيعي bصحيح و  aمع  

  ــ إــذــْ أــَنــّ اــلــعددــ اــلــعادــيــ  هــو عــددــٌ عــادــيــ غــير مــعدوـمـ ــٍ مــقلوبــ عــددــٍ عــادــي ــّصح ،ــ،
a

b
و  aمــع   

bمقلوبه هو العدد العادي  كلٌ منهما غير معدوم  عددان صحيحان وb

a
. 

  ،فكل عدد صحيح  .عشري عددكلُّ عددٍ صحيح هو صحa  يكتب على الصورة
010

a . 

 ،3العدد  . ليس بالضرورة عدداً عشرياً  معدومٍ  غيرُ  عشريّ مقلوب عددٍ خطأ
0.3

10
مثلاً ، هو  =

1عدد عشري ، بينما مقلوبه   10
3.3333

0.3 3
= =   ًغير منتهٍ ( ليس عشريا.(  

 اختزل الكسور التالية واكتبها بأبسط صيغة:  
15 25 20 32 24 18

50 22 14 24 60
12 33 22 91 14 18

121 16 143 56

D C B A

H G F E

´ ´
= = = =

´
´ ´

= = = =

   

   
    

  
15 10 4 36

44 7 3 5
36 11 91 9

11 8 143 2

D C B A

H G F E

= = = =

= = = =

   

   
  

  تدرّب

إلى جداء عوامل بسيطة الآتية العبارة حلِّل:  
2( 1)(2 3) ( 1)( 2) 5( 1)A x x x x x= + + - + - + + +  

  
)نخرج العامل المشترك بين الحدود الثلاثة وهو  1)x    خارج قوسين +

 الحل

 الحل

 الحل
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( 1) (2 3) ( 2) 5( 1)A x x x xé ù= + + - - + + +ê úë û  

    الأقواس الصغيرة نفكُّ 
( 1) 2 3 2 5 5A x x x xé ù= + + + - + +ê úë û  

  نجمع الحدود المتشابه
( )( 1) 8 6A x x= + +  

  :مشتركاً من القوس الثاني وجدنا عاملاً وإذا أخذنا 
2( 1)(4 3)A x x= + +  

  4اختزل في حالة

3
x التالية بعد أن تحلِّل البسطالعبارة  -¹

2 2( 1) (2 3)

3 4

x x
A

x

+ - +
=

+
.  

  :نحلل البسط 
2: وفق البسط فرق مربعي حدين، نحلله إلى جداء مجموع الحدين في فرقهما 2 ( )( )a b a b a b- = - +   

( ) ( )1 2 3 1 2 3

3 4

x x x x
A

x

+ - - ⋅ + + +
=

+
  

  :نجمع الحدود المتشابهة ضمن الأقواس نجد

 ( )( )2 3 4

3 4

x x
A

x

- - +
=

+
  

3باختصار   4x 2A: نحصل على الناتج النهائي   .من البسط والمقام + x=- -  
  ّأثبت أن( )

2

2 6 5B = + 3aيُكتب بالشكل - b+حيثa وb عددان صحيحان.  
  : الإثبات

): إذا استعملنا المتطابقة )2 2 22a b a ab b+ = + )لحساب  + )
2

2   : وجدنا +6

( )
2

2 22 6 5 ( 2) 2 2 6 ( 6) 5B = + - = + ⋅ ⋅ + -  

)بمعرفة  )
2

: 0a a a= x.وتطبيقها في الحساب والاستفادة من القاعدة  ³ y x y⋅   :جد أنَّ ن =
2 2 2 6 6 5 3 2 12B = + ⋅ ´ + - = + ⋅  

12 ولما كان 4 3 4. 3 2 3= ´ =   :ن وجدنا أ =
3 2(2 3) 3 4 3B = + = +  

  ّأثبت أن( ) ( )
2 2

3 2 3 3 2 3B = - +   .عددٌ طبيعي +
  : الإثبات

)نفك الأقواس التي أخذنا مربعها باستعمال المتطابقتين  )2 2 22a b a ab b+ = + +  ،
( )2 2 22a b a ab b- = -   :الآتي المقدارفنحصل على  +
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2 2 2 2(3 2) 2(3 2)( 3) ( 3) (3 2) 2(3 2)( 3) ( 3)B é ù é ù= - + + - +ê ú ê úë û ë û
  

)بمعرفة أنَّ  )
2

: 0a a a= )يكون  ³ ) ( )
2 2

3 2 9 2 18= a.وبمعرفة  = b a b⋅ وتطبيقها  =
  :في الحساب نجد

18 6 6 3 18 6 6 3 42B é ù é ù= - + + + + =ê ú ê úë û ë û
  

  :الإصلاح ينتجب
 

18 6 6 3 18 6 6 3 42B = - + + + + =  
  

التالية التكعيبية أثبت صحة المتطابقات:  
3 3 2 2 3

3 3 2 2 3

3 3 2 2

3 3 2 2

( ) 3 3

( ) 3 3

( )( )

( )( )

a b a a b ab b

a b a a b ab b

a b a b a ab b

a b a b a ab b

+ = + + +

- = - + -

+ = + - +

- = - + +

 

. فنبدأ من الطرف الأيسر ،حدتهانثبت صحة كل متطابقة على    .LS الأيمن  لطرفللوصول إلى ا. .RS 
  :كما يأتي 

3إثبات صحة  3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b+ = + + +:  
  نبدأ بحساب الطرف الأيسر من المتطابقة فنكتب المقدار المرفوع للدرجة الثالثة على صورة جداء 

3 2. . ( ) ( ) ( )LS a b a b a b= + = + ⋅ +  
)نستعمل  )2 2 22a b a ab b+ = +   :فنجد +

2 2. . ( 2 ) ( )LS a ab b a b= + + ⋅ +  
  : ننجز عملية الضرب لينتج

2 2 2 2

3 2 2 2 2 3

. . ( 2 ) ( 2 )

2 2

LS a a ab b b a ab b

a a b ab a b ab b

= ⋅ + + + ⋅ + +

= + + + + +
  

  الحدود المتشابهة لننتهي إلى إثبات العلاقة المنشودة بجمع
3 2 2 3. . 3 3 . .L S a a b ab b R S= + + + =  

3إثبات صحة المتطابقة  3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b- = - + -:  
للدرجة الثالثة على صورة جداء  نبدأ بحساب الطرف الأيسر من المتطابقة فنكتب المقدار المرفوع

) ستعملنو  )2 2 22a b a ab b- = -   :فنجد +
2 2. . ( 2 ) ( )L S a ab b a b= - + ⋅ -  

  

 الحل
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  : ننجز عملية الضرب لينتج
2 2 2 2

3 2 2 2 2 3

. . ( 2 ) ( 2 )

2 2

LS a a ab b b a ab b

a a b ab a b ab b

= ⋅ - + - ⋅ - +

= - + - + -
  

  بجمع الحدود المتشابهة نتوصل إلى العلاقة المنشودة
3 2 2 3. . 3 3 . .L S a a b ab b R S= - + - =  

3   :إثبات صحة المتطابقة 3 2 2( )( )a b a b a ab b+ = + - +:  
  :نبدأ بحساب الطرف الأيمن من المتطابقة فننجز عملية الضرب ثم نجمع الحدود المتشابهة فنجد أنَّ 

2 2 3 2. . ( )( )RS a b a ab b a a b= + - + = - 2ab+ 2a b+ 2ab- 3

3 3 . .

b

a b L S

+

= + =
  

3إثبات صحّة المتطابقة  3 2 2( )( )a b a b a ab b- = - + +:  
  :نجد أنَّ ننجز عملية الضرب في الطرف الأيمن،  و من ثَم نجمع الحدود المتشابهة ف

2 2 3 2. . ( )( )RS a b a ab b a a b= - + + = + 2ab+ 2a b- 2ab- 3

3 3 . .

b

a b LS

-

= - =
  

  11أثبت أن العدد 6 2 11 6 2a = + +   .صحيح وعيّنه عدد -

    
11نلاحظ أن المقدار يحوي مجموع جذرين لذلك نربع المقدار  6 2 11 6 2a = + +   ،  فيكون    -

2
2 11 6 2 11 6 2a

æ ö÷ç= + + - ÷ç ÷çè ø
)إذا استعملنا المتطابق التربيعية    )2 2 22a b a ab b+ = + + 

  : وجدنا
2 2

2 11 6 2 2 11 6 2 11 6 2 11 6 2a
æ ö æ ö÷ ÷ç ç= + + + ⋅ - + -÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

  

)نتذكر أنَّ  )
2

: 0a a a= a.و أنَّ  ³ b a b⋅   :ونطبقه على العبارة السابقة كما يأتي =
2 11 6 2a = + 2 (11 6 2)(11 6 2) 11 6 2+ + - + -

22 2 (11 6 2)(11 6 2)= + + -
  

  تحت الجذر التربيعي جداء مجموع مقدارين بفرقهما استعملنا المتطابقة التربيعية  مقدارالولما كان 
2 2 ( )( )a b a b a b- = -   : ووجدنا +

2 2 222 2 (11) (6 2)a = + -  
)مرة ثانية، بالاستفادة من العلاقة   )

2

: 0a a a=   :تصبح العبارة السابقة على الصورة الآتية  ³
2 22 2 121 36 2 22 2 49 22 14 36a = + - ´ = + = + =  

36مجموع جذرين تربيعين وجدنا أنَّ   موجباً  aولما كان العدد  6a =   . ، وهو عدد صحيح =

 الحل
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  تدرّب  

   حلّ المعادلات التالية:   

  
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )( )

2 2

2 2

2

5 5 1 16

1 2( 1) 1 0 2 2

3 1 1 0 2 1 4 5 0

x x

x x x

x x x x x

+ = - =

- - - + = - =

+ - + = - - - =

 

 

 

    

ننقل كل المقادير إلى جهة واحدة من المساواة نحصل على   إلى لحل المعادلات من         
المعادلة  

 

2 2 0a b- 2وباستعمال المتطابقة  = 2 ( )( )a b a b a b- = - نصل إلى معادلة على  +
)الصورة  )( ) 0a b a b- + 0aالتي تكافئ المعادلتين   = b- = ، 0a b+ =  

( )21 16x - =  
  بالنقل إلى جهة واحدة من المساواة ينتج 

                                              ( )2 21 4 0x - - =  
2ة باستعمال المتطابق 2 ( )( )a b a b a b- = -  :نحصل على المعادلة  +

( ) ( )1 4 1 4 0x xé ù é ù- - ⋅ - + =ê ú ê úë û ë û  
  :بتبسيط ما داخل كل من القوسين نكتب المعادلة على الصورة

 

( ) ( )5 3 0x x- ⋅ + =  
5يكون  0x - 3أو أن يكون  = 0x + 5xومنه   = 3xأو  = =-  

}فمجموعة حلول المعادلة هي  }3, 5-

  
( )25 5x + =  

  بالنقل إلى جهة واحدة من المساواة ينتج أنَّ 
                                             ( ) ( )

22
5 5 0x + - =  

2باستعمال المتطابقة  2 ( )( )a b a b a b- = -   :نحصل على المعادلة  +

 

( ) ( )5 5 5 5 0x xé ù é ù+ - ⋅ + + =ê ú ê úë û ë û
 

  :بفك الأقواس الصغيرة نجد أنَّ 

 

( ) ( )5 5 5 5 0x x+ - ⋅ + + =  
5يكون  5 0x + - 5أو أن يكون  = 5 0x + + 5ومنه   = 5x = - 5أو + 5x = - -  

}فمجموعة حلول المعادلة هي  }5 5 , 5 5- - - +

  

 الحل
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( )22 2x- =

  
، بالنقل إلى جهة واحدة ومن ثم بالتحليل واستعمال متطابقة فرق مربعي كما في السؤالين السابقيننحل 

  :  حدين والإصلاح نجد أنَّ 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

22
2 2 0

2 2 2 2 0

2 2 2 2 0

x

x x

x x

- - =

é ù é ù- - ⋅ - + =ê ú ê úë û ë û
- - ⋅ - + =

  

}فمجموعة حلول المعادلة هي  }2 2,2 2- +.  

( )21 2( 1) 1 0x x- - - + =  
)في هذه المعادلة لدينا في الطرف الأيسر المقدار  1)x )ومربعه  - )21x على صورة نستطيع معها  -

2استعمال المتطابقة التربيعية  2 2( ) 2a b a ab b- = - : كما يأتي +

  ( ) ( )
22

1 2( 1) 1 1 1x x xé ù- - - + = - -ê úë û  
:  بإصلاح ما بين القوسين نحصل على المعادلة 

 

( )22 0x - 2التي تكافئ المعادلة = 0x - =  
}فمجموعة حلول المعادلة هي  }2  

)لمقدارويمكن حل هذا السؤال دون كتابة الطرف الأيسر على صورة متطابقة تربيعية ل 1)x بل على  -
، إذ أننا بفك الأقواس في الطرف الأيسر للمعادلة وجمع الحدود  xصورة متطابقة تربيعية للمجهول 

2:   المتشابهة نجد أنَّ  4 4 0x x- + )ومنه  = )22 0x -   .ونتابع كالسابق =
( )( )( )2 1 4 5 0x x x- - - =  

  .لدينا جداء ثلاثة مقادير يساوي الصفر ، فإن أحدها على الأقل مساوٍ للصفر 
2إما أن يكون  0x- 1أو   = 0x - 4أو    = 5 0x - وهي معادلات من الدرجة الأولى بمتغير .  =

2x: الي هي واحد حلولها على التو  =  ،1x =  ،5

4
x =.  

5فمجموعة حلول المعادلة هي 
,1,2

4

ì üï ïï ïí ýï ïï ïî þ
.  

( ) ( )23 1 1 0x x+ - + =  
)كل الحدود في الطرف الأيسر للمعادلة تحتوي على المقدار  )1x هو عامل مشترك، بأخذ هذا ف +

  : العامل المشترك خارج قوسين نجد أنَّ 
 ( )( 1) 3 1 0x xé ù+ - + =ê úë û   
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)نكتب المقدار بين القوسين الكبيرين دون استعمال أقواس صغيرة فنجد أن 1)(3 1) 0x x+ - - = 
)وبالاختصار  1)(2 ) 0x x+ - 2إما  = 0x- 1أو  = 0x + 2xومنه  = 1xأو  = =-   

}فمجموعة حلول المعادلة هي  }1, 2-  
 ّ2أثبت أن 2هو حلٌّ للمعادلة   +1 2 1 0x x- -   حلٌّ آخر ؟ ، هل هناك=

   
2  العددبـ x كلالطرف الأيسر للمعادلة نعوض في     :لنجد  +1

( ) ( )
2

2 2 1 2 1 2 2 1 1x x- - = + - + -   
2نفك الأقواس مستعملين المتطابقة التربيعية   2 2( ) 2a b a ab b- = -   :ينحصل على الآت +

2 2 2 1 2 2 2 1 0+ + - - - =  
2فالعدد    .يحقق المعادلة فهو جذرٌ لها +1

نعم يوجد جذر أخر للمعادلة والهدف من طرح هذا السؤال هو إثارة شغف الطلاب حول المعادلة من 
  . الدرجة الثانية والتي سيتعلمها الطالب بالتفصيل في الوحدة الثالثة

  ّ5أثبت أن 1

2

2هو حلٌّ للمعادلة  + 1x x=   ، هل هناك حلٌّ آخر ؟+

5بالعدد  xإذا عوضنا كل   1

2

  يأتي  في الطرف الأيسر للمعادلة حصلنا على ما +

( )
2

2

2

2

5 15 1

2 2
x

æ ö ++ ÷ç ÷ç= =÷ç ÷ç ÷çè ø

  "مربع الكسر يساوي مربع البسط على مربع المقام: "حيث استعملنا الحقيقة الآتية   
ثم استعملنا متطابقة مربع مجموع عددين لحساب مربع البسط ثمَّ قمنا بجمع الأعداد و اختزال الناتج  

  : فكانت النتيجة
2 5 2 5 1

4
6 2 5

4
3 5

2

x
+ +

=

+
=

+
=

  

5بالعدد  xكل  إذا عوضنا 1

2

  في الطرف الأيمن للمعادلة حصلنا على ما يأتي +
5 1 2 1 5 3 5

1 1
2 2 2 2

x
+ + +

+ = + = + =  

 الحل

 الحل
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2مما سبق نجد أن  1x x= 1من أجل  + 5

2
x

+
1فالعدد  = 5

2

  .لةجذرٌ للمعاد +
  نعم يوجد جذر أخر للمعادلة

  فكّر

5يسمّى العدد 1

2

+
F   .العدد الذهبي =

 CDBو ABCمثلث متساوي الساقين، والمثلثان ABCفي الشكل المجاور، 
]متشابهان، و ]CD  منصِّف للزاويةBCA . ّتيقّن أنACF =.  

  
المثلث  متساوي الساقين، استنتجنا أنَّ ABC، ولما كان المثلث CDBو ABCمن تشابه المثلثين 

CDB  متساوي الساقين وكانت نسبة الساق إلى القاعدة واحدة في كلا المثلثينCA CB

CB BD
ومنه  =

1

1

CA

BD
ACفإذا افترضنا أنَّ  = x= ،BD y= 1: على الصورة ، كتبنا المساواة السابقة

x
y

=  

]ولما كان  ]CD  فاً للزاوية CAوجدنا التناسبBCA منصِّ DA

CB DB
، وباستعمال خواص التناسب  =

DA DB CA CB

DB CB

+ +
1ومنه =

1

x x

y

+
1، إذن  = 1 x

y x

+
بالتعويض نحصل على العلاقة .  =

1 x
x

x

+
2إذن  = 1x x= موجباً كان مساوياً للجذر الموجب للمعادلة ومن السؤال  x، ولما كان +

5السابق وجدنا أن  1

2
x

+
= = F .  

aيكون عددين موجبين   bو a في حالة b+  ًومن ثَمّ ينتج من المساواة موجبا ،:  

  
22bأنّ للمقدارين  a- وb a- ما موجباً تماماً كان الآخر موجباً تماماً فإذا كان أحده. الإشارة نفسها.  

  فكّر

 موجبين ؟ bو aهل تبقى النتيجة السابقة صحيحة إذا لم نفترض العددين   

)لا ، لا تبقى النتيجة صحيحة ، لأنه في هذه الحالة ، ليس بالضرورة أن يكون  ) 0b a+ مثلاً .  <
2لدينا  3> )لكن  - ) ( )2 22 3< 1، وكذلك - 2- > )لكن  - ) ( )2 21 2- < -.  

  

 الحل

22 ( )( )ba aa bb += -- 
 موجب

1

F

A

C

D

B
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  تدرّب

17: أثبت صحة كلٍ من المتراجحتين
2

12
41و    >

2
29

<.  

17رق نستكشف إشارة الف
2

12
2،17بناءً عليه نحدد جهة المتراجحة التي تربط بين القيمتينو  -

12
  :   

د المقامات      بدايةً نوحِّ

                                                     17 12 2 17
2

12 12

-
- =  

  سط غير واضحة لذا نضرب البسط والمقام بمقدار يساعدنا في إزالة الجذر من البسط إشارة الب
( )( )

( )
12 2 17 12 2 1717

2
12 12 12 2 17

- +
- =

+
  

جداء مجموع عددين في فرقهما يساوي فرق "نتابع الحساب في البسط ونستعمل المتطابقة التربيعية 
  :فنحصل على الآتي" مربعي العددين

( )2 212 2 1717
2

12 12(12 2 17)

-
- =

+
  

)ان  ولما ك ) ( )2 2
212 2 12 2 144 2 288= ´ = ´   وجدنا أنَّ  =

( )2 212 2 1717 288 289 1
2 0

12 12(12 2 17) 12(12 2 17) 12(12 2 17)

- - -
- = = = <

+ + +
   

من إشارة الفرق السالبة استنتجنا أن 
  

17
2

12
< .  

  :نثبت صحة المتراجحة الثانية بالطريقة ذاتها فنحسب الفرق بين العددين الذين سنقارن بينهما
من البسط الذي يحتوي على فرق إشارته غير واضحة نحصل على بعد توحيد المقامات و إزالة الجذر 

41                                                    :المساواة 41 29 2 41 29 2 41 29 2
2

29 29 29 41 29 2

- - +
- = = ´

+
  

)باستعمال المتطابقة التربيعية نجد أن ) ( )22
41 29 241 41 29 2 41 29 2

2
29 29 41 29 2 29(41 29 2)

-- +
- = ´ =

+ +
  

  بمتابعة الحساب نحصل على النتيجة الآتية
41 1681 1682 1

2 0
29 29(41 29 2) 29(41 29 2)

- -
- = = <

+ +
  

41:  من إشارة الفرق المدروس نستنتج أنَّ 
2

29
<   

41من المتراجحتين السابقتين نكون قد أثبتنا صحة المتراجحة المزدوجة   17
2

29 12
< <  
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  :توضيح 
  : إذ أنّ الآلة الحاسبة تعطينا  2تفيدنا المتراجحتان السابقتان في إيجاد القيمة التقريبية للعدد  

2 1.4142135623730950488016887242097=   
17و   

1.41666666666666666666666666666666
12

=   

41و    
1.4137931034482758620689655172414

29
=  

41ومنه يتضح صحة المتراجحة الثنائية    17
2

29 12
< < .  

  :وكذلك لدينا الخاصة المهمة التالية
1عندئذ يكون . موجبين تماماً عددين  bو aليكن 1

a b
a إذا وفقط إذا كان < b<.  

 لماذا ؟

  :العلاقة السابقة هي علاقة تكافؤ وتعني
  وجبين تماماً، عددين م bو aإذا كان 

aوكان  b<   1فإن 1

a b
>.  

  عددين موجبين تماماً، bو aإذا كان 
1وكان  1

a b
aفإن  < b< .  

  :التعليل

aعددين موجبين تماماً و  bو aإذا كان  b<  0كانb a- 1ومنه   < 1
0

b a

a b a b

-
- = >

⋅
       

0aحيث ( b⋅ 1أي ) < 1

a b
>.  

1عددين موجبين تماماً و bو aإذا كان  1

a b
1كان  < 1

0
b a

a b a b

-
- = >

⋅
0bأي   a- >  

0aحيث  ( b⋅ aأي )  < b<.  

  تدرّب

  ات الصحيحة من بين الإجابات الثلاث المقترحة فيما يلي بيّن الإجاب:  
  3إذا كانx  :كان  -£

  1 2x - <-  1 4x - £-  1 4x - £.  
  2إذا كانx  :كان  <

  2 4

3 3
x- <-  2 2

2
3 3
x- < -  2

3
3
x- >.  

  0إذا كان 1a£  :كان  £

  2a a³  2 1a <  2a a<.  
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  0إذا كان 3a<  :كان  >

  1 1

3a
<  1 1

3a
£  1 1

3a
>.  

  1إذا كان
2

2
a< :كان  >

 
 

  1 1
2

2 a
< <  

2

1 1
4

4 a
< <  1

2
2

a< <.  

  1إذا كان 3

3 4
x< 1 و > 1

6 2
y<  :كان  >

  1 5

2 4
x y< + <  1 3

18 8
xy< <  1 8

18
3xy

< <.  

   قارن بين العددينa وb  في الحالات التالية:  

25 23

53 54

. 5 7, 6 . 5, 2 6

1 7
. , . 8, 3 7

102
9.01 90.11

. 135 10 , 2.1 10 . ,
10 10

a b a b

a b a b

a b a b- -

= = = =

= = = =

= ´ = ´ = =

 

 

 

  

5, 2 6a b= =  
0كان لما  , 0a b> 2و  < 225, 24a b= )أي أنّ ( = 2 2a b>  كانa b>.  

5 7, 6a b= =  
0لما كان  , 0a b> 2و  < 235, 36a b= 2أي أنّ ( = 2a b< (ن كاa b<.  

. 8, 3 7a b= =  
0لما كان  , 0a b> 2و  < 264, 63a b= 2أي أنّ ( = 2a b> ( كانa b>.  

1 7
,

102
a b= =  

0لما كان  , 0a b> 2و  < 21 50 49
,

2 100 100
a b= = 2أي أنّ ( = 2a b> ( كانa b>.  

53 54

9.01 90.11
,

10 10
a b= =  

وجدنا  aلحساب  10إذا ضربنا البسط والمقام بالعدد 
53 54

9.01 90.1

10 10
a = a، ومنه = b<.  

25 23135 10 , 2.1 10a b- -= ´ = ´  
25لدينا  23135 10 1.35 10a - -= ´ = a، ومنه ´ b<.  

احصر المقدار ، في كلٍّ مما يليA  ّبين عددين، إذا علمتَ أنa  المعطىرط الشَّ تُحقّق:  
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( )

2

2

1 1 1 1 3
. , 2 . , 3
4 2 2 2

.1 2, 1 3 .5 9, 2

.8 15, 1 1 .6 11, 2

a A a A a
a

a A a a A a

a A a a A a

< < = - £ £ = +

£ £ = - - < < = +

< < = + - < < = -

 

 

 

  

  
1 3

2 2
a£ £  

21نربِّع المتراجحة المزدوجة نحصل على المتراجحة                                          9

4 4
a£ £  

21جحة المزدوجة                                   لأطراف المترا 3نضيف  9
3 3 3

4 4
a+ £ + £ +  

13نحصل على المتراجحة المطلوبة                                                       21

4 4
A£ £      

                                    1 1

4 2
a< <  

ووجدنا  وغيرنا جهة المتراجحاتت أطراف المتراجحة المزدوجة كلها موجبة أخذنا مقاليب الأطراف لما كان
1                                                                                                                                : أنَّ 

2 4
a

< <  

1من اطراف المتراجحة فنحصل على المطلوب                                 3نطرح 
0 2 2
a

< - <  
0و المتراجحة المطلوبة هي  2A< <  

5 9a< <  
5حة                   نأخذ الجذر التربيعي لأطراف المتراجحة دون تغيير جهة المتراج 3a< <  

5لأطراف المتراجحة                                     2نضيف العدد  2 2 3 2a+ < + < +  
5ونكون قد حصلنا على المتراجحة المبتغاة      2 5A+ < <  

1 2a£ £  
0من أطراف المتراجحة                                                 1نطرح العدد  1 1a£ - £  

)                          ولما كانت  أطراف المتراجحة موجبة ربعنا وحصلنا على  )20 1 1a£ - £  
)من أطراف المتراجحة                                  3بطرح العدد  )20 3 1 3 1 3a- £ - - £ -  

3و المتراجحة المنشودة هي        2A- £ £-  
6 11a< <  

4                                من أطراف المتراجحة                        2نطرح  2 9a< - <   
2نأخذ الجذر التربيعي                                                                2 3a< - <  

2         والعلاقة المطلوبة هي     3A< <   

 الحل
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8 15a< <  
9إلى أطراف المتراجحة                                                1نضيف العدد  1 16a< + <  

3                                                                  نأخذ الجذر التربيعي لأطراف المتراجحة  1 4a< + <  
2                                                            من أطراف المتراجحة     1نطرح العدد  1 1 3a< + - <  

2  والنتيجة المرجوة  هي 3A< <                                                
 4ما إشارةُ كلٍّ من العددين 5 1و -9

2 2 3-
  ؟ 

4لدراسة إشارة العدد  5 4نضع   -9 5 , 9a b= 2ولنحسب  = 2a b- :  
2 2 216 5 9 80 81 1 0a b- = ´ - = - = - <  

a,ولما كان  b  2عددان موجبين و 2a b<  كانa b<  4أي 5 9 0- <  
aلكلٍ من العددين : أو بشكلٍ آخر b-  ،2 2a b- الإشارة ذاتها، ولما كان 

2 2 0a b- كان  >
0a b- 4، ومنه > 5 9 0- <.  

1لدراسة إشارة العدد

2 2 3-
2نضرب البسط والمقام بالعدد   2 3+  :  

( ) ( ) ( )1 2 2 3 2 2 3
2 2 3 0

12 2 3 2 2 3 2 2 3

+ +
= = = - + <

-- - ´ +  
  تدرّب

   مجموعة الأعداد الحقيقيّة التي تُحقِّق الشرط المعطى في كلٍّ من الحالات مثِّل على مستقيم مدرّج
  :التالية 

3

2
1 2 0 1 2 3x x x x- ³ > - < - <     

2 3x - <  
  
  

3

2
1x - <  

  
  

0x >  
  

  كل المستقيم المدرج ماعدا الصفر

0 21- 5

3 3

0 3

2

1 1 

1

2

5

2

0
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1 2x - ³  
  
  

 عيّن، في حال وجودها، قيمx  التي تُحقّق الشرط المبيَّن في كلٍّ من الحالات التالية:  
25 10 3 2

8 5 3 2

2 3 6 5 5

x x

x x x x

x x x x

-+ = - =

- = + - = -

+ = - - = +

 

 

 

  

3 2x - =  
3إما  2x - 5xومنه  = 3 أو = 2x - 1xومنه  -= }بالتالي  = }1, 5x Î  
}ومنه  2يساوي  3عن  xأو بعد * }1, 5x Î  

25 10x -+ =  
25إما  10x -+ 210ومنه  = 5x -= 25أو  - 10x -+ = 25ومنه  - 10x -= - - 

}بالتالي  }2 210 5, 10 5x - -= - - -  
3 2x x- = -  

2بالتربيع نجد أنَّ  23 2x x- = -  
2      بفك المتطابقات التربيعية      26 9 4 4x x x x- + = - +  

2بالإختصار نجد                                 5x =  
5هي                               xومنه قيمة 

2
x =  

3 على الصورة  يمكن إعادة كتابة المعادلة* 2x x- = -  
5ومنه  2عن  xيساوي بعد  3عن  xبعد و 

2
2.5x = =  

Aالمساواة *  B=  تكافئ )A B=  أوA B=- (   
3: وفي مسألتنا نحصل على المعادلتين 2x x- = 5وحلُّها   -

2
x =  

)أو            )3 2x x- = - 3التي تكافئ المعادلة  - 2-   .وهي معادلة مستحيلة لا حل لها  -=
5فالحل هو 

2
x =  

  بنفس الطريقة نحلُّ المعادلة الأخيرة
8 5x x- = +  

)إذا ربعنا طرفي المعادلة واستعملنا الحقيقة الآتية   )
2

2A A= حصلنا على المعادلة الآتية:  

( ) ( )2 2
8 5x x- = +  

  :صلاح المعادلة وجدنا الآتي لو قمنا بفك المتطابقات التربيعية ومن ثم نقل إ

0 31- 1 

2 2
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2 216 64 10 25x x x x- + = + +  
39: ثم المعادلة من الدرجة الأولى الآتية 26x= 39:       تقبل الحل الآتي التي 3

26 2
x = =  

}ومنه   -5عن  xيساوي بعد  8عن  xأو بعد *  }32x Î  
  
 عبِّر باستخدام القيمة المطلقة عن قيمx ت التي تُحقّق الشرط المبيَّن في كلٍّ من الحالا

  :التالية

3 5 3 1
2 3 4 4

8, 4 3,11 2,12

, 1 7, , ,

x x x

x x x

é ù ù é é ùÎ - - Î Îê ú ú ê ê úë û û ë ë û
ù ù é é ù é é ùÎ -¥ - +¥ Î - Î -ú ú ê ê ú ê ê úû û ë ë û ë ë û

  

  
  

  
2,12x é ùÎ ê úë û  

14مركز المجال  
7

2 2

a b
c

+
= = =  

  نصف قطر المجال 

 12 2
5

2 2

b a
r

- -
= = =    

7التي تحقق المتراجحة  x التي تحقق العلاقة المعطاة هي قيم xقيم  4x - <    
  

3,11x ù éÎ ú êû ë  

14مركز المجال 
7

2 2

a b
c

+
= = =  

11نصف قطر المجال  3
4

2 2

b a
r

- -
= = =  

7ومنه كانت العلاقة المطلوبة   4x - <  
  :الأمثلة التالية بنفس الطريقة نحدد مركز ونصف قطر كل مجال من المجالات المطلوبة في

8, 4

12
6

2 2
4

2
2 2

6 2

x

a b
c

b a
r

x

é ùÎ - -ê úë û
+ -

= = = -

-
= = =

+ £



  

  

 الحل

6-8- 4-

2 2

53 11

4 4

0

72 12

5 5

0
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3 1
4 4

2
14
4

1

2

1 1

4 2

,

2 2

2

x

a b
c

b a
r

x

é ùÎ -ê úë û

-+
= = = -

-
= =

+ £



  

  
3 5
2 3

1

12

19

12

1 19

12 12

,

2

2

x

a b
c

b a
r

x

ù éÎ -ú êû ë
+

= =

-
= =

- <



  

  
, 1 7,

6
3

2 2
8

4
2 2

3 4

x

a b
c

b a
r

x

ù ù é éÎ -¥ - +¥ú ú ê êû û ë ë
+

= = =

-
= = =

- ³



  
  تدرّب

   حلَّ في  ،هاحلولومثِّل على مستقيم مدرّج مجموعة المتراجحة المعطاةSمجال  صيغة، واكتبها ب
  :في كلٍّ من الحالات التالية 

3 1 2 4 8 3 10 1

1
2 1 2 2 1 5 4

2

x x x x

x x

- + ³ + + < -

- > - - - £-

 

 
  

  
8 3 10 1x x+ < -   

3المعاليم كلٌ إلى جهة من المتراجحة  بنقل المجاهيل و  1 10 8x x+ < بالجمع وجدنا أن  -
4 2x<  2ومنه x<  .  

  
  

[: مجموعة الحل هيإذن  [2,S = +¥  

 الحل

 

01

4
-3

4
-

1

4

1

2

1

2

 

01

12
-

3

2
-

5

3

9

12

9

12

 

0 2
]

 

01- 7
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3 1 2 4x x- + ³ + 

3   بحل المتراجحة جبرياً    5x- ³

 

3 ومنه

5
x £-           

   
  
  

:مجموعة الحل هيإذن 

  
1

2
5 4x- - £-   

1نحل المتراجحة 

2
1x 2xومنه  -³ ³-   

 

 

: مجموعة الحل هيإذن 
2,S é é= - +¥ê êë ë  

2 1 2 2 1x - > - 

 
  

نحل
 

المتراجحة
 

2 2 2x   ومنه <
2x >

S,2جموعة الحل هي م   ù é= +¥ú êû ë  
  ادرس إشارة المقدار( )A x  تِبعاً لقيمx  في كلٍّ من الحالات التالية:  

( )
2

( ) 2 4 ( ) 3 5

3 9
2 : ( ) ( ) ( 1)( 2 6)

4 8
( ) ( 3) ( ) 2 3

A x x A x x

x
x A x A x x x

x
A x x A x x

= - = - +
- +

¹ = = + - +
-

= - - = -

 

 

 

  

( ) 3 5A x x= - +   
3ن إ 5 0x- + 5 عندما يكون=

3
x ، وإشارة هذا المقدار  =

5الأصغر من  xمن أجل قيم  .المجاوري الجدول فكما 

3
تكون  

5الأكبر من  xأي موجبة، ومن أجل قيم )  -3العدد (  xإشارة التركيب مخالفة لإشارة أمثال 

3
تكون  

  . أي سالبة xإشارة التركيب مخالفة لإشارة أمثال 
  

5

3
3 5 0

x

x- + + -

 

3

5
-

0
]

 

2- 0
[

 

0 2
]

3

5
,S

ù ù
= -¥ -ú ú

ú úû û
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( ) 2 4A x x= -   
2ن إ 4 0x - 2xعندما يكون=  ، وإشارة هذا المقدار  =

    .كما في الجدول المجاور
  

( ) ( 1)( 2 6)A x x x= + - +   
1xإشارة  1إنّ . + 0x + 1xعندما  = ، إذن إشارة -=

  .هذا المقدار كما في الجدول المجاور
2إشارة 6x- 2إنّ . + 6 0x- + 3xعندما يكون  = = ،

  .وإشارة هذا المقدار كما في الجدول المجاور
)إشارة )A x  : ًيضم إشارة كلٍّ من  ننظِّم جدولاً مشتركا

1x 2و+ 6x- تعيين حلول  يمكننا في هذا الجدول. +
  المتراجحة
يمكننا دراسة إشارة البسط والمقام و الكسر في جدول : ملاحظة 

  .واحد
3 9

2 ; ( )
4 8

x
x A x

x

- +
¹ =

-
  

3إشارة  9x- 3إنّ : + 9 0x- + 3xعندما  = ، إذن إشارة =
  .ما في الجدول المجاورهذا المقدار ك

4إشارة 8x 4إنّ : - 8 0x - 2xعندما يكون  = ، وإشارة =
  .هذا المقدار كما في الجدول المجاور

)إشارة )A x : ً1يضم إشارة كلٍّ من  ننظِّم جدولاً مشتركاx + 
2و 6x-  عند أصفارونشير إلى أن الكسر غير معرف . +

المقام  بوضع خطين متوازيين كما هو موضحٌ في الجدول 
  .المجاور
  .يمكننا دراسة إشارة كل المقادير في جدولٍ واحدٍ : ملاحظة

; ( ) 2 3 0x A x x" Î = - ³   
  .القيمة المطلقة موجبة دوماً  إذ أن

2; ( ) ( 3) 0x A x x" Î = - - £   
  .دوماً  موجبٌ مربع عدد حقيقي  باستعمال حقيقة أنَّ 

2

2 4 0

x

x - - +

1

1 0

x

x

-
+ - +

3

2 6 0

x

x- + + -

( )

1 3

1 0

2 6 0

0 0

x

x

x

A x

-
+ - + + +

- + + + + -

- + -

3

3 9 0

x

x- + + -

2

4 8 0

x

x- - +

( )

2 3

3 9 0

4 8 0

0

x

x

x

A x

- + + + + -
- - + + +

- + -
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  تمرينات ومسائل
2العددان   6A = 6Bو -   :يِّن أيُّ الأعداد التالية عاديٌ ب. هما عددان غير عاديين =
  2A B+ .  25 A- .  2B .  

( ) ( )
2

2 2 6 6 2 2 12 6 6 8 6 1 2 2A B+ = - - = - + - = - Ï   

( ) ( )
2

25 5 2 6 5 2 2 12 6 3 2 12A- = - - = - - + =- + Ï   

( )
2

2 6 6B = = Î  

  :توثَّق أنّ العددين التاليين عددان عاديان 
3 3

1 1
5 5

+ ´ - .  5 5
1 1

13 13
+ ´ - .  

    
  إذا استعملنا العلاقة  A B A B⋅ =   :وجدنا أن ⋅

       3 3 3 3

5 5 5 5
1 1 1 1

æ ö æ ö÷ ÷ç ç+ ´ - = + ⋅ -÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
  

2نستعمل المتطابقة التربيعية  2( )( )a b a b a b- + =   :ات الحسابية المناسبة نجدونقوم بالعملي -
2

3 3 3 3 432
5 5 5 5 55

25 9
1 1 1 1 1

25

æ ö æ ö æ ö -÷ ÷ ÷ç ç ç+ ´ - = + ⋅ - = - = = Î÷ ÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ çç ç è øè ø è ø
  

 ستعمل العلاقةن  A B A B⋅ =    :مرة أخرى لنجد⋅
5 5 5 5

13 13 13 13
1 1 1 1

æ ö æ ö÷ ÷ç ç+ ´ - = + ⋅ -÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
  

2ولما كان  2( )( )a b a b a b- + = :وجدنا أنَّ  -

  2
5 5 5 5 52
13 13 13 13 13

169 25
1 1 1 1 1

169

æ ö æ ö æ ö -÷ ÷ ÷ç ç ç+ ´ - = + ⋅ - = - =÷ ÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ çç ç è øè ø è ø

5  ومنه   5 12

13 13 13
1 1+ ´ - = Î   

  :توثَّق أنّ العددين التاليين عددان عاديان  
2

5 2

2 5

æ ö÷ç ÷ç - ÷ç ÷ç ÷çè ø
.            

2

4 3

3 4

æ ö÷ç ÷ç + ÷ç ÷ç ÷çè ø
.  

  

 الحل
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  نستعمل المتطابقة التربيعية الآتية( )2 2 22a b a ab b- = -   : لنجد +

2

5 2 5 5 2 2
2

2 5 2 2 5 5

æ ö÷ç ÷ç - = - +÷ç ÷ç ÷çè ø
  

  : بإجراء العمليات الحسابية المناسبة نحصل على ما يأتي
2

5 2 5 2 9
2

2 5 2 5 10

æ ö÷ç ÷ç - = - + =÷ç ÷ç ÷çè ø
  

9وهو عدد عادي 

10
Î .  

  نستعمل المتطابقة التربيعية الآتية( )2 2 22a b a ab b+ = +   :فنجد +
2

4 3 4 4 3 3
2

3 4 3 3 4 4

æ ö÷ç ÷ç + = + ⋅ +÷ç ÷ç ÷çè ø
  

  : نجري العمليات الحسابية المناسبة فنحصل على ما يأتي
2

4 3 4 3 16 24 9 49
2

3 4 3 4 12 12

æ ö÷ + +ç ÷ç + = + + = =÷ç ÷ç ÷çè ø
  

49وهو عدد عادي 

12
Î .  

  :عاديينعاديّاً كان العددان التاليان عددين عدداً  a وبيِّن بوجه عام، أنّه إذا كان  
2

1
a

a

æ ö÷ç ÷ç - ÷ç ÷ç ÷çè ø
  و    

2

1
a

a

æ ö÷ç ÷ç + ÷ç ÷ç ÷çè ø
.  

2

1 1 1 1
2 2a a a a

a a a a

æ ö÷ç ÷ç - = - ⋅ + = - + Î÷ç ÷ç ÷çè ø
  

2

1 1 1 1
2 2a a a a

a a a a

æ ö÷ç ÷ç + + ⋅ + = + + Î÷ç ÷ç ÷çè ø
  

  : لتالية إلى جداء ضرب عوامل بسيطةالعبارات اكلاً من حلِّل 
2

2

3 2 2

9 3
9(4 4 1) 2(2 1)

5 2
1 ( 1)(8 4) (2 1)

x x
B A x x x

D x x x C x x x

- +
= - = - + + -

= + + + = + - - -

 

 
  

  
  باستعمال المتطابقة التربيعية( )22 22a ab b a b+ + =   نستطيع كتابة المضروب  +

 الحل

 الحل
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2: الثاني على صورة مربع كامل 24 4 1 (2 1)x x x- + =   إذن -
2 29(4 4 1) 2(2 1) 9(2 1) 2(2 1)A x x x x x= - + + - = - + -  

2)و بأخذ المقدار  1)x   :دعاملاً مشتركاً نج -
29 2 (2(2 1) (2 1) 1) 9(2 1) 2A xx x xé ù= + = - - +- êë- úû  

)    :بإجراء الحسابات اللازمة بين القوسين نتوصل إلى العبارة )( )2 1 18 7A x x= - -  
 2 نستعمل المتطابقة التربيعية 2 ( )( )a b a b a b- = - لنكتب البسط في الكسر الأول على  +

2صورة جداء  9 ( 3)( 3)x x x- = -   ويكون   +
( )( )2 3 39 3 3

5 2 5 2

x xx x x
B

+ -- + +
= - = -  

)نأخذ المقدار  )3x      :عاملاً مشتركاً ونكتب المساواة السابقة على الصورة +

        ( ) ( )3 1
3

5 2

x
B x

é ù-ê ú= + -ê ú
ê úë û

  

د المقامات للمقادير الموجودة بين القوسين ونجري    :  مطلوبالنجد فالعمليات الحسابية اللازمة نوحِّ

( )( )1
3 2 11

10
B x x= + -  

 8) نلاحظ أنَّ المقدار 4)x بأخذه خارج قوسين نجد  4العدد  يحوي عاملاً مشتركاً هو -
(8 4) 4(2 1)x x- =   ومنه  -

2 2( 1)(8 4) (2 1) 4( 1)(2 1) (2 1)C x x x x x x= + - - - = + - - -  
2)ار يحتوي أيضاً على عامل مشترك هو وهذا المقد 1)x   بإخراجه خارج أقواس يكون -

4(2 1) ( 1) (2 1)C x x xé ù= - + - -ê úë û  
  بفك الأقواس الصغيرة ضمن القوس الأكبر و إجراء عمليات الجمع نجد 

 4(2 1)( 2)C x x= - - +  
  2إنx  2عامل مشترك للمقدارينx ،3x  لذا نجزئ المقدارD  إلى مجموع تركيبين ونأخذ

  :العامل المشترك لكل تركيب خارج قوسين كما يأتي
( ) ( ) ( ) ( )3 2 21 1 1D x x x x x x= + + + = + + +  

)وهنا نجد أنَّ  )1x )                           :عامل مشترك للحدين + )( )21 1D x x= + +  
  .وبهذا يتم المطلوب

  :كلاً من المعادلات الآتية  حلَّ في   
( ) 2 2

2

3 2 4 9 9 1 3 1

4
4 1

1 1

x x x x x

x
x

x x

- = - - = +

= = -
- -
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   2   هو متطابقة من الشكلالأيسر الطرف 2 ( )( )a b a b a b- = - +  

29 1 3 1x x- = +  
)باستعمال المتطابقة والنقل إلى جهة واحدة                  )( ) ( )3 1 3 1 3 1 0x x x- + - + =  

3   مشترك بإخراج عامل 1x )                                         نجد   + ) ( )[ ]3 1 3 1 1 0x x+ - - =  
)  بإصلاح المقدار بين القوسين يصبح على الصورة                      )( )3 1 3 2 0x x+ - =  

)ومنه إما  )3 2 0x - )أو  = )3 1 0x + 2وبالتالي إما  =

3
x 1أو  =

3
x = ومجموعة الحلول  -

}هي  }1 2

3 3
,-  

  2   هو متطابقة من الشكلالأيمن الطرف 2 ( )( )a b a b a b- = - +   
( ) 23 2 4 9x x x- = -  

)باستعمال المتطابقة التربيعية نجد أنَّ                            ) ( )( )3 2 2 3 2 3x x x x- = - +  
)ننقل إلى جهة واحدة من المساواة  نحصل على المعادلة     ) ( )( )3 2 2 3 2 3 0x x x x- - - + = 

)نستعمل المساواة      ) ( )2 3 3 2x x- - = +   :     للحصول على عامل مشترك ثم نأخذه خارج قوسين  -
 ( ) ( )( )3 2 3 2 2 3 0x x x x- + - + =  

( ) ( )[ ]3 2 2 3 0x x x- + + =  
)  ح المقدار بين القوسين تصبح المعادلة على الصورة             بإصلا )( )3 2 4 2 0x x- + =  

2وبالتالي       

3
x 1أو  =

2
x = }ومجموعة الحلول هي  - }1 2

2 3
,-  


      

4
1

1
x

x
= -

-
  

1xحتى تكون المعادلة معرفة يجب ألا ينعدم المقام أي أن يكون        نضرب طرفي المعادلة . ¹
1xبالمقدار  )الذي لا يساوي الصفر،  فنحصل على المعادلة  - )24 1x= -   

)                                             المعادلة نجد وبنقل المقادير كلها إلى أحد طرفي  )21 4 0x - - =  
)نستعمل المتطابقة التربيعية المناسبة لنحصل على                ) ( )1 2 1 2 0x xé ù é ù- - - + =ê ú ê úë û ë û  

)بإتمام عمليات الجمع فيها تصبح المعادلة على الصورة                        )( )3 1 0x x- + =    
)ومنه إما       )1 0x + )أو  = )3 0x - 1xوبالتالي  = 3xأو  -= ومجموعة الحلول هي  =

{ }1 , 3-.  
        

     
2

4
1

x

x
=

-
  

1xحتى تكون المعادلة معرفة يجب ألا ينعدم المقام، أي يجب أن يكون          نضرب طرفي. ¹

 الحل
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1xالمعادلة بالمقدار غير المعدوم    )فنحصل على المعادلة   - )2 4 1x x= -   
2                         على الصورةعادلة لتصبح نجري عمليات الضرب و نصلح الم       4 4 0x x- + =  

)                                                      الطرف الأيسر من المساواة مربع كامل نكتبه   )22 0x - =  
2ومنه        0x - 2xأي  = }ومجموعة الحلول هي  = }2.  

  : اكتب المقدار التالي بأبسط صيغة
5 3 5 3

5 3 5 3

+ -
+

- +  
  

  نضرب البسط والمقام في كل كسر بمرافق المقام للتخلص من الجذور في المقامات
( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

5 3 5 3 5 3 5 35 3 5 3

5 3 5 3 5 3 5 3 5 3 5 3

+ + - -+ -
+ = +

- + - + + -

  

( ) ( )
( ) ( )

2 2

22

5 3 5 3

5 3

+ + -
=

-
  

  نفك المتطابقات التربيعية في البسط 
( ) ( )5 2 5 3 3 5 2 5 3 3

5 3

+ + + - +
=

-  
  نجري عمليات الجمع والطرح المناسبة لنحصل على النتيجة الاتية

5 3 5 3 8 8
8

25 3 5 3

+ - +
+ = =

- +
  

1يُحقّق  حقيقياً  عدداً  xليكن  
5x

x
+ 3 ، احسب بأبسط صيغة المقدار=

3

1
x

x
+  

  
1انطلاقاً من العلاقة المعطاة  

5x
x

+  نجد الطرفين و بتكعيب =
3

31
5x

x

æ ö÷ç + =÷ç ÷çè ø
  

)نستعمل المتطابقة التكعيبية  )3 3 2 2 33 3a b a a b a b b+ = + +   :كما يلي +
3 2

2 3

1 1 1
3 3 125x x x
x x x

+ + + =  

3ومنه                                                                    

3

3 1
3 125x x

x x
+ + + =   

3                                  عاملاً مشتركاً وجدنا3إذا أخذنا العدد
3

1 1
3 125x x

x x

æ ö÷ç+ + + =÷ç ÷çè ø
  

( )3
3

1
125 3 5 110x

x
+ = - =  

 الحل

 الحل
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  إثبات متطابقات
 أثبت أنّه، أياً كان العدد الحقيقيx  : كان  

4 3 2 223 ( 1)4 1 1)2 ( )(x x x xx +- +=+ -  
 ،أيّاً كانت الأعداد الحقيقيّةأثبت أنّه, , ,a b c d كان: 

2 2 2 2 2 2( )( ) ( ) ( )a b c d ac bd ad bc+ + = + + -  

  
 4لنضع 3 13 4B x x- 2و =+ 2 21( 1) (2 ( ) )A x x x += -   من ننشر كلاً  Aننشر المقدار. +

)2  المتطابقتين 1)x )2 و + 1)x    نصلح ثم   -
2 2

2 2

2

4

2

2

3

2

3 2 3 2 2

4

( 1) (2 (

( 2 1)(2

( 2 1)(

1) )

2 1)

2 1)

3 2 6 4 2 2 1

1

3

3

3 4

x

x

x x

A x x x

x x x x

x x x x x

x x

x x

B

x

x

+

= + +

= +

= + + - - - + +

= -

= - +

- + +

-

+

+

+

=

+  

2 2 21( 1) (2 ( ) )A x x x += - +  
22 2( 2 1)(2 2 1)x x x x x+ +-= ++  

2 2( 2 1)(3 2 1)x x x x+ += +-  

   : نجري عملية الضرب لينتج لدينا
4 3 2 3 2 23 2 6 4 2 23 1A x x x x x xx x= + + - - +- + +  

4 :الحدود المتشابهة نصل إلى العلاقةوبعد جمع  33 4 1A x x= - +   
Aومنه نجد أن  B= وهو المطلوب إثباته  

  
 2                        لإثبات صحة العلاقة 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )( )ac bd ad bc a b c d+ + - = + +   

2 :نضع  2( ) ( )A ac bd ad bc= + + 2و  - 2 2 2( )( )B a b c d= + +  
  :ونفك المتطابقات التربيعية فيصبح على الصورة Aنكتب المقدار 

2 2 2 2( ) ( ) 2A ac bd ad bc a c acbd= + + - = + 2 2 2 2 2b d a d adbc+ + - 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

b c

a c b d a d b c

+

= + + +
  

Bنعيد كتابة المقدار   ونجري عمليات الضرب لنجد أنَّ   
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( )( )B a b c d a c a d b c b d= + + = + + +  

A نجد أنَّ  مما سبق وبالمقارنة B= وهي العلاقة المطلوب إثباتها .  
  

 الحل
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  ختيار الصيغة المناسبةإ

): ، المقدار من  xنعرّف، أيّاً كانت    )2( ) 3 25E x x= + - .  
   ّ2:أثبت أن( ) 6 16E x x x= + - . 

   ّأثبت أن:( ) ( 2)( 8)E x x x= - + .  
 الآتيةاختر من بين الصيغ الثلاث السابقة الصيغة المناسبة أكثر من غيرها لحل المعادلات 

:)( () 0E x a=.  ( ) 1 ( )1E x b=  .( 1 () 6 )E cx =-.  

  
 2ننشر المقدار( ) ( 3) 25E x x= +   :نجد -

2

2

2

( ) ( 3) 25

6 9 25

6 16

E x x

x x

x x

= + -

= + + -

= + -

  

 ننشر المقدار( 2)( 8)x x-   :نجد+
( )( ) 2

2

2 8 8 2 16

6 16 ( )

x x x x x

x x E x

- + = + - -

= + - =
  

  
( )a الصيغة المُناسبة لحل المعادلة( ) 0E x )هي = ) ( 2)( 8)E x x x= - +   لأننا في هذه الحالة

  نحصل على جداء عوامل يساوي الصفر فالحل 
( 2)( 8) 0x x- + =  

)إما  8) 0x + )أو= 2) 0x - 8xلتالي إمَّا وبا  = 2xأو  -= }ومجموعة الحلول هي  = }8,2-  
( )b الصيغة المُناسبة لحل المعادلة( ) 11E x )هي = )2( ) 3 25E x x= + -  لأننا في هذه الحالة

  حدينق مربعين نحصل على فر 
( )2( ) 3 25 11E x x= + - =  

( )
( )
( ) ( )
( )( )

2

2 2

3 36 0

3 6 0

3 6 3 6 0

3 9 0

x

x

x x

x x

+ - =

+ - =
é ù é ù+ - + + =ê ú ê úë û ë û

- + =

  

3xإما  9xأو  = }ومجموعة الحلول هي  -= }9, 3-  
( )c الصيغة المُناسبة لحل المعادلة( ) 16E x )2 هي -= ) 6 16E x x x= + -  الحالة لأننا في هذه

 من الطرفين ويمكن تحويل المعادلة إلى جداء عوامل يساوي الصفر  -16نستطيع اختصار العدد 

 الحل
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2( ) 6 16 16E x x x= + - =  ومنه -
2 6 0x x+ =    

)  بأخذ العامل المشترك خارج قوسين )6 0x x + =    
0xإما  6xأو  = }ومجموعة الحلول هي  -= }6, 0-  
جــداــءــَ ضرب  اــلــناتــجنــضربــ أــكــبرهــا بــأصغرهــا وـنـــطرحــ مــن .  نــختارــ كــيفيّاً أــرـبـــعة أــعــداــدــ طــبيعيّة مــتتالــية  

 .أثبت صحّة هذه الخاصّة. -2لآخرَيْن، فنحصل على العدد العددين ا

  
,بالرموز  للأعدادنرمز  1, 2, 3a a a a+ + +.  

)علينا إثبات أنَّ  ) ( )( )3 1 2 2a a a a+ - + + = -  

  بنشر الطرف الأيسر نجد       
( ) ( )( ) ( )2 2

2 2

3 1 2 3 3 2

3 3 2 2

a a a a a a a a

a a a a

+ - + + = + - + +

= + - - - = -
  

  .الخاصية صحيحةف

  المتراجحات وإشارة جداء
2:المتراجحة  لَّ في حُ    2( ) : (2 3) ( 1)x x+ £ -  

  

( )( )
2 2( ) ( 1) (2 3) ( 1) (2 3) ( 1) (2 3)

4 3 2

P x x x x x x x

x x

é ù é ù= - - + = - - + - + +ê ú ê úë û ë û
= - - +

  

)المتراجحة المعطاة تكافئ المتراجحة  ) 0P x ³  
)ندرس إشارة  )P x .  

-4xننظِّم جدولاً مشتركاً يضم إشارة كلٍّ من  3و - 2x +.  
تعيين حلول المتراجحة من خلال ملاحظة السطر الأخير يمكننا 

  في الجدول
2مجموعة الحل  

3
4,é ù- -ê úë û

  

4: المتراجحة  حلَّ في    1
1

6

x

x

+
£-

-
.  

  
6xفي حالة نحل المسألة  ، يمكننا كتابة المتراجحة المدروسة ¹

4بالشكل المُكافئ  1
1 0

6

x

x

+
- £

-
أي  

 الحل

 الحل

 الحل

( )

2

3
4

4 0

3 2 0

0 0

x

x

x

P x

- -

- - + - - -

+ - - - +

- + -

7

3
6

4 0

6

4
0

6

x

x

x

x

x

-

- - + - - -

- - - - +

- -
- + -

-
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4 1 6
0

6

x x

x

+ + -
£

-
3:  وبتوحيد المقامات و الاختزال نجد أنَّ  ،  7

0
6

x

x

+
£

-
  

  ننشئ جدولاً لدراسة إشارة الكسر
  .تعيين حلول المتراجحة من خلال ملاحظة السطر الأخير في الجدول يمكننا في هذا الجدول

7والمتراجحة محققة عندما  
, 6,

3
x

ù ù
ù éú úÎ -¥ - +¥ú êû ëú úû û

  

0bأربعة أعداد حقيقيّة تحقِّق  dو cو bو aلتكن   0dو ¹ aو ¹ c

b d
=.  

 ّ0نفترض أنb d+ aأثبت أنّ  ¹ c a

b d b

+
=

+
. 

 ّ0نفترض أنd b- aأثبت أنّ  ¹ c a

b d b

-
=

-
.  

  
aمن الفرض لدينا  c

b d
0adأي  = bc- =  

  

( ) ( )
0

a c a ad ab bc ab ad bc

b d b b d b b d b

+ + - - -
- = = =

+ + +
  

aومنه  c a

b d b

+
=

+
  

  

( ) ( )
a c a ad ab bc ab ad bc

b d b b d b b d b

- - - + -
- = =

- - -
  

aومنه   c a

b d b

-
=

-
  

ABCو مربّع ABCDنفترض أنّ  D¢ ¢ ونفترض أنّ مساحة . مستطيل ¢
 5يساوي  ¢AAفإذا علمتَ أنّ . متراً مربّعاً  183الجزء الملوّن تساوي 

CCأمتار وأنّ    . ABأمتار، احسب  8يساوي  ¢

  
ABنفترض أنَّ   x=  8فيكونDC x¢ = + ،5DA x¢ = +  

  2xول ضلعه  تساوي مربع ط ABCDمساحة المربع 
)تساوي ) مساحة مستطيل(المساحة الكاملة للشكل  ) ( )8 5x x+ ´ +  

  أي ABCDمساحة الجزء الملون تساوي مساحة الشكل الكامل مطروح منها مساحة 
( )( ) 28 5 183x x x+ + - =  

 الحل

 الحل

  

A B

CD C ¢

A¢ B 
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2:  بالضرب نجد أنَّ  213 40 183x x x+ + - 13ومنه      = 143x 11xوينتج أنَّ   = =.  

تساوي  EFGDونفترض أنّ مساحة المربّع . مربّع ABCDنفترض أنّ  
أمتار،  5يساوي  AEفإذا علمتَ أنّ . ABCDأربّع مرات مساحة المربّع 

   .ABاحسب 

  
ABنفترض   x=  5فيكونDG x= 5DEو  + x= +  

)أي          ABCDتساوي أربّع مرات مساحة المربّع  EFGDلكن مساحة المربع  )2 25 4x x+ =  
)بالنقل إلى جهة واحدة من المساواة                                             )2 25 4 0x x+ - =  

فرق مربعي حدين يساوي جداء (طابقة التربيعية نستعمل الم
  )مجموعهما بفرقهما

 بعد إجراء عمليات الجمع  بين الأقواس نحصل على
  المعادلة الاتية

( )( )3 5 5 0x x+ - + =  

5xإما  5وهو حل مقبول أو   =

3
x

-
مقدار موجب فهي تعبّر عن طول  xوهو حلٌ مرفوضٌ لأنَّ  =

  .هندسي
  

وأربعة أرباع دوائر تقع  xيتألّف الشكل المجاور من مربّع طول ضلعه  
. لوّنعن مساحة السطح الم xعبِّر بدلالة . مراكزها على رؤوس المربّع

2xوأعطِ قيمة تقريبيّة لهذه المساحة عندما  =.  

  
  2xتساوي  و مساحة الجزء  xمربع طول ضلعه الجزء 
2تساوي  و مساحة الجزء  xربع دائرة نصف قطرها   الجزء 

4
x

p  
  2xpتساوي  و مساحة الجزء  2xربع دائرة نصف قطرها   الجزء 
29تساوي  و مساحة الجزء  3xربع دائرة نصف قطرها   الجزء 

4
x

p  
  24xتساوي  و مساحة الجزء  4xربع دائرة نصف قطرها   الجزء 

  :هي مجموع المساحات السابقة أي أنَّ  Sمساحة السطح الملون

( ) 2 2 2 2 29
4

4 4
S x x x x x x= + + + +

p p
p p  

 الحل

 الحل

 

x  





 

A B

CD G

E F

( ) ( )5 2 5 2 0x x x xé ù é ù+ + + - =ê ú ê úë û ë û
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  نوحّد المقامات داخل الأقواس  عاملاً مشتركاً و 2xنأخذ 

( ) 2 29 4 30
1 4

4 4 4
S x x x

æ ö æ ö+÷ ÷ç ç÷ ÷= + + + + =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

p p p
p p  

2xعندما    :نعوّض لنجد أنَّ  =
( ) ( )

4 30
2 4 4 30 4 30 3 14 4 94.2 98.2

4
S

p
p

æ + ö÷ç= = + » + ⋅ = + =÷ç ÷çè ø  
ABعرضها، ABCDطلاقاً من صفيحة مستطيلة ان =   2وطولهاAD =  نصطنع سطحين ،

  :أسطوانيين بطريقتين
 نجعل الضلع[ ]BC  ينطبق على[ ]AD. 

 نجعل الضلع[ ]AB  ينطبق على[ ]DC.  
نرمز بالرمز 

1
V  عليها بالطريقة الأولى، وبالرمز  نحصلإلى حجم الأسطوانة التي

2
V  إلى حجم

1النسبة حسباِ . عليها بالطريقة الثانية نحصلالأسطوانة التي 

2

V

V
.  

  
الطريقة الأول محيط القاعدة يساوي  في

1 1
P rp= =   ومنه

1
r

p
=
 وارتفاع ،

الأسطوانة
1

2H =   .  

حجم الأسطوانة الأولى يساوي 
2 3

2
1 1 1 2

2
2V r Hp p

pp
= = =

   

في الطريقة الثانية محيط القاعدة يساوي 
2 2

2P rp= =   ومنه
1

2
r

p
=

 وارتفاع ،
الأسطوانة

1
H =   .  

حجم الأسطوانة الثانية يساوي 
2 3

2

1 2 2 2

4 4
V r Hp p

pp
= = =

  . النسبة المطلوب حسابها و  :  
3

1
3

2

2
1

24

V

V
p

p

= =




  

  . مُقارنة عددين
 a وb  ًقارن بين العددين. عددان موجبان تماما 

2

a b
A

+
2abو   =

B
a b

=
+

  

    نحسب الفرق بين العددينA وB  ونحدد إشارته  

 الحل

 الحل

 A

B C

D
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( )
( ) ( )

( )
( )
( )

2
2 2

2
2 2

42 2 4

2 2 2

2
0

2 2

a b aba b ab a ab b ab
A B

a b a b a b

a ba ab b

a b a b

+ -+ + + -
- = - = =

+ + +

-- +
= = ³

+ +

  

Aومنه  B³  2  إذن

2

a b ab

a b

+
³

+
.  

وأثبتنا أنَّ الوسط  الوسط التوافقي لهماBا نسمي كمbوaالوسط الحسابي للعددين  Aنسمّي ( 
2الحسابي أكبر من الوسط التوافقي  2

1 12

a b ab

a b
a b

+
³ =

+ +
(  

 a وb قارن بين العددين. عددان موجبان A a b= 2Bو   + ab=   
 نمربعيال، ونستفيد من نتيجة مقارنة هماالعددين نقارن بين مربعيهذين  لصعوبة المقارنة بيننظراً 

  .لإتمام المطلوبموجبين  العددين ومن كون
( )22 2 22A a b a ab b= + = + +  ،( )

2
2 2 4B ab ab=   أما الفرق بينهما =

( )22 2 2 2 2 22 4 2 0A B a ab b ab a ab b a b- = + + - = - + = - ³  
2و  عددان موجبان Bو Aولمَّا كان  2 0A B- Aكان  ³ B³.  

و من المتراجحة السابقة نجد أنَّ , bوaالوسط الهندسي للعددين abنسمّي  المقدار (

2

a b
ab

+
  )ونكون قد أثبتنا أنَّ الوسط الحسابي أكبر من الوسط الهندسي أو يساويه ³

1أثبت أنّ . عددين موجبين تماماً  bو aليكن  1 1

a b a b
< +

+
.  

  
1 سمي ن

B
a b

=
+

  ،1 1
A

a b
= 0Aو لنثبت أنَّ + B- >   

1 1 1
A B

a b a b
- = + -

+
   

  :  إذا وحدنا المقامات وجدنا
( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

aba a b

a a b

b a b b a b a a b ab
A B

a b a b abb ba b b aa

+ + + -
- = + -

+

+
=

+

+ + +
     

  بإصلاح المقدار الناتج 

( ) ( )
2 2 2 2

0
ab b a ab ab b a ab

A B
ab a b ab a b

+ + + - + +
- = = >

+ +
  

Bومنه  A<1أي 1 1

a b a b
< +

+
 .  

 الحل
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aأثبت أنّ . عددين موجبين تماماً  bو aليكن   b a b+ < +.  

   
Aنسمي  a b= B و  + a b= 2و لنوجد المقدار  + 2B A- مستعملين المتطابقات التربيعية        :  

( ) ( )
2 2

2 2 2 2 0B A a b a b a ab b a b ab- = + - + = + + - - = >  
2إذن  2B A>  و لمّــا كانA وB 2و  عددان موجبان 2B A>  كانB A>  

a: أي أنَّ  b a b+ < +.  
  

0يقيَّن يُحقّقان عددين حق bو aليكن   b a<   :قارن بين الأعداد . £
1

, ,
1 1

a a a

b b b

+
+ +

  

  
aنقارن بين : أولاً 

b
و 

1

a

b +
  :بحساب الفرق بينهما ومعرفة إشارته كما يأتي 

 
( )

( 1)
0

1 ( 1) 1

a b aba a a

b b b b b b

+ -
- = = >

+ ⋅ + ⋅ +  
ومنه نجد . لأن البسط والمقام موجبان فرضاً 

1

a a

b b
>

+
 .  

1نقارن بين  : ثانياً 

1

a

b

+
+

و 
1

a

b +
  :باتباع الأسلوب السابق  

1 1 1
0

1 1 1 1

a a a a

b b b b

+ + -
- = = >

+ + + +
  

1ومنه نجد . لأن المقام موجبٌ فرضاً 

1 1

a a

b b

+
>

+ +
.  

1نقارن بين  : ثالثاً 

1

a

b

+
+

aو 
b

  :باتباع الأسلوب ذاته 
( )

( )
( 1) 11

0
1 ( 1) 1

a b a ba a a b

b b b b b b

+ - ++ -
- = = >

+ ⋅ + ⋅ +
  

1ومنه نجد . لأن البسط والمقام موجبان فرضاً 

1

a a

b b

+
>

+
  

1:  إذن

1 1

a a a

b b b

+
> >

+ +
  

  :تنويه
  :لنتيجة كما يلي يمكننا  تعميم هذه ا 

a a k

b b k

+
>

+
0من أجل أيَّ ثلاثة أعداد موجبة تماماً   b a< £  ،0k >.  

  :تُحقّق الشرط المبيَّن في كلٍّ مما يلي aبين عددين، إذا علمتَ أنّ  Aاحصر المقدار 

 الحل

 الحل
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( )

2

2

1 1 1 1 3
. , 2 . , 3
4 2 2 2

.1 2, 1 3 .5 9, 2

.8 15, 1 1 .6 11, 2

a A a A a
a

a A a a A a

a A a a A a

< < = - £ £ = +

£ £ = - - < < = +

< < = + - < < = -

 

 

   
    1ننطلق من المتراجحة 3

2 2
a£ ذات الأطراف الثلاثة الموجبة، نربّع أطراف المتراجحة   £

21:  كما يأتي)  Aو إيجاد  2aعلى  للحصول( دون تغيير جهتها المتراجحة  9

4 4
a£ ثم  £

25لأطراف المتراجحة نجد أنَّ  3نضيف العدد 13
1

4 4
a£ + 5  ومنه  £ 13

4 4
A£ £ .   

           1المتراجحة المزدوجة المعطاة   نعالج 1

4 2
a< فنأخذ مقلوب أطراف  التي أطرافها موجبة >

1 المتراجحة ونغير جهة المتراجحة لتصبح على الصورة 
4 2
a

> من أطراف  2وبطرح العدد <

1 المتراجحة نجد أنَّ 
2 2 0
a

> - 2بما تساويه نحصل على المتراجحة  Aبإبدال < 0A> >    .  
            5 من المتراجحة 9a< اف ا كانت أطراف المتراجحة كلها موجبة أخذنا جذور الأطر لمّ و  >

5كما يأتي  ) Aو إيجاد aللحصول على (  دون تغيير جهة المتراجحة الثلاثة 3a£ ثمَّ  £
5لأطراف المتراجحة نجد أنَّ  2نضيف العدد  2 2 5a+ £ + 5ومنه  £ 2 5A+ £ £  .  

  
           1لمّا كان 2a£ 0من أطراف المتراجحة أنَّ  1وجدنا بطرح العدد  £ 1 1a£ - بتربيع  £

)أطراف المتراجحة   )20 1 1a£ - من أطراف المتراجحة وجدنا  3و بطرح العدد  £
)أنَّ  )23 1 3 2a- £ - - 3أي أنَّ  -£ 2A- £ £-.  
  4من أطراف المتراجحة المعطاة فتكتب كما يأتي  2نطرح العدد 2 9a< - كانت ولما  >

أطراف المتراجحة المزدوجة كلها موجبة أخذنا جذرها التربيعي محافظين على جهة الرجحان 
2 2 3a< - < .  

  8إلى أطراف المتراجحة   1إذا أضفنا العدد 15a< طرافها أخذنا الجذر التربيعي لأو  >
3وجدنا أنَّ  )الموجبة( 1 4a< + إلى أطراف المتراجحة نحصل على  1وبطرح العدد  .>

2المتراجحة    3A< <.  
مجموعة الحلول على مستقيم مدرّج، في كلٍّ من الحالات الآتية، حلَّ المتراجحة المعطاة، ثمُّ مثِّل  

  :وعبِّر عنها بدلالة مجالات

 الحل
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( )( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2

1 1
. .3 2 5 1
6 3 2 2

2 1 3 1
.5 1 .

3 6 4 2
. 7 3 4 0 . 2 1 5 2 0

. 2 3 4 0 . 3 0

. 2 2 3 0 . 5 7 3 7 5 0

x x
x x

x x
x x

x x x x

x x x

x x x x

- ³ - - £ -

+ -
+ > - £

- + ³ + - + <

+ - £ + >

- - + ³ - + - £

 

 

 

 

 

  

  
3 2 5 1x x- £ - 

3 المتراجحة 2 5 1x x- £ دة ليكتب على من الدرجة الأولى، نغير موضع الحدود الموجو  -
3  :الصيغة الاتية 1 5 2x x+ £ 7 ومنه + 4x 4 نجد أن 7 بالقسمة على العدد ³

7
x ³.  

4 هي مجموعة الحلول

7
,

é é+¥ê ê
ë ë

  

1

2

1 1

2 6

1

6 3 2

2 3
2

x x

x x

x

- ³ -

- ³ -

³



  

é,2 هي مجموعة الحلول é+¥ê êë ë  
3 1

4 2
3 2 2

5

x x

x x

x

+ -
£

+ £ -
³



  

é,5 وحلول المتراجحة هي é+¥ê êë ë  
2 1

3 6
4 1

6 6

5 1

1 5

12

x x

x x

x

+ > -

- >- -

>-



  

ù,12 وحلول المتراجحة هي é- +¥ú êû ë  
( )( )2 1 5 2 0x x+ - + <  

  
  
  
 

1 وحلول المتراجحة هي 2

2 5
, ,ù é ù é-¥ - +¥ú ê ú êû ë û ë

  

 الحل

( )( )

1 2

2 5
2 1 0

5 2 0

2 1 5 2 0 0

x

x

x

x x

-

+ - + +
- + + + -

+ - + - + -
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( )( )7 3 4 0x x- + ³  
  
  
  
  

3 تراجحة هيوحلول الم

7
, 4 ,

é éù ù-¥ - È +¥ê êú úû û ë ë
    

2 3 0x x+ >  
) بالصيغةيمكن كتابة المتراجحة  )3 0x x + >   

  
  

,هي ةحوحلول المتراج 3 0,ù é ù é-¥ - +¥ú ê ú êû ë û ë 

( )22 3 4 0x + - £  
   يمكن كتابة المتراجحة بالشكل

( )( ) ( )( )2 3 2 2 3 2 0x x+ - + + £ 

)يأ )( )2 1 2 5 0x x+ + £   
5ة هيحوحلول المتراج 1

2 2
,é ù- -ê úë û

  
  

( ) ( )2
5 7 3 7 5 0x x- + - £  

على الشكل  يمكن كتابة المتراجحة
( ) ( )2
7 5 3 7 5 0x x- + - £  

)أي ) ( )[ ]7 5 7 5 3 0x x- - + £ 
( )( )7 5 10 5 0x x- - £  

7وحلول المتراجحة 

5
, 2é ù

ê úë û
  

( ) ( )2 2
2 2 3 0x x- - + ³  

  يمكن كتابة المتراجحة بالشكل
( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 2 2 3 0x x x xé ù é ù- - + - + + ³ê ú ê úë û ë û  

)أي )( )5 3 1 0x x- - + ³  
  

( )( )

3

7
4

7 3 0

4 0

7 3 4 0 0

x

x

x

x x

-

- - - +
+ - + +

- + + - +

( ) ( )

7

5

2

2

7 5 0

10 5 0

5 7 3 7 5 0 0

x

x

x

x x

- + - -

- + + -

- + - + - +

2

3 0

0

3 0

3 0 0

x

x

x

x x

-
- - +

+ - + +

+ + - +

( )

5 1

2 2

2

0

3 0

2 3 4 0 0

x

x

x

x

- -

- - +
+ - +

+ - + - +

( ) ( )

1

3

2 2

5

5 0

3 1 0

2 2 3 0 0

x

x

x

x x

- -

- - + -
+ - - +

- - + - + -
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1وحلول المتراجحة 

3
5,é ù- -ê úë û

  

، ثمُّ حلَّ المتراجحة المعطاة، ومثِّل مجموعة منوعةالم x في كلٍّ من الحالات الآتية، بيِّن قيم 
  :مستقيم مدرّج، وعبِّر عنها بدلالة مجالات  علىالحلول 

2 2

2 2

3 7 2 3 2 5 8 2
. 0 . 0 . 0 . 0
3 5 3 2 1 5

1 1 5 4
. 1 . 0 . 1 . 3

2 6 14 4

x x x x

x x x x
x x

x xx x

+ - + -
£ £ > ³

+ - - +
+ +

£ £ < ³-
- +- -

   

   
  

   
  8 2

0
5

x

x

-
³

+
  

5 : التي تعدم المقامهي القيمة  في هذه الحالةالقيمة الممنوعة  0x + 5x  ومنه = =- .  
8نحتاج إلى إيجاد القيمة التي تعدم البسط لدراسة إشارته  2 0x- 4x   ومنه   = ندرس .  =

  :كما يأتي تبعا لقاعدة الإشارات الجدولالإشارة في 
  

  
  
  
5,4ùحلول المتراجحة و  ù-ú úû û  

2 5
0

1

x

x

+
>

-
     

لإشارة المطلوبة إشارة التركيب في جدول و نختار اندرس  .1 القيمة الممنوعة هي كما في التمرين السابق
  .لإيجاد مجموعة الحل

  
  
  
  
  

[حلول المتراجحة [2

5
, 1,ù é-¥ - +¥ú êû ë

  

 الحل

5 4

8 2 0

5 0

8 2
0

5

x

x

x

x

x

-
- + + -
+ - +

-
- + -

+

2

5
1

2 5 0

1 0

2 5
0

1

x

x

x

x

x

-

+ - +
- - - +

+
+ - +

-
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  ابعمفهوم التَّ 

  

  
  ةمة عامّمقدّ  

  ابع العدديمفهوم التّ  

  البيا�ي لتابع الخطّ 

  ابع المتناقصابع المتزايد والتّالتّ 

  راد تابعجدول اطّ
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   تَدرَّبْ   

   ليكنABCD  ّنُنشئ على محيط 2عاً طول ضلعه يساوي مرب ،
فنحصل على  طبوقة ثات متساوية الساقينالمربّع وخارجه أربعة مثلّ 

كما في الشكل  xيساوي عها ضلاكلٍّ من أطول  ،نجمة منتظمة
)بالقول إنّ  f التابعالمجاور، ونعرّف  )f x  يساوي مساحة سطح

  .جمةالنّ 
    ْالتاّبع نطلق أنّ مُ  بيّن f  1هو,D ¥ù é= +û ë.  
    ْالتاّبع بأسلوب صحيح عبارة  اكتب f.  

 
  في كل من المثلثات متساوية الساقين مجموع طولي أي ضلعين أكبر من طول الضلع الثالث

2xأي أن  x+ 1xومنه . < D,1أي أن  < ¥ù é= +û ë .  
  ّالمتعلق بقاعدته  ارتفاع المثلثكان  ، ساوي الساقينالمثلث متا كان لمAB  ًفيمتوسطا 

قنا مبرهنة طبّ  ، 2ساوي قاعدة المثلث المتساوي الساقين ت ،وإذا استعملنا الفرض ،المثلث
2بالعلاقة  ووجدنا أنه يعطى ارتفاع المثلثفيثاغورث لحساب  1h x= -.  

21مساحة المثلث تساوي 
2 1

2
x´ ´ -  

24مجموع مساحات المثلثات الأربع تساوي  1x -  
  مضافاً إليها مساحة المربعة مجموع مساحات المثلثات الأربع ساويمساحة السطح النجمي ت

24 1 4x - ) ومنه   + ) 24 1 4f x x= - +  
    ْمن التوابع المعرّفة بالعلاقة مجموعة تعريف كلٍّ  بيّن:  

2

2

1
( ) 3 ( ) 2 1

2
1 7

( ) ( ) 2
1 2

( ) 2 1 ( ) 2 1

2 3
( ) ( )

2 3 5
2 1

( ) ( )
( 1)

f x x f x x
x

f x f x x
x

f x x f x x

x
f x f x

x x

f x f x
x x x

= + = +

= = +
-

= + = +

= =
+ -

= =
+

 

 

 

 

 

 

 
 ( ) 22 1f x x= )يمكن حساب  إذ ، التابع معرف على  + )f x   من أجل أي عدد

ù,ومنه مجموعة التعريف .  xحقيقي  é-¥ +¥û ë.  

 الحل

 الحل

x

2

A

C

B

D

x

A B
11

h
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2 


 

( ) 1
3

2
f x x

x
= 0xالتابع معرف إذا كان  ، + ريف ومنه مجموعة التع ،¹
, 0 0,ù é ù é-¥ +¥û ë û ë  


 

( ) 7
2

2
f x x= ù,ومنه مجموعة التعريف  ،التابع معرف على  ،+ é-¥ +¥û ë  

 ( ) 1

1
f x

x
=

-
1xالتابع معرف إذا كان  ، ومنه مجموعة التعريف  ، ¹

,1 1,ù é ù é-¥ +¥û ë û ë  

 ( ) 2 1f x x= 0xالتابع معرف إذا كان  ،+ é,0ومنه مجموعة التعريف  ،³ é+¥ë ë  
 ( ) 2 1f x x= ù,ومنه مجموعة التعريف  ،التابع معرف على  ، + é-¥ +¥û ë  


 
( ) 3

5
f x

x
=

-
5التابع معرف إذا كان  ، 0x - 5xأي  ، ¹ عة التعريف ومنه مجمو   ¹

,5 5,ù é ù é-¥ +¥û ë û ë  


 

( ) 2

2 3

x
f x

x
=

+
2التابع معرف إذا كان  ، 3 0x + 3أي  ، ¹

2
x ¹ ومنه مجموعة  -

3التعريف  3
, ,

2 2

ù é ù é
ú ê ú ê-¥ - - +¥
ú ê ú êû ë û ë

  


 

( )
2

1
f x

x
2التابع معرف إذا كان  ،= 0x 0xأي  ¹ ومنه مجموعة التعريف  ¹

, 0 0,ù é ù é-¥ +¥û ë û ë  


 
( ) ( )

2

1
f x

x x
=

+
)ف إذا كان التابع معرّ   )1 0x x + 0xأي   ¹ 1xو  ¹ ¹ - 

,ومنه مجموعة التعريف  1 1, 0 0,ù é ù é ù é-¥ - - +¥û ë û ë û ë   

    ٍّاتمن التوابع المعرّفة بالعلاق بيّن مجموعة تعريف كل:  

2 2

2 2

2
2

2 2
( ) ( )

1 1
1 2

( ) ( ) 1
1
2 2

( ) ( )
2 1 4

( ) 1 ( )
2 1

2 2
( ) ( )

22

f x f x
x x
x

f x f x x
x x
x

f x f x
x x x x

x
f x x f x

x
x x

f x f x
xx

= =
- +
+

= = + +
-

= =
- + +

= - =
+

+ +
= =

--
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( )
2

2

1
f x

x
=

+
2لما كان  ، 1x  ،يمكن أن يساوي الصفر ولا ،مختلفاً عن الصفر دوماً  +

ù,ومنه مجموعة التعريف  ، كان التابع معرف على  é-¥ +¥û ë .  


 

  2

2

1
f x

x



2التابع معرف إذا كان  ،  1 0x - 1xأي  ،¹ ¹ 1xو  - ومنه  ¹

مجموعة التعريف      , 1 1, 1 1,       .  


 
( ) 2

1f x x
x

= + 0xالتابع معرف إذا كان  ،+ 1و  ¹ 0x + 0xأي  ، ³ و  ¹
1x ³ ,1ومنه مجموعة التعريف  - 0 0,é é ù é- +¥ë ë û ë.  


 

( ) 1

1

x
f x

x

+
=

-
1xالتابع معرف إذا كان  ،  1و  ¹ 0x + 1xأي  ، ³ 1xو ¹ ³ - 
1,1ومنه مجموعة التعريف  1,é é ù é- +¥ë ë û ë.  


 

( )
2

2

4
f x

x x
=

+
2التابع معرف إذا كان  ، 4 0x x+ )أي  ، ¹ )4 0x x +  عندما أي ¹

0x 4xو  ¹ ¹ ,ومنه مجموعة التعريف  ،- 4 4,0 0,ù é ù é ù é-¥ - - +¥û ë û ë û ë .  


 
( )

2

2

2 1

x
f x

x x
=

- +
2ف إذا كان التابع معرّ  ،  2 1 0x x- + )أي  ،¹ )21 0x - ¹ 

1xأي  ,ومنه مجموعة التعريف   ¹ 1 1,ù é ù é-¥ + + +¥û ë û ë.  


 
( )

22 1

x
f x

x
=

+
22لما كان  ، 1x لا يمكن أن يساوي الصفر كان التابع معرف على  +

 موعة التعريف ومنه مج,ù é-¥ +¥û ë  


 
( ) 2 1f x x= 2 تحققت المتراجحة التابع معرف إذا  ، - 1 0x - التي نكتبها بعد   ³

)تحليل طرفها الأيسر على الصورة التالية  )( )1 1 0x x- + الأيسر والمقدار في الطرف  ³
,1بين القيمتين   xموجبٌ إلا عندما تكون  1- مجموعة التعريف ومنه نجد أنَّ  ، +

, 1 1,ù ù é é-¥ - + +¥û û ë ë.  


 

( ) 2

2

x
f x

x

+
=

-
2التابع معرف إذا كان  ، 

0
2

x

x

+
³

-
2xو    مجموعة التعريف  أنأي  ¹

, 2 2,ù ù ù é-¥ - + +¥û û û ë.  


 

( ) 2

2

x
f x

x

+
=

-
2التابع معرف إذا كان ،  0x + 2و   ³ 0x - 2xومنه  < ³ -   

2xو ù,2مجموعة التعريف  أنأي  < é+ +¥û ë.  
  

 الحل
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   تَدرَّبْ   

  ُّلتابع بيانيٌّ  المنحنيات التالية هو خطٌّ  بيِّن أي:  

 

 
 

xO 1

1

y 

xO 1

1

y 

x

O 1

y 

54xO 1

y 

2

3

1

  
  .لاحظ المستقيم الشاقولي في الرسم ، لتابع اً بياني اً ليس خط المنحني 
  .خط بياني لتابع المنحني 
  .خط بياني لتابع المنحني 
  .قيم الشاقولي في الرسملاحظ المست ، لتابع اً بياني اً ليس خط المنحني 

  ليكن  َّالممثّل لتابع  البيانيَّ  الخطf . بعلاقات مساواة تعبّر عنها الآتيةترجم العبارات. 

  ّيمر هاداثيّابنقطة إح ( 2,5)-.  
    يقطع  1محورَ التراتيب بنقطة ترتيبها-.  
    يقطع 3و -2ب صلتاهما على الترتيامحورَ الفواصل بنقطتين ف.  

  
 ّيمر بنقطة إحداثيّاتها( )أي .-2,5( )2 5f - =.  
 يقطع  أي . -1محورَ التراتيب بنقطة ترتيبها( )0 1f = -.  
 يقطع  أي .3و -2محورَ الفواصل بنقطتين فصلتاهما على الترتيب( )2 0f - و  =

( )3 0f =.  
  ليكن  َّالممثّل للتابع  البيانيَّ  الخطf  المعرّف على 2 بالعلاقة( ) 5f x x= +.   

  بيّن أيٌّ من النقاط( 2,9)A )و B(3,13)و - 2,7)C نتمي إلى ت.  
 أعطِ إحداثيات أربع نقاط تقع على الخط البياني.  

  
 )لما كان    )2 9f - )كانت النقطة  = )2,9A   .تنتمي إلى   -

)لما كان  )3 9 5 14 13f = + = )كانت النقطة  ¹ )3,13B  لا تنتمي إلى.  

 الحل

 الحل

 الحل

X XO 1

1

Y

O 1

1



X

Y

O 1
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Y

O 1



2

3

1

Y
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)لما كان  )2 2 5 7f = + )كانت النقطة  = )2,7C  تنتمي إلى.  
  0عندماx )فإن  = )0 5f )قطة فالن =   .تنتمي إلى  0,5(

1xعندما  )فإن  = )1 6f )فالنقطة  =   .تنتمي إلى  1,6(
1xعندما  = )فإن  - )1 6f - )فالنقطة  =   .تنتمي إلى  -1,6(
2xعندما  )فإن  = )2 9f )فالنقطة  =   .تنتمي إلى  2,9(

 1,8لتابع معرّف على المجال  لشكل المجاور نجد الخطّ البيانيّ في اé ùë û ،بقراءة بيانيّة لهذا الشكل ،
  :المقولات التالية في بيّن الصواب من الخطأ

   وفق  0صورة  وه 1 العددf. 

    وفق  1صورة  وه 0العددf. 

   وفق 7و 3صورة  وه 4 العدد f. 

  (2) 5f = .   

  (3) 5f > . 

   للمعادلة( ) 2.5f x  .ثلاثة حلول =

    دد وحيد من المجال وفقهو صورة ع 0.5العدد f. 

    6,8في حالةx é ùÎ ë û  لدينا( ) 2f x >.  

  
 خطأ.        صح. 

   صح.        خطأ.   

  خطأ.           صح. 

   صح.        صح.   

 
   تَدرَّبْ   

   لتالي، الخطوط البيانية لتوابع تجد في الشكل اf وg وh وj وk و  ُفة على مجال عرَّ مI .
زايدٌ تماماً، وأيّها متناقص تماماً وأيّها متزايدٌ وأيّها متناقص وأيّها لا متزايدٌ ولا متناقص بيّن أيّها مت

  .Iعلى المجال 
  

 الحل

O X

Y

3

6

4

1

2



1 5 7

O X

Y

3

6

4

1

2



1 5 7
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  .Iالمجال  على متزايد تماماً  fالتابع 
  .Iالمجال  على متناقصٌ  hالتابع 
  .Iالمجال  على تماماً  متناقصٌ  التابع 
  .Iجال الم على متناقصٌ  لا و متزايدّ  لا gالتابع 
  .Iالمجال  على متزايدٌ  kالتابع 
  .Iالمجال  على متناقص ولا متزايدّ  لا jالتابع 

  2التاّبع لنتأمّل: 4f x x x- .  
  ْأنّ  أثبتf  2متزايدٌ تماماً على المجال,é é+¥ë ë. 

  ْأنّ  أثبتf  2,متناقصٌ تماماً على المجالù ù-¥û û.  

  
   ليكنu وv  2عددين يُحقِّقان u v£ )، والمطلوب هو المقارنة بين > )f u و( )f v  أي بين
2ددين الع 4u u- 2و 4v v-  .ولكن لدينا  

( ) ( )
( )( ) ( )
( )( )

2 24 4

4

4

f u f v u u v v

u v u v u v

u v u v

- = - - +
= - + - -
= - + -

  

  :وهنا نلاحظ ما يلي
 استناداً إلى الفرْض  ،نستنتج مباشرةu v<،  ّ0أنu v- <. 
  ّ2لأن u< 2و v<  ّ4استنتجنا أن 0u v+ - >. 

)إذن بناءً على قاعدة الإشارات نجد  ) ( ) 0f u f v- متزايدٌ تماماً على المجال  fأي أنّ  >
2,é é+¥ë ë.  

 الحل

 الحل

XO

f
Y

I



O

g

Y

I



X O

k
Y

I



X

O

h

Y

I


X O



Y

I


x

O

j

Y

I



X
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   ليكنu وv  2عددين يُحقِّقانu v< )والمطلوب هو المقارنة بين  ،£ )f u و( )f v  .  
  لكن لدينا 

( ) ( )
( )( ) ( )
( )( )

2 24 4

4

4

f u f v u u v v

u v u v u v

u v u v

- = - - +
= - + - -
= - + -

  

  :وهنا نلاحظ ما يلي
 ض استناداً إلى الفرْ  ،نستنتج مباشرةu v<،  ّ0أنu v- <. 
  ّ2لأنu 2vو > 4استنتجنا أنّ  £ 0u v+ - <. 

)إذن بناءً على قاعدة الإشارات نجد  ) ( ) 0f u f v- متناقص تماماً على المجال  fأي أنّ  <
,2ù ù-¥û û.  

  1التاّبع لنتأمّل
:f x

x
  {0}\المعرّف على .  

  ْأنّ  أثبتf  ٌ0تماماً على المجال  متناقص,ù é+¥û ë.  
    ْأنّ  أثبتf  ٌتماماً على المجال متناقص , 0ù é-¥û ë. 

  
  ليكنu وv  0عددين يُحقِّقان u v< )والمطلوب هو المقارنة بين  ،> )f u و( )f v  .

)ولكن لدينا  ) ( ) 1 1 v u
f u f v

u v uv

-
- = - =   

  :وهنا نلاحظ ما يلي
 استناداً إلى الفرْض  ،نستنتج مباشرةu v،  ّ0 أنv u . 
  ّ0لأنu 0vو < 0uvاستنتجنا أنّ  < >  . 

)إذن بناءً على قاعدة الإشارات نجد  ) ( ) 0f u f v- متناقص تماماً على المجال  fأي أنّ  <
0,é é+¥ë ë.  

  ليكنu وv  0عددين يُحقِّقان u v< )والمطلوب هو المقارنة بين  ،> )f u و( )f v  . 
)ولكن لدينا  ) ( ) 1 1 v u

f u f v
u v uv

-
- = - =   

  :وهنا نلاحظ ما يلي
 استناداً إلى الفرْض  ،نستنتج مباشرةu v< ّ0، أنv u- >. 
  ّ0لأنu 0vو > 0uvاستنتجنا أنّ  > >. 

)شارات نجد إذن بناءً على قاعدة الإ ) ( ) 0f u f v- متناقص تماماً على المجال  fأي أنّ  <
, 0é é-¥ë ë.  

 الحل
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  التّابع لنتأمّل
2

1
:

1
f x

x+
  المعرّف على . ّأثبت أنf  متناقصٌ تماماً على المجال

0,é é+¥ë ë. 

  
0عددين يُحقِّقان  vو uليكن  u v< )والمطلوب هو المقارنة بين  ،> )f u و( )f v  . ولكن

)لدينا  ) ( ) ( )( )
( )( )2 2 2 2

1 1

1 1 1 1

u v u v
f u f v

u v u v

- +
- = - =

+ + + +
   

  :وهنا نلاحظ ما يلي
  ًاستناداً إلى الفرْض  ،نستنتج مباشرةu v< ّ0، أنv u- >. 
  ّ0لأنu 0vو < 0uاستنتجنا أنّ  < v+ >. 
  ّلأن( )21 0u+ )و < )21 0v+ )استنتجنا أنّ  < )( )2 21 1 0u v+ + >. 

)إذن بناءً على قاعدة الإشارات نجد  ) ( ) 0f u f v- é,0متناقص تماماً على  fأي أنّ  < é+¥ë ë.  
  التّابع لنتأمّل:f x x  0المعرّف على,+¥é éë ë.  ّأثبت أنf  ًمتزايدٌ تماما.  

  
0عددين يُحقِّقان  vو uليكن  u v< )والمطلوب هو المقارنة بين  ،> )f u و( )f v  . ولكن
)لدينا  ) ( ) u v

f u f v u v
u v

-
- = - =

+
   

  :وهنا نلاحظ ما يلي
  ًاستناداً إلى الفرْض  ،نستنتج مباشرةu v<0نّ ، أv u- >. 
  ّ0لأنu 0vو ³ 0uاستنتجنا أنّ  < v+ >. 

)إذن بناءً على قاعدة الإشارات نجد  ) ( ) 0f u f v-  متناقص تماماً على المجال fأي أنّ  <
é¥+,0ى المعط éë ë.  

   :الآتيينفي المثال السابق وأجب عن السؤالين  fابع للتّ  البيانيَّ  تأمّل الخطَّ   فَكِّرْ   

  التّابع ما هي أكبر قيمة يأخذها f على مجال تعريفه؟  
  التّابع ما هي أصغر قيمة يأخذها f على مجال تعريفه؟  

 
   أكبر قيمة يأخذها التّابعf يأخذها  4 على مجال تعريفه هي

1xعندما  = -.  
   أصغر قيمة يأخذها التاّبعf 2يأخذها عندما  1  على مجال تعريفه هيx =. 

 الحل

 الحل

 الحل
1

2- 5
X

Y

O 1

f
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   فَكِّرْ   

  
   :الآتيةفي المثال السابق وأجب عن التساؤلات  fللتابع  البيانيَّ  تأمّل الخطَّ 
  ّأَصحيح أن ( ) 5f x 5,4éمن المجال  xاً كانت قيمة أيّ  £ ù-ë û ؟  
  أكبر قيم  5أَيكون العددf  5,4على المجالé ù-ë û ؟ 

  هل( ) 1f x ³ 5,4éمن المجال  xقيمة  أياً كانت - ù-ë û ؟  
  أصغر قيم  -1أَتكونf  5,4على المجالé ù-ë û ؟  
  أكبر قيم  3أَتكونf  المجال على[ 5, 1]-   ؟-

  
 من الرسم (    .نعم(       لا.     ) من الرسم(    نعم.   ) من الرسم(  
 من الرسم (    .لا(          نعم.  )من الرسم ( 

 
   تَدرَّبْ   

    لتوابع  ةالبيانيّ تجد في الشكل التالي، الخطوطf وg وh  معرفة على المجال[ 1, 3]I = -.  
   :في كلٍّ من القضايا الآتيةمن الخطأ معلِّلاً إجابتك  الصواببيِّن 

  
 التّابع f  ليس متزايداً تماماً علىI. 

  التاّبع أصغر قيمf  هي( 1)f -. 

  التاّبع أصغر قيمf  (3)هيf. 

  التاّبع أصغر قيمg هي ( 1)g  .Iصغر الأعداد في هو أ -1لأنّ  -

  التاّبع أصغر قيمg  علىI (3) هيg  ّلأنg  متناقص تماماً علىI. 

  التّابع أكبر قيمh  علىI  (3)هيh  التّابع ويبلغهاf مرّتين. 

  التاّبع أصغر قيمh لٍّ من المجالاتعلى ك I و[ 1,  .0 هي [0,2]و -[0

 الحل

XO

f

Y

I



1

1

XO

Y

I
1
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g h

XO

Y

I
1
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  لأن التاّبع  ،صحf  على المجال تماماً متزايد[ ,1]على المجال  تماماً  ومتناقص -[1,1 3]. 

  يوجد للتابع إذ   ،خطأf  2عندما  1قيم أقل منx > . 

 صح. 

  هو أصغر الأعداد في  -1أولا  ،خطأI  ثانياً للتابع   ،وليس أصغر قيم التابعg  قيم
)أصغر من  1) 2g - =. 

  صح. 

  (3)لأن  ،صح 2h 1xعندما  مرّتين hالتاّبع ويبلغها  = = 3xو  - =. 

  صح.  

 الحل



 

54 

  تمرينات ومسائل   
  

  :3و 2و 1ة أمّل ثلاثة خطوط بيانيّ نت  

  
  :hو gو fراد ثلاثة توابع ونتأمل كذلك جداول اطِّ   

1 3 1 3 1 3

( ) ( ) ( )

x x x

f x g x h x

- - -    
          

        اقرن كل واحد من التوابعf وg وh  ّ1ة مع أحد الخطوط البياني 2و 3و.  
    ّراد كلٍّ من التوابع املأ الفراغات في جداول اطf وg وh.  

  
 2C  هو الخط البياني للتابعf ،3C  هو الخط البياني للتابعg، 1C  هو الخط البياني للتابع
h. بالخط البياني للتابع لك اعتماداً على تزايد وتناقص التابع ومقارنة ذ.  
  

( ) ( ) ( )
1 2 3 1 0 2 3 1 1 2 3

1 3 1 2 3 1 0 3 1 3 1

x x x

f x h x g x

- - -
- - -       

  
  :fراد تابع نتأمّل فيما يلي جدول اطّ   

3 1 0 1 3 7

( ) 3 2 1 0 2 1

x

f x

- -
- -    

  

  ّمن المجالات  على كل[ ]و -[3,7  xر ، وقيم المتغيّ fالتّابع ، عيّن أكبر قيم [1,7]و -[1,1
  .التي يبلغ عندها هذه القيم الكبرى

  ّمن المجالات  على كل[ ,0]و -[3,7  xر ، وقيم المتغيّ fالتاّبع ، عيّن أصغر قيم [1,7]و [3
  .التي يبلغ عندها هذه القيم الصغرى

  
3,7éعلى المجال  ù-ë û  3يبلغها التابع عندما  3هي أكبر قيم التابعx = -.  

 الحل

 الحل
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1,1éعلى المجال  ù-ë û  0يبلغها التابع عندما  1هي أكبر قيم التابعx =.  
1,7éعلى المجال  ùë û  3يبلغها التابع عندما  2هي أكبر قيم التابعx =.  
3,7éعلى المجال  ù-ë û 1يبلغها التابع عندما  -2هي قيم التابع  أصغرx = -.  
0,3éعلى المجال  ùë û 1يبلغها التابع عندما  0هي قيم التابع  أصغرx =.  
1,7éعلى المجال  ùë û 7يبلغها التابع عندما  -1هي قيم التابع  أصغرx =.  

  ؟ ل لتابعالممثّ البيا�يّكيف �تصور الخط ّ  
10,10I تابعاً معرّفاً على المجال fليكن  é ù= -ë û . نفترض أنّه مهما كان العدد الحقيقيx  من
I  1كان ( ) 3f x- £ )، ونفترض أيضاً أنّ حلول المعادلة £ ) 1f x 3xهي الأعداد  = = - 
1xو 4xو =   .fالتّابع يُمكن أن يمثِّل  ارسم، في مَعْلَمٍ متجانس، خطّاً بيانيّاً . =

10,10Iتابعاً معرّفاً على المجال  fا كان لمّ    é ù= -ë û  10,10كانx é ùÎ -ë û.  
)ا كان لمّ  )1 3f x- £ 1yكان الخط البياني للتابع محصور بين  £ = 3yو  - .  
) ا كانت حلول المعادلةلمّ  ) 1f x 3x هي الأعداد = = 1xو - 4xو = كان المنحني  =
)  بالنقطاً مار  ) ( ) ( )3,1 , 1,1 , 4,1-  

  تآلفي على مجالاتتابع  
 80الأوّل  حرفطول . يبيِّن الشكل المجاور وعاءً مؤلّفاً من مكعّبين متّصلين

رتفاع السائل إلى ا xنرمز بالرمز . سنتيمتراً  60 سنتيمتراً وطول ضلع الثاني
)في الوعاء مُقاساً بالسنتيمتر، وبالرمز  )V x مثّل . إلى حجم ذلك السائل باللِّيتر

)بيانيّاً الحجم  )V x بدلالة x . سنتمترات على  10لكلّ  سنتيمتراً واحداً خُذ
  .ليتراً على محور التراتيب 50لكلّ  سنتيمتراً واحداً محور الفواصل، و 

  
  . x تابع للارتفاع Vومن ثم فإن الحجم  xإن حجم السائل يتعلق بالارتفاع 
0,140éإن الحجم معرف على المجال  ùë û. 0,140و 0,60 60,140é ù é ù é ù=ë û ë û ë û  

  :مثلاً 
( ) ( )
( ) ( ) ( )1 2

50 3600 50 80000 , 0 0

80 60 20

216000 6400 20 216000 218000

344000

V V

V V V

= ´ = =

= +
= + ⋅ = +
=

  

  إذن

 الحل

 الحل

x
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 ; 0,60x é ùÎ ë û                         3600V x x  
     216000 6400 60 ; 60,140V x x x x     

10كل  cm  1على محور الفواصل يمثل بـ cm  
  على محور التراتيب 1cmعلى محور الفواصل يمثل بـ  50Lكل 

( )0 0V )فالنقطة  = )0,    من الخط البياني 0
( )60 216000V )فالنقطة  = )6,    من الخط البياني 43.2
( )140 600000V )فالنقطة  =   من الخط البياني 14,120(

  البحث عن أكبر قيمة لتابع 
)2بالعلاقة  المعرّف على  f التّابعلنتأمّل    ) 4 5f x x x= - + +.  
  ّأثبت أن( )f x  2يُكتبُ أيضاً بالشكل( ) 9 ( 2)f x x= - -. 

  حلَّ المعادلة( ) 9f x =. 

  ّهي أكبر قيمة للتابع  9أثبت أنf  على. 

  
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

4 5 4 4 4 5

2 4 5 2 9

f x x x x x

x x

= - + + = - - + - +

= - - + + = - - +
  

 )لدينا   ) 9f x )ومنه  = )29 2 9x= - - )بالتالي  + )22 0x- - 2xأي  =   . المعادلة حلُّ  =
 ّنعلم أن ( )22 0x- - )ومنه  £ )22 9 9x- - + )بالتالي  £ ) 9f x لاحظ أن وأيضا ن £

( )2 9f 9أي أن  =   هي أكبر قيمة للتابع على  
   .راد الموافقلاطِّ ، ويُطلَبُ في كلِّ حالة كتابة جدول اfللتابع  البيانيَّ  في هذا التمرين نُعطي الخطَّ  
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2 

 
 

 

( )
4 1 2 4

2 1 1 2.5

x

f x

- -
- -  

 

( )
4 2 0 1 3

3.5 1 2 0 4

x

f x

- -

-   
  

( )
4 3 1

2 3 1

x

f x

- - - +¥

  
  

( )
2 1 1

2 3 1

x

f x

-¥ - - +¥
-   

  

  :الآتية يُحقّق الخواصَّ  fارسم خطاً بيانيّاً لتابع  
  مجموعة تعريفf  هيf = . 

 ( 4) 3f - = (1)و - 3f (4)و = 2f 2xوإذا كان  = )كان  < ) 0f x >. 

  التاّبع  راداطّ جدول f  هو  
2 0 2

( ) 4 1 4

x

f x

-¥ - +¥

   
  

  
) من الفرض لدينا أن منحني التابع يمر بالنقاط ) ( ) ( )4, 3 , 1, 3 , 4,2- -  

ومن جدول اطراد التابع نجد أن منحني التابع يمر 
)بالنقاط  ) ( ) ( )2,4 , 0,1 , 2, 4-  

  ومن جدول اطراد التابع نجد أن
  التابع متزايد تماماً على المجال, 2ù é-¥ -û ë  
 2,0لى المجال التابع متناقص تماماً عù é-û ë  
  0,2التابع متزايد تماماً على المجالù éû ë  
  2التابع متناقص تماماً على المجال,ù é+¥û ë  

2xلدينا عندما  ، ومن الفرض فإن منحني التابع  <
  يقع فوق محور الفواصل

(3.6)، ونعطي أنّ معرّفاً على  fيمثِّل تابعاً  الخط البياني    0f =.  
  راداطِّ اكتب جدول f. 

 الحل

 الحل

1

1-

X

Y

O 1





 

58 

  المترجحتينحلَّ بيانيّاً كلاً من( ) 0f x )و < ) 0f x )، واستنتج إشارة > )f x  ِبعاً لقيم تx. 

  ُالمتراجحةلَّ بيانيّاً ح ( ) 2f x ³.  

  
                 ( )

1 3

2 1

x

f x

-¥ - +¥

-  
  

 4,1ندما  نلاحظ من الخط البياني أن منحني التابع يكون فوق محور الفواصل عx ù éÎ -û ë  و
3.6,x ù éÎ +¥û ë .أنّ  أي ( ) 0f x 4,1 طالما < 3.6,x ù é ù éÎ - +¥û ë û ë   

,نلاحظ من الخط البياني أن منحني التابع يكون تحت محور الفواصل عندما   4x ù éÎ -¥ -û ë  و
1,3.6x ù éÎ û ë  

) أي ) 0f x ,عندما  > 4 1, 3.6x ù é ù éÎ -¥ -û ë û ë  
,عندما  ةتكون سالب fومنه إشارة التابع  4 1, 3.6x ù é ù éÎ -¥ -û ë û ë  و موجبة عندما

4,1 3.6,x ù é ù éÎ - +¥û ë û ë  
  من ملاحظة الخط البياني نجد أن( ) 2f x x,3.6عندما ³ ù éÎ +¥û ë  

:2التاّبع  راداطّ ادرس    3f x x -  0على المجال,I é é= +¥ë ë.  

    
0عددين يُحقِّقان  vو uليكن  u v£ )، والمطلوب هو المقارنة بين > )f u و( )f v . ولكن لدينا

( ) ( ) ( )( )2 23 3f u f v u v u v u v- = - - + = - +   
  :وهنا نلاحظ ما يلي

uنستنتج مباشرة، استناداً إلى الفرْض  v<،  ّ0أنu v- <. 
0لأنّ  u£ 0و v<  ّ0استنتجنا أنu v+ >. 

)إذن بناءً على قاعدة الإشارات نجد  ) ( ) 0f u f v- é,0متزايدٌ تماماً على المجال  fأي أنّ  > é+¥ë ë.  

:2التاّبع  راداطّ ادرس    3f x x -  على المجال, 0I ù ù= -¥ú úû û.  

  
0uعددين يُحقِّقان  vو uليكن  v< )والمطلوب هو المقارنة بين  ،£ )f u و( )f v  .  

)لكن لدينا  ) ( ) ( )( )2 23 3f u f v u v u v u v- = - - + = - +   
  :وهنا نلاحظ ما يلي

uنستنتج مباشرة، استناداً إلى الفرْض  v<،  ّ0أنu v- <. 
0uلأنّ  0vو > 0uاستنتجنا أنّ  £ v+ <. 

 الحل

 الحل

 الحل
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) إذن بناءً على قاعدة الإشارات نجد  ) ( ) 0f u f v- متناقص تماماً على المجال  fأي أنّ  <
, 0ù ù-¥û û.  

)بالعلاقة  المعرّف على  التاّبع  fليكن   ) 2 6
3

x
f x x= + -.  

  اكتب( )f x  القيمة المطلقة استعمالبدون. 

  ّاستنتج أنf  متناقص تماماً على, 3ù ù-¥û û،  3وأنّه متزايد تماماً على,é é+¥ë ë. 

  3أثبت أنّه إذا كانx )كان  £ ) 1f x ³. 

 3بت كذلك أنّه إذا كان أثx )كان  ³ ) 1f x ³. 

  حلّ المعادلة( ) 1f x  .على fواستنتج أصغر قيمة للتابع . =

  لماذا لا تقبل المعادلة( ) 0f x   ؟ حلولاً  =

  
  ّ2كان  الم 6 0x - 3xأي  ³ )كان  ³ ) 2 6

3

x
f x x= + ) أي ، - ) 7

6
3

x
f x = -  

2ن كا المّ و    6 0x - 3xأي  £ كان £
 

( ) 2 6
3

x
f x x= - أي ، +

 
( ) 5

6
3

x
f x = - +  

  على الشكل fويمكن كتابة التابع 
( )

( )

7
6 ; 3

3
5

6 ; 3
3

x
f x x

x
f x x

ìïï = - ³ïïíïï = - + £ïïî

  

  من الواضح أن التابعf   على المجال, 3ù ù-¥û û  هو تابع أفّيني  من الشكل( )f x a x b= ا ولمّ  +
0aكان  ,كان التابع متناقص تماماً على المجال   > 3ù ù-¥û û  

é,3على المجال   fمن الواضح أن التابع  é+¥ë ë  هو تابع أفّيني  من الشكل( )f x a x b= ا ولمّ  +
0aكان  é,3كان التابع متناقص تماماً على المجال   < é+¥ë ë  

3xا كان لمّ  5كان  £ 15x- ³ 5 أنّ  أي ، -
5

3

x
- ³ 5ومنه  -

6 1
3

x
- + )أي   ، ³ ) 1f x ³.  

 3xا كان لمّ   5كان  £ 15x  أي ،  £
5

5
3

x
- ³ 5ومنه  -

6 1
3

x
- + )أي   ³ ) 1f x ³.  

  ّ3ا كان لمx 7كان  ³ 21x  أي،   ³
7

7
3

x
7ومنه  ³

6 1
3

x
- )أي   ³ ) 1f x ³.  

 ّ3ا كان لمx 7كان  ³
6 1

3

x
- 7ومنه  =

7
3

x
7أي  ،  = 21x 3xومنه  = =.  

3xا كان لمّ  5كان  £
6 1

3

x
- + 5ومنه  =

5
3

x
- = 5أي  ،  - 15x- = 3xومنه  - =.  

)حل المعادلة  أي أنّ  ) 1f x 3xهو  = =.  

 الحل
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)ا كان لمّ  ) 1 ;f x x³ " Î   3ما يبلغها عند 1كانت أصغر قيمة للتابع هيx   
 0ا كان لمّ  ا سبق وممّ   )استنتجنا أن المعادلة  >1 ) 0f x   .لا تقبل أي حل =

ù,3المعرّف على المجال  التّابع  fليكن   é+¥û ë  4بالعلاقة
( ) 8

3
f x x

x
= - +

-
 أثبت أنّ . 

ù,3على  fهي أصغر قيمة للتابع  -1 القيمة é+¥û ë.  

  
) لنحسب الفرق )( ) 1f x - ù,3أنه مقدار موجب على المجال  ونثبت ،درس إشارتهون - é+¥û ë  وهذا

)يكافئ أنَّ  ) 1f x ³  .على المجال السابق -

( ) ( ) 4
( ) 1 1 7

3
f x f x x

x
- - = + = + +

-
  

  وبتوحيد المقامات نجد 

( ) ( )( )

( )

2

2
2

3 7 4 10 21 4
1

3 3
510 25

3 3

x x x x
f x

x x
xx x

x x

- - + - + +
+ = =

- -
-- +

= =
- -

  

3x كانولما  )وكان  < )25 0x - )وجدنا أن  ³ ) 1 0f x + )أي  ³ ) 1f x ³ ونلاحظ  -
)أن )5 1f = ù,3هي أصغر قيمة للتابع على المجال  -1ومنه  - é+¥û ë  5 ويبلغها عندx = .  

  

 الحل
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  المتراجحات المعادلات و

ّ من الدّ    انيةرجة الث

  
  معادلة من الدرجة الثا�ية حلُّ  

  و إشارته الثا�ية  تحليل  ثلاثي الحدود من الدرجة  

  العلاقة بين أمثال وجذور  ثلاثي حدود من الدرجة الثا�ية  

  تطبيقات و�شاطات 
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   تَدرَّبْ  

 ة ثلاثيات الحدود من الدرجة الثانية الآتيةبالصيغة القانونيَّ  اكتب:   

  
 

 

 

2 2

2 2

2 2

6

5 6

4 1

3 1

2 1

4

x x x x

x x x x

x xx x+ - +

+ - +

- + + - +

-- -

  

  

( )

2 2 2 2

2

2

2

4 1 4 2 2 1

4 4 4 1

4 4 3

2 3

x x x x

x x

x x

x

- + = - + - +

= - + - +

= - + -

= - -



  

( )

 2 2 2 2

2

2

6 6 3 3

6 9 9

3 9

x x x x

x x

x

+ = + + -

= + + -

= + -

  


2 2

2 2

2 2

2

1 1
1 1

2 2
1 1 1 3

1
4 4 4 4

1 3

2 4

x x x x

x x x x

x

æ ö æ ö÷ ÷ç ç- + = - + - +÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

= - + - + = - + +

æ ö÷ç= - +÷ç ÷÷çè ø

  

2 2

2

2

2

2

2

1 4
3 4 3

3 3
1 1 1 4

3
3 36 36 3
1 1 1 48

3
3 36 36 36
1 1 49

3
3 36 36
1 1 49

3
3 36 12

1 49
3

6 12

x x x x

x x

x x

x x

x x

x

æ ö÷ç- + + = - - - ÷ç ÷÷çè ø
æ ö÷ç= - - + - - ÷ç ÷÷çè ø
æ ö÷ç= - - + - - ÷ç ÷÷çè ø
æ ö÷ç= - - + - ÷ç ÷÷çè ø
æ ö÷ç= - - + +÷ç ÷÷çè ø
æ ö÷ç= - - +÷ç ÷÷çè ø



  

( )
( )

 2 2

2

2 1 2 1

1

x x x x

x

- + - = - - +

= - -
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( ) 2 2

2 2
2

2

2

2

5 6 5 6

5 5
5 6

2 2

25 25 24
5

4 4 4
25 1

5
4 4

5 1

2 4

x x x x

x x

x x

x x

x

- + - = - - +
æ öæ ö æ ö ÷ç ÷ ÷ ÷ç çç= - - + - +÷ ÷ ÷ç çç ÷ ÷ ÷÷ ÷ç çç ÷è ø è ø ÷çè ø
æ ö÷ç= - - + - + ÷ç ÷÷çè ø
æ ö÷ç= - - + - ÷ç ÷÷çè ø
æ ö÷ç= - - +÷ç ÷÷çè ø

    2عيّن أصغر قيم التابع 4 8xx x + + .  

  
( )22 24 8 4 4 4 8 2 4x x x x x+ + = + + - + = + +  

)كان  لمَّاو  )22 0x + )كان  ³ )22 4 4x + +     نتجنا أن أصغر قيم التابع هيومنه است ³
  2عيّن أكبر قيم التابع 2 1xx x +- + .  

  
  

( )
( )
( )
( )

2 2

2

2

2

2 1 2 1

2 1 1 1

2 1 2

1 2

x x x x

x x

x x

x

- + + = - - -

= - - + - -

= - - + +

= - - +

  

)كان  لمَّاو  )21 0x- - )كان  £ )21 2 2x- - + £ بر  قيم التابع ومنه استنتجنا أن أك +
  .2هي 

   فَكِّرْ   

0Dفي حالة  2xو 1xعلى ماذا تحصل إذا طبّقتَ العلاقتين اللتين تحسبان  ى سمَّ ذا يُ الم؟ أَترى  =
 العددُ 

2

b

a
0D جذراً مُضاعفاً في حالة -   ؟=

  
0Dفي حالة    ، تُعطي العلاقات =

1
0

2 2 2

b b b
x

a a a

- - D - - -
= = 2و  =

0

2 2 2

b b b
x

a a a

- + D - + -
= =   أي =

 الحل

 الحل

 الحل
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 1 2 2

b
x x

a
= = لة جذرين متساويين، أو إنّ لها جذراً وهذا ما يجعلنا نقول إن للمعاد. -

  .مضاعفاً 

 
   تَدرَّبْ  

    َّمميِّزال استعمالالمعادلات الآتية دون  حل:  

   

 

2 2

2 2

9 0 5 0

1 (3 1) 0 4 0

x x x

x x

- = - =

- - = + =
  

  
  2تكتب المعادلة 5 0x x- )بالشكل   = )5 0x x - 0xو منه إما  = 5xأو   = = 

}فمجموعة حلول المعادلة هي  }0,5S =  
 2 تكتب المعادلة 9 0x - )بالشكل   = )( )3 3 0x x- + 3xو منه إما  = = أو   -
3x = }فمجموعة حلول المعادلة هي  + }3, 3S = - +  
 2 4 0x + 2كان  لمَّا:  = 0x 2كان  ³ 4 4 0x + ³ ليس  أنَّهومنه استنتجنا  <

Sللمعادلة حلول أي  f=  
 تكتب المعادلة ( )21 3 1 0x- - )بالشكل   = ) ( )1 3 1 1 3 1 0x xé ù é ù- - + - =ë û ë û  أي

( )( )1 3 1 1 3 1 0x x- + + - ) أي = )3 2 3 0x x- 0xومنه إما  = 2أو   =

3
x = 

2فمجموعة حلول المعادلة هي 
0,

3
S

ì üï ïï ï= í ýï ïï ïî þ
  

    َّالمعادلات الآتية حل:  

  

 

 

 

 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 1 0 6 0

3 12 12 0 5 6 0

1.1 0.1 0 20 0

(2 3) 1 3 0 3 2 4 0

x x x x

x x u u

x x m m

x x x x

- + - = + - =

- + = + - =

+ + = - + - =

- + + + = - + =

  

  
 2 6 0x x+ - 1هنا :  = , 1 , 6a b c= = = -   
)ثلاثي الحدود نجد مميِّز نحسب   ) ( )( )2

1 4 1 6 25D = - - 0Dكان  لمَّاو  = >  
  :لهذه المعادلة جذرين مختلفين همااستنتجنا أن 

1
1 5 6

3
2 2 2

b
x

a

- - D - - -
= = = = 2و  -

1 5 4
2

2 2 2

b
x

a

- + D - +
= = = =  

}ي مجموعة حلول المعادلة أ }3,2S = -.  

 الحل

 الحل
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 2 2 1 0x x- + - 1هنا : = , 2 , 1a b c= - = = -   
)ثلاثي الحدود نجد مميِّز نحسب   ) ( )( )2

2 4 1 1 4 4 0D = - - - = - =   
0Dكان  لمَّاو  2 :المعادلة جذر مضاعف هو استنتجنا أن لهذه =

1
2 2

b
x

a

- -
= = =

-
   

}أي مجموعة حلول المعادلة  }1S =.  
 2 5 6 0u u+ - 1هنا : = , 5 , 6a b c= = = -   
)ثلاثي الحدود نجد مميِّزنحسب   ) ( )( )2

5 4 1 6 25 24 1D = - - = - 0Dكان  المَّ و  = >  
  :لهذه المعادلة جذرين مختلفين همااستنتجنا أن 

1
5 1 6

3
2 2 2

b
u

a

- - D - - -
= = = = 2و  -

5 1 4
2

2 2 2

b
u

a

- + D - + -
= = = = -  

}أي مجموعة حلول المعادلة  }3, 2S = - -.  
 23 12 12 0x x- + )بة المعادلة بالشكل  يمكن كتا = )23 4 4 0x x- + والتي يمكن  =

)كتابتها بالشكل  )23 2 0x - 2xومنه  = أي مجموعة حلول المعادلة  جذر مضاعف =
{ }2S =  
 2 20 0m m- + - 1ا هن: = , 1 , 20a b c= - = = -   
)ثلاثي الحدود نجد مميِّز نحسب   ) ( )( )2

1 4 1 20 1 80 79D = - - - = - = كان  لمَّاو  -
0D <  

Sحلول أي لهذه المعادلة  ليس أنَّهاستنتجنا  f=  
 2 1.1 0.1 0x x+ + 1ا هن: = , 1.1 , 0.1a b c= = =   
) ثلاثي الحدود نجد مميِّز نحسب   ) ( )( )2

1.1 4 1 0.1 1.21 0.4 0.81D = - = - =   
0Dكان  لمَّاو    :لهذه المعادلة جذرين مختلفين هما استنتجنا أنَّ  <

1
1.1 0.9 2

1
2 2 2

b
x

a

- - D - - -
= = = = و  -

2
1.1 0.9 0.2

0.1
2 2 2

b
x

a

- + D - + -
= = = = -  

}لة أي مجموعة حلول المعاد }1, 0.1S = - -  
 2 3 2 4 0x x- + 1هنا : = , 3 2 , 4a b c= = - =   

)ثلاثي الحدود نجد مميِّز نحسب   ) ( )( )
2

3 2 4 1 4 18 16 2D = - = - كان  لمَّاو  =
0D   :لفين همالهذه المعادلة جذرين مخت استنتجنا أنَّ   <

1
3 2 2

2
2 2

b
x

a

- - D -
= = 2و  =

3 2 2
2 2

2 2

b
x

a

- + D +
= = =  
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}أي مجموعة حلول المعادلة  }2,2 2S =  
 ( )2 2 3 1 3 0x x- + + + )هنا : = )1 , 2 3 , 1 3a b c= = - + = +   
 ثلاثي الحدود نجد مميِّز نحسب  

( ) ( )( )2
2 3 4 1 1 3 4 4 3 3 4 4 3 3D = + - + = + + - - =   

0Dكان  لمَّاو    :استنتجنا أن لهذه المعادلة جذرين مختلفين هما <

1
2 3 3 2

1
2 2 2

b
x

a

- - D + -
= = = و  =

2
2 3 3 2 2 3

1 3
2 2 2

b
x

a

- + D + + +
= = = = +  

}أي مجموعة حلول المعادلة  }2,1 3S = +  
    َّت الآتيةالمعادلا أيضاً  حل:  

  
 

 

 

2 2

2 2

2 2 3 2

2 3 2 0 3 4 7 12 0

(2 1) 4 0 2 2 0

(2 ) 0 8 12 0

t t x x

x x x

t t x x x

- + = - - =

- - = - - =

- - = - + =

  

  
 23 4 7 12 0x x- - 3هنا : = , 4 7 , 12a b c= = = -   

)ثلاثي الحدود نجد مميِّز نحسب   ) ( )( )
2

4 7 4 3 12 112 144 256D = - - = +  لمَّاو  =
0Dكان    :ستنتجنا أن لهذه المعادلة جذرين مختلفين هماا <

1
4 7 16

2 7 8
2 2

b
x

a

- - D -
= = = و  -

2
4 7 16

2 7 8
2 2

b
x

a

- + D +
= = = +  

}أي مجموعة حلول المعادلة  }2 7 8,2 7 8S = - +  
 22 3 2 0t t- + 2هنا : = , 3 , 2a b c= = - =   
)ثلاثي الحدود نجد  مميِّزنحسب   ) ( )( )2

3 4 2 2 9 8 1D = - - = - كان  لمَّاو  =
0D   :استنتجنا أن لهذه المعادلة جذرين مختلفين هما <

1
3 1 2 2

2 22 2 2 2

b
t

a

- - D -
= = = 2و  =

3 1 4
2

2 2 2 2 2

b
t

a

- + D +
= = = =  

2أي مجموعة حلول المعادلة
2,

2
S

ì üï ïï ï= í ýï ïï ïî þ
  

  22يمكن كتابة المعادلة 2 0x x- - 2بالشكل   = 2 2 0x x- + - =  

 الحل
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1هنا  , 2 , 2a b c= - = = -   
)ثلاثي الحدود نجد مميِّز نحسب   ) ( )( )2

2 4 1 2 4 8 4D = - - - = - = كان  لمَّاو  -
0D   حلولة لهذه المعادل ليس أنَّهاستنتجنا  >

Sأي مجموعة حلول المعادلة  f=  
 ( )22 1 4 0x - - إذا لاحظنا أن الطرف الأيسر من المعادلة فرق مربَّعين و يساوي : =

)كتابة المعادلة بالشكل  نايمكنمجموع العددين بفرقهما  ) ( )2 1 2 2 1 2 0x xé ù é ù- - - + =ë û ë û ، 
)بإصلاح كل مقدار بين قوسين مستطيلين نجد أنَّ  )( )2 3 2 1 0x x- + =  

1ومنه إما 

2
x = 3أو  -

2
x 1أي مجموعة حلول المعادلة  = 3

,
2 2

S
ì üï ïï ï= -í ýï ïï ïî þ

.  

 3 28 12 0x x x- + يمكن كتابة المعادلة بالشكل العامل المشترك خارج قوسين  بأخذ:  =
( )2 8 12 0x x x- +  وبتحليل المقدار من الدرجة الثانية إلى جداء ضرب قوسين نجد =
( )( )2 6 0x x x- - =   

0xومنه إما  2xأو  = 6xأو  = }أي مجموعة حلول المعادلة  = }0,2,6S =.  
 ( )222 0t t- - فإنَّ  ،العدد الذي مربَّعه صفر يساوي الصفر :باستعمال الحقيقة الآتية: =

2هذه المعادلة تكافئ المعادلة  2 0t t- - + 1هنا و  = , 1 , 2a b c= - = - =   
)ثلاثي الحدود نجد مميِّز نحسب   ) ( )( )2

1 4 1 2 1 8 9D = - - - = + 0Dكان  لمَّاو  = >  
  :استنتجنا أن لهذه المعادلة جذرين مختلفين هما

1
1 3 2

1
2 2 2

b
t

a

- - D - -
= = = =

- -
2و  

1 3 4
2

2 2 2

b
t

a

- + D +
= = = = -

- -
  

}أي مجموعة حلول المعادلة }2,1S = -.  
   ِّقيمة الوسيط الحقيقي  نْ عيm 2 :التي يكون عندها للمعادلة 4 1 0x x m- + -  جذرٌ  =

  .هذا الجذر عندئذٍ  احسبو ؟  مضاعفٌ 

2ل ثلاثي الحدود لنحوِّ   4 1 0x x m- + -   ةيغة القانونيَّ إلى الصِّ  =
2المعادلة  4 1 0x x m- + - 2يمكن كتابتها بالشكل  = 4 4 4 1 0x x m- + - + - =  

)أي  )22 5 0x m- + - =.  
5عندما  مضاعفٌ  يكون للمعادلة جذرٌ  0m - 5mأي عندما  =   .2دها الجذر يساوي عن =

aهنا لدينا  :حلٌ آخر b c m1 , 4 , 1= = - = -   
   ثلاثي الحدود نجد مميِّز نحسب 

 الحل
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( ) ( )( )m m m24 4 1 1 16 4 4 20 4D = - - - = - + = للمعادلة جذرٌ  كان لمَّاو  -
0D. معدوماً  مميِّز مضاعفٌ كان ال m20وهذا يكافئ  = 4 0- mومنه  = و   =5

xالمعادلة   x2 4 4 0- + xعندها الجذر يساوي   =
( 4)

2
2

--
= = .  

 
   تَدرَّبْ  

 لىرجة الأو جداء ضرب عوامل من الدَّ  إلىات الحدود الآتية كلاًّ من ثلاثيَّ  حلّل:  
 

 

2 2

2 2

( ) 2 5 2 ( ) 7 10

1 1
( ) 1 ( ) 3 4 4

2 2

f x x x f x x x

f x x x f x x x

= - + = - +

= - - + = - + +
  

  
 ( ) 2 7 10f x x x= - 1هنا : + , 7 , 10a b c= = - =   
)ثلاثي الحدود نجد مميِّز نحسب   ) ( )( )2

7 4 1 10 49 40 9D = - - = - كان  لمَّاو  =
0D   :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدودأن  استنتجنا <

1
7 3 4

2
2 2 2

b
x

a

- - D -
= = = 2و  =

7 3 10
5

2 2 2

b
x

a

- - D +
= = = =  

)ومنه يمكن كتابة ثلاثي الحدود بالشكل  ) ( )( )2 5f x x x= - -.  
 ( ) 22 5 2f x x x= - 2هنا : + , 5 , 2a b c= = - =   
)ثلاثي الحدود نجد مميِّز نحسب   ) ( )( )2

5 4 2 2 25 16 9D = - = - 0Dكان  لمَّاو  = >  
  :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
5 3 2

1
2 2 2

b
x

a

- - D -
= = = 2و  =

5 3 8
4

2 2 2

b
x

a

- - D +
= = = =  

)ومنه يمكن كتابة ثلاثي الحدود بالشكل  ) ( )( )1 4f x x x= - -.  
 ( ) 23 4 4f x x x= - + 3هنا : + , 4 , 4a b c= - = =   
)ثلاثي الحدود نجد مميِّز نحسب   ) ( )( )2

4 4 3 4 16 48 64D = - - = + كان  لمَّاو  =
0D   :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن  <

1
4 8 12

6
2 6 2

b
x

a

- - D - - -
= = = =

- -
2و  

4 8 4 2

2 6 6 3

b
x

a

- - D - +
= = = = -

- -
  

)ومنه يمكن كتابة ثلاثي الحدود بالشكل  ) ( )2
3 6

3
f x x x

æ ö÷ç= - + -÷ç ÷÷çè ø
.  

 ( ) 21 1
1

2 2
f x x x= - - 1هنا : + 1

, , 1
2 2

a b c= - = - =   

 الحل
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)ثلاثي الحدود نجد مميِّز نحسب   )
2

1 1 1 9
4 1 2

2 2 4 4

æ ö æ ö÷ ÷ç çD = - - - = + =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
كان  لمَّاو  

0D   :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدود استنتجنا أنَّ  <

1

1 3 2

2 2 2 1
2 1 1

b
x

a

- -- - D
= = = =

- -
2و  

1 3 4

2 2 2 2
2 1 1

b
x

a

+- + D
= = = = -

- -
  

)ومنه يمكن كتابة ثلاثي الحدود بالشكل  ) ( )( )1
2 1

2
f x x x= - + -.  

  يم ، ادرس تِبعاً لقيأتيفيماx  ُعطىإشارة ثلاثي الحدود الم:  
 

 

2 2

2 2

( ) 2 3 ( ) 2

( ) 6 5 ( ) 4 4

f x x x f x x x

f x x x f x x x

= - + - = + -

= - + - = - +
 

  
 ( ) 2 2f x x x= + ,1هنا : - 1 , 2a b c= = = -   

)ثلاثي الحدود نجد مميِّز نحسب  ) ( )( )2
1 4 1 2 1 8 9D = - - = + 0Dكان  لمَّاو  = >  

  :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
1 3 4

2
2 2 2

b
x

a

- - D - - -
= = = = 2و  -

1 3 2
1

2 2 2

b
x

a

- + D - +
= = = =  

0aكان  لمَّاو  )استنتجنا أن  < ) 0f x ,عندما  < 2 1,x ù é ù éÎ -¥ - +¥û ë û ë  و( ) 0f x £ 
2,1xعندما  é ùÎ -ë û.  
 ( ) 2 2 3f x x x= - + ,1هنا : - 2 , 3a b c= - = = -   

)ثلاثي الحدود نجد مميِّز نحسب  ) ( )( )2
2 4 1 3 4 12 8D = - - - = - = كان  لمَّاو  -

0D   . جذور ليس لثلاثي الحدوداستنتجنا أن  >
0aكان  لمَّاو  )استنتجنا أن  > ) 0f x   .xأياً كان العدد الحقيقي  >
  ثلاثي الحدود  يمكن كتابة( ) 2 4 4f x x x= - )بالشكل + ) ( )22f x x= ومنه  -

( ) 0f x   .xأياً كان العدد الحقيقي  ³
 ( ) 2 6 5f x x x= - + ,1هنا : - 6 , 5a b c= - = = ثلاثي الحدود  مميِّز نحسب .  -
)نجد ) ( )( )2

6 4 1 5 36 20 16D = - - - = - 0Dكان  لمَّاو  = >  
  :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
6 4 10

5
2 2 2

b
x

a

- - D - - -
= = = =

- -
2و  

6 4 2
1

2 2 2

b
x

a

- + D - + -
= = = =

- -
  

0aكان  لمَّاو  )استنتجنا أن  > ) 0f x 1,5xعندما  < é ùÎ ë û  و( ) 0f x عندما  £
,1 5,x ù é ù éÎ -¥ +¥û ë û ë.  
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  َّمن المتراجحات الآتية كلاً  حل:  
 

 

 

2 2

2

2 2

20 0 3 2 0

4 0 ( 2) 0

2 24 72 0 9 0

x x x x

x x x

x x x

+ - £ - + >

+ ³ - <

- + < - - ³

  

  
 2 3 2 0x x- + ,1هنا : < 3 , 2a b c= = - =   

)ثلاثي الحدود نجد مميِّز نحسب  ) ( )( )2
3 4 1 2 9 8 1D = - - = - 0Dكان  لمَّاو  = >  

  :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدود استنتجنا أنَّ 

1
3 1 2

1
2 2 2

b
x

a

- - D -
= = = 2و  =

3 1 4
2

2 2 2

b
x

a

- + D +
= = = =  

0aكان  لمَّاو  2 استنتجنا أنَّ  < 3 2 0x x- + 1,عندما  < 2,x ù é ù éÎ -¥ +¥û ë û ë.  
 2 20 0x x+ - ,1هنا : £ 1 , 20a b c= = = -   

)ثلاثي الحدود نجد مميِّزنحسب  ) ( )( )2
1 4 1 20 1 80 81D = - - = + 0Dكان  لمَّاو  = >  

  :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
1 9 10

5
2 2 2

b
x

a

- - D - - -
= = = = 2و  -

1 9 8
4

2 2 2

b
x

a

- + D - +
= = = =  

0aكان  لمَّاو  2 استنتجنا أنَّ  < 20 0x x+ - 5,4xعندما  £ é ùÎ -ë û.  
 ( )2 0x x -   :هما انمختلف انجذر  لثلاثي الحدود من الواضح أنَّ : >

1 0x 2و  = 2x 0aكان  لمَّاو  = )استنتجنا أن  < )2 0x x - 0,2xعندما  > ù éÎ û ë.  
 2 4 0x + 2كان  لمَّا: ³ 4 4x + . xكانت المتراجحة محققة أياً كان العدد الحقيقي  ³

  .وبالتالي مجموعة حلول المتراجحة هي 
2نا كتابة المتراجحة يمكن 9 0x- - )بالشكل  ³ )2 9 0x- + ³   
2كان  لمَّاو  9 9x + )كانت المتراجحة  ³ )2 9 0x- + غير محققة أياً كان العدد الحقيقي  ³
x.ة هي وبالتالي مجموعة حلول المتراجحf.  
  22المتراجحة 24 72 0x x- + 2تكافئ المتراجحة  > 12 36 0x x- + <  

)والتي يمكن كتابتها بالشكل  )26 0x - <  
0aكان  لمَّاو  )استنتجنا أن  < )26 0x - وبالتالي .xغير محققة أياً كان العدد الحقيقي  >

  .fمجموعة حلول المتراجحة هي 
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   فَكِّرْ   

2تأمّل المعادلة  0ax bx c+ + = )0a 2ها مميِّز فترض أنّ او ، )¹ 4ab cD =  موجبٌ  -
احسب باستعمال هذه الصيغ المقدارين . 2xو 1xمن جذريها  لقد وجدتَ سابقاً صيغة كلٍ  .تماماً 

1 2x x+ 1و 2x x  ُابقةسَّ برهنة الواستنتج برهاناً آخر للم.  

  
ا 1كان  لمَّ 2,

2 2

b b
x x

a a

- - D - + D
=   كان =

1 2
2

2 2 2

b b b b
x x

a a a a

- - D - + D -
+ = + = = -  

  أيضاً 
( ) ( )22

2

1 2 2 2

2 2

2 2

2 2 4 4

4 4

4 4

bb b b
x x

a a a a

b b ac ac c

aa a

æ ö æ ö - - D- - D - + D -D÷ ÷ç ç÷ ÷⋅ = ⋅ = =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
- +

= = =

  

   فَكِّرْ   

0Dفي حالة  1، تُعطي العلاقات  = 2 2

b
x x

a
= = للمعادلة  إنَّ وهذا ما يجعلنا نقول . -

صيغة مجموع الجذرين وصيغة جداء  تبقىهل . جذرين متساويين، أو إنّ لها جذراً مضاعفاً 
 ؟ ضربهما المبيَّنتان سابقاً صحيحتين عند تساوي الجذرين

  وذلك لأنَّ  ، نعم تبقى صحيحة  

1 2
2

2 2 2

b b b b
x x

a a a a

- - -
+ = + = = -  
b b b ac ac c

x x
a a aa a a

2

1 2 2 2 2

4 0 4
2 2 4 4 4

- - D + +
⋅ = ⋅ = = = =

  

 
   تَدرَّبْ  

 2هو حلٌّ للمعادلة  2أنَّ  توثَّق 5 6 0x x- + ما مجموع جذري هذه المعادلة ؟ وما جداء . =
  .ضربهما؟ استنتج الحل الآخر

  
2في المعادلة  2 ضنعوّ  5 6 0x x- + 22 نحصل على العبارة  = 5 2 6 0- ⋅ + عبارة ا أنَّهنجد  =

  .هو حل للمعادلة 2بالتالي  . صحيحة

 الحل

 حلال
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b لأنَّ   5جذري المعادلة يساوي  مجموع
x x

a1 2
5
1

-
+ =   لأنَّ   .6جداء ضربهما يساوي ، و و  =

c
x x

a1 2
6
1

= =  
ا نَّ لأ.3كان الحل الآخر للمعادلة هو  5يساوي  الحلينو مجموع  2كان الحل الأول للمعادلة هو  لمَّ

x x1 2 5+ x22إذن  ، x1وليكن  2 ونعلم أنَّ أحد الجذرين يساوي = 5+ x2ومنه  = 3=  
 2حلٌّ للمعادلة  هو -1أنَّ  توثَّق 3 2 0x x+ + ما مجموع جذري هذه المعادلة؟  وما جداء . =

  .ضربهما؟ استنتج الحل الآخر

  
2في المعادلة  -1 نعوض 3 2 0x x+ + )أي  = ) ( )2

1 3 1 2 0- + ⋅ - + ا محققة أنَّهنجد  =
  .هو حل للمعادلة -1بالتالي 
  .2، و جداء ضربهما يساوي -3المعادلة يساوي  جذريمجموع 

ا الآخر للمعادلة هو الجذر كان  -3يساوي  الجذرينو مجموع  -1الأول للمعادلة هو  الجذركان  لمَّ
2-.  
  لتكن( )E  22المعادلة 0x x m+ - =.  

    كيف نختار العدد الحقيقيm  1يكون العدد كيx = )لمعادلة جذراً ل - )E  ؟  
   استنتج الجذر الآخر. 

  
ا 22  للمعادلة جذراً  -1كان  لمَّ 0x x m+ -  mقيمة  علىفي المعادلة  -1 ن تعويضحصلنا م =

2أي  1 0m- - 1mومنه  = =.  
22نا أنَّ جدو   mفي المعادلة قيمة  ناضعوَّ إذا  1 0x x+ - المعادلة  ان مجموع جذريك لمَّاو . =

1يساوي 

2
1 مساوياً كان الجذر الآخر  -1هذين الجذرين وكان أحد  -

2
.  

  ٍّج الجذر الآخر دون حساب ، واستنت ، أوجد أحد الجذرين ذهنياً  من المعادلات الآتية في حالة كل
  :مميِّزال

 

 

 

2 2

2 2

2 2

3 2 5 0 7 6 0

5 4 0 3 10 0

2 5 15 0 2 4 0

x x x x

x x x x

x x x x

- + + = - + =

+ + = + - =

+ - = - - =

  

  
  هو جذر للمعادلة 1نلاحظ أن مجموع أمثال الحدود يساوي صفر ومنه.  
  .6كان الجذر الآخر يساوي  1المعادلة جذري وكان أحد  7المعادلة يساوي جذري  مجموعكان  لمَّاو 
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  نلاحظ أن مجموع أمثال الحدود ذات القوى الزوجية يساوي مجموع أمثال الحدود ذات القوى الفردية
2المعادلة يساوي  جذريكان مجموع  لمَّاو  .هو جذر للمعادلة -1إذن 

3
 -1المعادلة جذري وكان أحد  

5مساوياً كان الجذر الآخر 

3
.  

  االمعادلة و جذري أحد  2أن  الواضحمن وكان أحد جذور  -3مساوياً المعادلة جذري كان مجموع  لمَّ
  .-5مساوياً كان الجذر الآخر  2المعادلة 

  وكان أحد  -5مساوياً المعادلة جذري كان مجموع  لمَّاالمعادلة و جذري أحد  -1أن  الواضحمن
  .-4مساوياً كان الجذر الآخر  -1جذور المعادلة 

  وكان أحد  2مساوياً المعادلة جذري كان مجموع  لمَّاالمعادلة و جذري أحد  -2أن  الواضحمن
2مساوياً كان الجذر الآخر  -2جذور المعادلة  2.  

  االمعادلة و جذري أحد  5أن  الواضحمن 5مساوياً كان مجموع جذور المعادلة  لمَّ

2
وكان أحد  -

3 مساوياً كان الجذر الآخر  5المعادلة جذري  5

2
.  

  ِينالعددين الحقيقيَّ  دِ ج m  وn لتكون المعادلتان الآتيتان متكافئتين.   
2 0x mx m n- + - 23    و     = ( 6) 1 0x m x n- + + - =  

موع جذري المعادلة الأولى ومنه مج ،يكون لهما الجذور ذاتها ن عندما يتكون المعادلتان متكافئت  
6يساوي مجموع جذري المعادلة الثانية أي 

3

m
m

+
=   

أي  كذلك جداء ضرب جذري المعادلة الأولى يساوي جداء ضرب جذري المعادلة الثانيةو 
1

3

n
m n

-
= -   

6من المعادلة 

3

m
m

+
3mأنَّ نجد  = 1بالمعادلة  mنعوض قيمة  =

3

n
m n

-
= نجد  -

1 9 3n n- = 4nومنه  - =.  

 
  فَكِّرْ  
تريد شراء قطعة أرض يمكن أن تكون غنيّة بعروق . ك باحثٌ عن الذهبتخيّل أنّ  :الخيار الصعب

يعرضُ البائعُ عليك عدةَ قطع . 2pالذهب، شريطة أن تكون على هيئة مستطيل محيطه معطى ولنقل 
أبَيْنَ :الآتيتدرك على الفور أنّ من مصلحتك الإجابة عن السؤال . 2pأرضٍ متساوية السعر ومحيطها 

  ا أبعادها؟؟ م ةٌ مساحتُها أكبرُ ما يمكنجميع قطع الأرض المعروضة، قطع
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  نرمز بالرمزx عطى بالعلاقةأنَّ مساحتَه تُ  نْ يقَّ ت. إلى أحد بعدَي المستطيل: 
2( )S x x px= - +  

  ْاكتب ( )S x رغيِّ قيمة للمت عند أيّ . ةالقانونيّ  صيغةبال x  يكون( )S x احسبْ  ثمُّ  .أكبر ما يمكن 
  .المستطيل الموافق عديْ بُ 

  
 ا 2 مساوياً كان البعد الآخر  xكان أحد بعدي المستطيل يساوي  لمَّ 2

2

p x
p x

-
= -.  

)مساحة المستطيل تساوي  ومنه استنتجنا أنَّ  ) ( ) 2S x x p x x px= - = - +.  
  نكتب( )S x بالصورة القانونيَّة كما يلي  

( ) ( )
2 2

2 2 2

22 2 2
2

2 2

4 4 2 4

p p
S x x px x px x px

p p p p
x px x

æ öæ ö æ ö ÷ç ÷ ÷ ÷ç çç= - + = - - = - - + -÷ ÷ ÷ç çç ÷ ÷ ÷÷ ÷ç çç ÷è ø è ø ÷çè ø
æ ö æ ö÷ç ÷ç÷= - - + - = - - +÷ç ç÷ ÷ç ÷ç÷ç è øè ø

  

ا كان  لمَّ
2

0
2

p
x
æ ö÷ç- - £÷ç ÷÷çè ø

كان   
2 2 2

2 4 4

p p p
x
æ ö÷ç- - + £÷ç ÷÷çè ø

)أي   )
2

4

p
S x £.  

يمكن عندما  بالتالي تكون مساحة المستطيل أكبر ما
2

p
x p2وتبلغ المساحة القيمة   .=

4
  

 مساوياً وعندها يكون البعد الآخر 
2 2

p p
p x p- = - =.  

   متراجحاتٌ مضاعفة التربيع معادلاتٌ و :تَدرَّبْ  
  ؟ 6أَيوجد عددٌ حقيقي يكون مجموع مربعه ومقلوب مربعه مساوياً : لنتأمّل المسألة الآتية  

2 :المعادلة تؤول هذه المسألة إلى حلِّ 
2

1
6x

x
+ } في = }\ 0 المجموعة ، وهي تكافئُ في

)المعادلةَ  نفسها )E 4   :الآتية 2( ) 6 1 0E x x- + =  
)المعادلة  )E  مُ سوىمعادلة مضاعفة التربيع، تُسمَّى الرابعةالدرجة  منهي معادلة  ، إذ لا تضُّ
  .والحد الثابت 2xو 4xالحدين

  ُّالمعادلة حل ( )E  
  0إذا كان  أنَّهأثبتx  ًللمعادلة  حلا( )E 2، كان

0 0t x=  ًللمعادلة حلا ( )E  التالية ¢
2( ) 6 1 0E t t¢ - + =  

  0 إذا كان العدد الموجب أنَّهبالعكس، أثبتt  ًللمعادلة  حلا( )E 1، كان¢ 0x t= 
2و 0x t= )ن للمعادلة حلَّيْ  - )E. 
   أوجد إذن حلول المعادلة( )E. 
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  0إذا كانx  حلاً للمعادلة( )E،  تحققت المساواةx x4 2

0 06 1 0- + 2ولما كان  ،=
0 0t x=  وجدنا

tبالتعويض أنَّ  t2
0 06 1 0- + 2كان ومنه  =

0 0t x=  حلاً للمعادلة( )E ¢ .  
  0إذا كان العدد الموجبt  حلاً للمعادلة( )E tتحقَّقت المساواة ، ¢ t2

0 06 1 0- + فإذا كان  ، =

1 0x t=  َّوجدنا أنx t2
1 xوبالتعويض في المساواة السابقة وجدنا أنَّ  ، =0 x4 2

1 16 1 0- + = ، 

1وھذا معناه أنَّ  0x t=  جذرٌ للمعادلة( )E.  

2كذلك الأمر بالنسبة لـ  0x t= xمربَّعھا  ، - t2
2 وجدنا أنَّ  السابقةوبالتعويض في المساواة  ، =0

x x4 2
2 26 1 0- + xوھذا معناه أنَّ  ، = t2 )جذرٌ للمعادلة  =0 )E.  

   حلول المعادلة لإيجاد إذن( )E.  ًد حلول المعادلة نوج بداية( )E 2ها مميِّز  ، ¢ 4ab cD = - 
)ويساوي  ) ( )( )2 4 1 1 326D = - - 0Dكان  لمَّاو  = لهذه المعادلة جذرين مختلفين  استنتجنا أنَّ  <

b:هما
t

a1
6 4 2

3 2 2
2 2

- - D -
= = = b و -

t
a2

6 4 2
3 2 2

2 2
- + D +

= = = +  
)نكتب كلاً من جذري المعادلة  )E   :على صورة مربعٍ كاملٍ  ¢

( ) ( )2 2

1 23 2 2 1 2 2 2 1 2 , 3 2 2 1 2t t= - = - + = - = + = +  
xومن الدراسة السَّابقة نجد أنَّ   t1 1 2 1= = - ، x t2 1 1 2= - = - ، 

x t3 2 2 1= = + ، x t4 2 2 1= - = - )هي الجذور الأربعة للمعادلة - )E .  
  ُّمتراجحات مضاعفة التربيع معادلات و حل  
  :مضاعفة التربيع الآتيةالمن المعادلات أو المتراجحات  لَّ كلاً حُ 

4 2 4 2

4 2 4 2

4 2 4 2

3
2 1 0 12 0

2
3 4 0 2 1 0

10 9 0 5 6 0

x x x x

x x x x

x x x x

- + = - + =

- - ³ + + =

- + £ - + >

 

 

 

  

 
 2 نضعt x= 2 ومنه 12 0t t- + 1 هنا. = , 1 , 12a b c= = - =  

)ثلاثي الحدود نجد  مميِّزنحسب  ) ( )( )2
1 4 1 12 1 48 47D = - - = - = كان  لمَّاو  -

0D Sمجموعة حلول المعادلة أي،  أي حللهذه المعادلة  ليس أنَّهاستنتجنا > f=.  
  2نضعt x= 2 ومنه 3

2 1 0
2

t t- + نحصل على المعادلة  2وبضرب طرفي المعادلة بـ  =
24المكافئة  3 2 0t t- + 4هنا . = , 3 , 2a b c= = - =  
)ثلاثي الحدود نجد  مميِّزنحسب  ) ( )( )2

3 4 4 2 9 32 21D = - - = - = كان  لمَّاو  -
0D Sليس لهذه المعادلة أي حل ، أي مجموعة حلول المعادلة أنَّهاستنتجنا > f=.  
  2نضعt x=  2ومنه 2 1 0t t+ + )والتي يمكن كتابتها بالشكل   = )21 0t + = 

 الحل

 الحل
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1tومنه  = 2أي  - 1x = Sمجموعة حلول المعادلة وهذا مستحيل، أي ، أي - f=.  
  2نضعt x=  2ومنه 3 4 0t t- - 1هنا . ³ , 3 , 4a b c= = - = -  

)ثلاثي الحدود نجد مميِّز نحسب  ) ( )( )2
3 4 1 2 9 8 1D = - - = - 0Dكان  لمَّاو  = >  

  :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
3 5 8

4
2 2 2

b
t

a

- - D +
= = = 2و  =

3 5 2
1

2 2 2

b
t

a

- + D -
= = = - = -  

0aكان  لمَّاو  2استنتجنا أن  < 3 4 0t t- - ,عندما  ³ 1 4,t ù ù é éÎ -¥ - +¥û û ë ë.  
2نجد أن  xللمتحول  بالعودة 4,x é éÎ +¥ë ë   ،لا يمكن أن يكون سالب 2xحيث أن  

ا 2كان  لمَّ 4,x é éÎ +¥ë ë  كان, 2 2,x ù ù é éÎ -¥ - +¥û û ë ë.  
  2نضعt x=  2ومنه 5 6 0t t- + 1هنا . < , 5 , 6a b c= = - =  

)ثلاثي الحدود نجد مميِّز نحسب  ) ( )( )2
5 4 1 6 25 24 1D = - - = - 0Dكان  لمَّاو  = >  

  :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
5 1 6

3
2 2 2

b
t

a

- - D +
= = = 2و  =

5 1 4
2

2 2 2

b
t

a

- + D -
= = = =  

0aكان  لمَّاو  2استنتجنا أن  < 5 6 0t t- + 2,عندما  < 3,t ù é ù éÎ -¥ +¥û ë û ë.  
2نجد أن  xبالعودة للمتحول  0,2 3,x é é ù éÎ +¥ë ë û ë   ،لا يمكن أن يكون سالب 2xحيث أن   

ا 2كان  لمَّ 0,2x é éÎ ë ë  2كان, 2x ù éÎ -ú êû ë .  
2كان  المَّ  3,x ù éÎ +¥û ë  كان, 3 3,x ù é ù éÎ -¥ - +¥ú ê ú êû ë û ë.  

,ومنه مجموعة حلول المتراجحة هي  3 2, 2 3,x ù é ù é ù éÎ -¥ - - È +¥ú ê ú ê ú êû ë û ë û ë  
  2نضعt x=  2ومنه 10 9 0t t- + 1هنا  . £ , 10 , 9a b c= = - ثلاثي  مميِّزحسب ن  =

)الحدود نجد ) ( )( )2
10 4 1 9 100 36 64D = - - = - 0Dكان  لمَّاو  = >  

  :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
10 8 18

9
2 2 2

b
t

a

- - D +
= = = 2و  =

10 8 2
1

2 2 2

b
t

a

- + D -
= = = =  

0aكان  لمَّاو  2استنتجنا أن  < 10 9 0t t- + 1,9tعندما  £ é ùÎ ë û.  
2نجد أن  xبالعودة للمتحول  1,9x é ùÎ ë û ا .  2كان  لمَّ 1,9x é ùÎ ë û  3كان, 1 1,3x é ù é ùÎ - -ë û ë û .  
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  تمرينات ومسائل   
ــ  نــجد فــي     ــلــمجاوـرـ مــعادــلــته فــي مــعلمٍ  قــطعاً مــكافــئاً :  اــلــشكل ا

2yمــتجانــس هــي  x=  . ٍوـعـــلى مــستقيمd  2مــعادــلــتهy x= + .
  .dو ين الخطَّ  تقاطعِ  أوجد إحداثيات نقطتيْ 

  
  نحل المعادلتين حل مشترك أيلإيجاد إحداثيات نقطتي التقاطع 

2 2x x= 2أي  + 2 0x x- - هنا   .وهي معادلة من الدرجة الثانية =
1, 1 , 2a b c= = - = -   

)ثلاثي الحدود نجد يِّزممنحسب  ) ( )( )2
1 4 1 2 8 9 1D = - - - + = 0Dكان  لمَّاو  = >  

  :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدودأن  استنتجنا

1
1 3 2

1
2 2 2

b
x

a

- - D - -
= = = = 2و  -

1 3 4
2

2 2 2

b
x

a

- + D +
= = = =  

1لإيجاد تراتيب نقطتي التقاطع نعوض   1x = أي من المعادلتين ومن الأسهل هنا تعويضها في  -
2yبمعادلة المستقيم  x= 1ومنه نجد  + 1 2 1 2 1y x= + = - + 2، نعوض  = 2x في   =

2yمعادلة المستقيم  x= 2ومنه نجد  + 2 2 2 2 4y x= + = + =.  
)2ثلاثي حدود من الدرجة الثانية مّل نتأ   )x P x ax bx c= + + ،( 0)a ¹.  
     ْبدلالة  احسبa وb وc  الآتيةالمقادير:   

    
(0)

(1) ( 1)

2
(1) ( 1) 2 (0)

2

P

P P

P P P

- -

+ - -







    

 ثلاثي حدود  هو الخط البياني لتابع المجاور المنحني المبيّن في الشكل
)2 من الدرجة الثانية )x P x ax bx c= + +  ُف على عرَّ م .

  .مستفيداً من المعلومات المتاحة في التمثيل البيانيّ  cو bو a عيّنْ 

  
 ( )0P c=  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2

2 2 2

P P a b c a b c b
b

- - + + - - +
= = =  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 0 2 2

2 2 2

P P P a b c a b c c a
a

+ - - + + + - + -
= = =  

 الحل
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  من الواضح أن منحني التابع يمر بالنقاط( ) ( ) ( )1,2 , 0,3 , 1,6-  
)لدينا  )0P c=  3ومنهc =  

)لدينا  ) ( )1 1

2

P P
b

- -
)ومنه  = ) ( )1 1 1 6 5

2 2 2

P P
b

- - -
= = = -  

)لدينا  ) ( ) ( )1 1 2 0

2

P P P
a

+ - -
ومنه  =

( ) ( ) ( )1 1 2 0 1 6 6 1

2 2 2

P P P
a

+ - - + -
= = =  

21ومنه التابع هو  5
3

2 2
y x x= - +.  

  .xمن كثيرات الحدود الآتية تِبعاً لقيم  ادرس إشارة كلٍّ  
2 2

2 2

( ) 3 2 ( ) 6

( ) 2 1 0 ( ) 2 1

f x x x f x x x

f x x x f x x x

= - + = - -

= - + - = = - + +

 

 
  

  
 ( ) 2 6f x x x= - ,1 هنا. - 1 , 6a b c= = - = -   

)ثلاثي الحدود نجد مميِّزنحسب  ) ( )( )2
1 4 1 6 1 24 25D = - - - = + 0Dكان  لمَّاو  = >   

  :مختلفين هما جذرين لثلاثي الحدودأن  استنتجنا

1
1 5 4

2
2 2 2

b
x

a

- - D - -
= = = = 2و  -

1 5 6
3

2 2 2

b
x

a

- + D +
= = = =  

0a كان لمَّاو  )استنتجنا أن  < ) 0f x ,عندما  < 2 3,x ù é ù éÎ -¥ - +¥û ë û ë  و( ) 0f x عندما  £
2,3x é ùÎ -ë û.  
 ( ) 23 2f x x x= - ,1هنا .  + 2 , 3a b c= = - =   

)ثلاثي الحدود نجد مميِّزنحسب  ) ( )( )2
2 4 1 3 4 12 8D = - - = - = 0Dكان  لمَّاو  - <  

  .aالحدود من إشارة  ثلاثيإشارة  أنَّ استنتجنا 
0aكان  المَّ و  )أن  استنتجنا < ) 0f x   .xأياً كان العدد الحقيقي  <
 ( ) 22 1f x x x= - + ,2هنا . + 1 , 1a b c= - = =   

)ثلاثي الحدود نجد مميِّزنحسب  ) ( )( )2
1 4 2 1 1 8 9D = - - = + 0Dكان  لمَّاو  = >  

  :جذرين مختلفين هما الحدودلثلاثي استنتجنا أن 

1
1 3 4

1
2 4 4

b
x

a

- - D - - -
= = = =

- -
2و  

1 3 2 1

2 4 4 2

b
x

a

- + D - +
= = = = -

- -
  

 الحل
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0aكان  لمَّاو  )أن  استنتجنا > ) 0f x 1عندما  >
, 1,

2
x

ù é
ù éú êÎ -¥ - +¥û ëú êû ë

  و( ) 0f x عندما  £
1
,1

2
x

é ù
ê úÎ -
ê úë û

.  

 ( ) 2 2 1f x x x= - + ,1هنا . - 2 , 1a b c= - = = -   
) ثلاثي الحدود نجد مميِّزنحسب  ) ( )( )

2
2 4 1 1 2 4 2D = - - - = - = 0Dكان  لمَّاو  - <  

  .aثلاثي الحدود من إشارة  إشارة أنَّ استنتجنا 
0aكان  لمَّاو  )استنتجنا أن  > ) 0f x   .xأياً كان العدد الحقيقي  >

  :تراجحات الآتيةكلاً من الم حلّ  
2 2

2

2

5 7 0 4 12 0

3 (1 ) 0 2 12 18 0

(2 3)( 5) 0 29 96

x x x x

x x x x

x x x x

- + > + - <

- < - + - ³

- + £ ³ -

 

 

 

  

 
 2 4 12 0x x+ - ,1هنا . > 4 , 12a b c= = = -   

)ثلاثي الحدود نجد مميِّزنحسب  ) ( )( )2
4 4 1 12 16 48 64D = - - = + 0Dكان  لمَّاو  = >  

  :جذرين مختلفين هما الحدودلثلاثي استنتجنا أن 

1
4 8 12

6
2 2 2

b
x

a

- - D - - -
= = = = 2و  -

4 8 4
2

2 2 2

b
x

a

- + D - +
= = = =  

0aكان  لمَّاو  2أن  استنتجنا < 4 12 0x x+ - 6,2xعندما  > ù éÎ -û ë.  
 2 5 7 0x x- + ,1هنا . < 5, 7a b c= = - =   

)الحدود نجد ثلاثي مميِّزنحسب  ) ( )( )2
5 4 1 7 25 28 3D = - - = - = 0Dكان  لمَّاو  - <  

  aإشارة واحدة هي إشارة لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 
0aكان  لمَّاو  2أن  استنتجنا < 5 7 0x x- +   .xأياً كان العدد الحقيقي  <
 22 المتراجحة 12 18 0x x- + - 2تكافئ المتراجحة  ³ 6 9 0x x- + والتي يمكن كتابتها  £

)بالشكل  )23 0x - )كان  لمَّاو  £ )23 0x - 3xكانت المتراجحة محققة إذا وفقط إذا كان  ³ =.  
 ( )3 1 0x x- )نلاحظ أن للمعادلة . > )3 1 0x x- 1 جذرين مختلفين هما = 20 , 1x x= = 
,سالب كانت المتراجحة السابقة محققة عندما  2xأمثال الحد  كان لمَّاو  0 1,x ù é ù éÎ -¥ +¥û ë û ë.  
 229 96x x³ 2  بالشكلالمتراجحة السابقة  كتابة يمكن - 29 96 0x x- - £  

,1هنا  29 , 96a b c= = - =   ثلاثي الحدود نجد مميِّزنحسب . -
 ( ) ( )( )2

29 4 1 96 1225D = - - 0Dكان  لمَّاو  =   :جذرين مختلفين لثلاثي الحدوداستنتجنا  ،<

 الحل
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1
29 35 6

3
2 2 2

b
x

a

- - D - -
= = = = 2و  -

29 35 64
32

2 2 2

b
x

a

- + D +
= = = =  

0a كان لمَّاو  2تنتجنا أن اس < 29 96 0x x- - 3,32xعندما  £ é ùÎ ë û.  
 ( )( )2 3 5 0x x- + )أن للمعادلة  نلاحظ. £ )( )2 3 5 0x x- +  جذرين مختلفين هما =

1 2
3

, 5
2

x x= = 3موجب كانت المتراجحة محققة عندما  2xأمثال الحد  كان لمَّاو  -
5,

2
x

é ù
ê úÎ -
ê úë û

.  

)2التي تجعل ثلاثي الحدود  mة أوجد الأعداد الحقيقيّ   ) 2f x x x m= - +   .سالباً على  -

  
)الحدود  ثلاثييكون  ) 2 2f x x x m= - +  د ثلاثي الحدو  مميِّزإذا وفقط إذا كان   سالباً على -

,1هنا  .سالب 2xسالب و أمثال  2 ,a b c m= - = = -   
0aلدينا  )ثلاثي الحدود نجد مميِّز نحسب ،> ) ( )( )2

2 4 1 4 4m mD = - - = -.  
) الحدودومنه يكون ثلاثي  ) 2 2f x x x m= - + 4إذا وفقط إذا كان   سالباً على - 4 0m- £ 

1mأي  m,1 أي ³ é éÎ +¥ë ë.  
)حلُّ المتراجحة   )I 2 :التالية 4 3

1 2

x x

x x

- +
³

+ -
.  

  
1xلا يكون للمتراجحة معنى في حال كانت  = 2xأو - ) إذن سنحلُّ المتراجحة  ، = )I  في

} المجموعة }\ 1,2-.  

2بالشكل المتراجحة السابقة يمكن كتابة   4 3
0

1 2

x x

x x

- +
- ³

+ -
  أي  

( ) ( )( )
( )( )

2 2 4 3 1
0

1 2

x x x x

x x

- - - + +
³

+ -
  

)ومنه )
( )( )

2 22 4 4 7 3
0

1 2

x x x x

x x

- + - + +
³

+ -
 بالتالي 

( )( )
2 22 4 4 7 3

0
1 2

x x x x

x x

- + - - -
³

+ -
  

 أي
( )( )

26 3 3
0

1 2

x x

x x

- - -
³

+ -
.  

26 إشارة البسط نكتب لدراسة 3 3 0x x- - - 22 والتي تكافئ المعادلة = 1 0x x- - - هنا ، =
2, 1 , 1a b c= - = - = -   

  
  
  

 الحل

 الحل

26 3 3 0

x

x x

-¥ +¥

- - - - -
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  إشارة المقام 
  
  

) إشارة الكسر )C x  
1,2xالمتراجحة محققة عندما  و ù éÎ -û ë.  
  

   كتابة المعادلة الموافقة  لمسألة   

اــلــمسافــة  Bوــ Aمــن طــرفــيه إــلــى مــسمارـيـــن  89cmنــثبِّت خــيطاً طــولــه 
  .65cmبينهما 
 ACB ان بالإمكان شدُّ الخيط بطريقة تجعل المثلّثتبيان إذا كيُطلب 

  .91cmعد السؤال في الحالة التي يكون فيها طول الخيط مساوياً أثمُّ . Cقائماً في 

 
65ABلدينا من الفرض طول الضلع  cm=.  

xيساوي  ACلنفترض أن طول الضلع  cm ،89كان طول الخيط يساوي  لمَّاcm  كان طول
89يساوي  BCالضلع  x cm-،  

2إذا وفقط إذا كان  Cقائماً في  ACBيكون المثلث  2 2AB AC BC= +  
)أي  )22 265 89x x= + 2ومنه  - 24225 7921 178x x x= + + أي  -

22 178 3696 0x x- +   من الدرجة الثانية نجد المعادلة  2، وبالقسمة على =
2 89 1848 0x x- + =  

,1هنا  89 , 1848a b c= = - =   
)ثلاثي الحدود نجد مميِّزنحسب  ) ( )( )2

89 4 1 1848 7921 7392 529D = - = -  لمَّاو  =
0Dكان  >  

  :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
89 23 66

33
2 2 2

b
x

a

- - D -
= = = 2و  =

89 23 112
56

2 2 2

b
x

a

- + D +
= = = =  

xكان طول أحد الأضلاع يساوي  لمَّاو  cm  89والثاني يساوي x cm- استنتجنا أن طول أحد ،
33الضلعين يساوي  cm  56والثاني يساوي cm.    

  91 مساوياً طول الخيط في حال كانcm.  

 الحل

A B

C

65cm

( )( )
1 2

1 2 0 0

x

x x

-¥ - +¥
+ - + - +

( )( )
( )

2

1 2

6 3 3

1 2 0 0

x

x x

x x

C x

-¥ - +¥

- - - - - - -

+ - + - - +
- + + -

 محققة  غير محققة غير محققة
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xيساوي  ACلنفترض أن طول الضلع  cm ،91كان طول الخيط يساوي  لمَّاcm  كان طول
91يساوي  BCالضلع  x cm-،  
2إذا وفقط إذا كان  Cقائماً في  ACBالمثلث يكون  2 2AB AC BC= +  

)أي  )22 265 91x x= + 2ومنه  - 24225 8281 182x x x= + + أي  -
22 182 4056 0x x- +   جد المعادلة من الدرجة الثانية ن 2، وبالقسمة على =

2 91 2028 0x x- + =  
,1هنا  91 , 2028a b c= = - =   

)ثلاثي الحدود نجد مميِّزنحسب  ) ( )( )2
91 4 1 2028 8281 8112 169D = - = -  لمَّاو  =

0Dكان  >  
  :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
91 13 78

39
2 2 2

b
x

a

- - D -
= = = 2و  =

91 13 104
52

2 2 2

b
x

a

- + D +
= = = =  

xكان طول أحد الأضلاع يساوي  لمَّاو  cm  91والثاني يساوي x cm- استنتجنا أن طول أحد ،
39الضلعين يساوي  cm  52والثاني يساوي cm.   

  
  ف وفقعرَّ التابعَ من الدرجة الثانية المُ  fاً، وليكن عدداً حقيقيَّ  mليكن   

2( ) ( 1) 4f x x m x= - + +.  
  ما قيمm  التي يكون للمعادلة( ) 0f x ؟ احسب عندئذٍ هذا  وحيدٌ  رٌ عند كلٍّ منها جذ =

  .الجذر
  ما قيمm  التي لا يكون للمعادلة( ) 0f x   .منها أيَّ حل أيٍّ عند  =

 
  يكون للمعادلة( ) 0f x 0D مميِّزعندما يكون ال  وحيدٌ  رٌ جذ = أي  =

( )( )2( 1) 4 1 4 0m + - 2ومنه  = 2 1 16 0m m+ + - 2أي  = 2 15 0m m+ - =  
,1هنا  2 , 15a b c= = = -   

)ثلاثي الحدود نجد مميِّزنحسب  ) ( )( )2
2 4 1 15 4 60 64D = - - = + كان  لمَّاو  =

0D >  
  :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
2 8 10

5
2 2 2

b
m

a

- - D - - -
= = = = 2و  -

2 8 6
3

2 2 2

b
m

a

- + D - +
= = = =  

 الحل
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)التي يكون للمعادلة  mقيم ومن  ) 0f x }هي  وحيدٌ  رٌ عند كلٍّ منها جذ = }5,3-.  
)2في المعادلة الأصلية نجد  بالتعويض ) 4 4f x x x= + )2أو  + ) 4 4f x x x= - +.  

  قيمm  التي لا يكون للمعادلة( ) 0f x سالب  مميِّز، عندما يكون المنها أيَّ حل أيٍّ عند  =
0D )أي  > )( )2( 1) 4 1 4 0m + - 2ومنه  > 2 15 0m m+ +- حقق عندما توهذا ي >

5,3m é ùÎ -ë û.  
  
  

  :دلات الآتيةمن المعا كلاً  لَّ حُ  
2 2

2
2 2

3 ( 2)( 3) 12 ( 1) 1 0

2 1
2 1 4( 3) ( 5) 0

1
1 2 9 3 1 11

2 2 5 4 2 2 5

x x x x x x

x x
x x x

x
x x

x x x x

+ - + = + + - =

+ -
= - + - - =

+
+

- = - = -
+ - + -

 

 

 

   

  
 يمكن كتابة المعادلة بالشكل ( )( )( 1) 1 1 0x x x x+ + - + )x العامل المشترك وبإخراج = 1)+ 

) خارج قوسين نجد )( 1) 1 0x x xé ù+ + - =ë û  ومنه( )( 1) 2 1 0x x+ -   إذن =
1xإما   = 1أو  -

2
x 1ومنه مجموعة حلول المعادلة  =

, 1
2

S
ì üï ïï ï= -í ýï ïï ïî þ

.  

  كتابة المعادلة بالشكل نايمكنبنقل المقادير إلى جهة واحدة من إشارة المساواة 
( )23 4 ( 2)( 3) 0x x x- + - +  نحلل فرق المربعين إلى جداء ضرب مجموع عددين بفرقهما نجد  =

( )( )3 2 2 ( 2)( 3) 0x x x x- + + - +  وبإخراج العامل المشترك خارج قوسين =
( ) ( )2 3 2 ( 3) 0x x xé ù- + + + =ë û  وبفك الأقواس الداخلية وتجميع الحدود( )2 4 9 0x xé ù- + =ë û 

  ومنه
2x 9أو  =

4
x = 9ومنه مجموعة حلول المعادلة  -

,2
4

S
ì üï ïï ï= -í ýï ïï ïî þ

.  

  َّكتابة المعادلة بالشكل المقدار في الطرف الأيسر عبارة عن فرق مربعين أمكنناإذا لاحظنا أن 
2( 3) ( 5) 2( 3) ( 5) 0x x x xé ù é ù+ - - + + - =ë û ë û لفك الأقواس نجد  ت المناسبةوبإجراء العمليا

2 6 5 2 6 5 0x x x xé ù é ù+ - + + + - =ë û ë û  11ومنه 3 1 0x xé ù é ù+ + =ë û ë û ومنه:  
11xإما  = 1أو  -

3
x = 1ومنه مجموعة حلول المعادلة  -

11,
3

S
ì üï ïï ï= - -í ýï ïï ïî þ

.  

 الحل
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 1لة بـ بضرب طرفي المعادx )نجد   + )( )2 2 1 2 1 1x x x x+ - = - وبنشر الطرف الأيمن  +
2 22 1 2 1x x x x+ - = + 2وبالاختزال نجد  - 0x x- كعامل مشترك نكتب  xوبإخراج  =

( )1 0x x -   :،ومنه=
0x 1xأو  = }ومنه مجموعة حلول المعادلة  = }0,1S =.  
  بضرب طرفي المعادلة بـ( )( )2 2x x-   نجد  +

( ) ( )( ) ( )211
3 2 1 2 4

5
x x x x x- - + + = - -  

) سرالأي وبنشر الطرف )2 2 211
3 6 3 2 4

5
x x x x x- - - - = - في الطرف الأيسر  وبالاختزال -

) نجد )2 211
2 9 2 4

5
x x x- - = - نجد  5وبضرب طرفي المعادلة بـ  -

2 210 45 10 11 44x x x- - = - 221نجد  وبالاختزال + 45 54 0x x- -  3 وبالقسمة على  =
27نكتب  15 18 0x x- - ,7هنا ،= 15 , 18a b c= = - = -  

) الحدود نجد ثلاثي مميِّزنحسب   ) ( )( )2
15 4 7 18 225+504 729D = - - - = كان  لمَّاو  =

0D   :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن  <

1 2
15 27 6 15 27 42

, 3
2 14 7 2 14 14

b b
x x

a a

- - D - - + D +
= = = - = = =   و  =

6ومنه مجموعة حلول المعادلة  
,3

7
S

ì üï ïï ï= -í ýï ïï ïî þ
.  

  بضرب طرفي المعادلة بـ( )( )2 5 2x x-   نجد  +

( ) ( ) ( )( )9
2 5 2 2 2 5 2

4
x x x x- - + = - +  

) سرالأي وبنشر الطرف )( )9
2 5 2 4 2 5 2

4
x x x x- - - = -  في الطرف الأيسر نجد وبالاختزال +

( )( )9
9 2 5 2

4
x x- = - نجد  9والقسمة على   4وبضرب طرفي المعادلة بـ   +

( )( )4 2 5 2x x- = - 24نجد  يمنلأبنشر الطرف او  + 2 10x x- = -  وبالاختزال نكتب -
22 6 0x x- - ,2هنا ،= 1 , 6a b c= = - = -   

)ثلاثي الحدود نجد مميِّزنحسب  ) ( )( )2
1 4 2 6 1 48 49D = - - - = + 0Dكان  لمَّاو  = >  

  :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
1 7 6 3

2 4 4 2

b
x

a

- - D -
= = = - = 2و  -

1 7 8
2

2 4 4

b
x

a

- + D +
= = = =  

3ومنه مجموعة حلول المعادلة  
,2

2
S

ì üï ïï ï= -í ýï ïï ïî þ
.  
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  :من المتراجحات الآتية كلاً  لَّ حُ  
2

2 2
2

2 5 3
(2 1) ( 1) 0

2
3

5 ( 3)( 1) 2 6
1

x x
x x

x x
x

x x x
x

+ +
- > + >

+ -
+

³ - + - < +
-

 

 

  

  
  22ندرس إشارة البسط 5 3x x+ ,2هنا . + 5 , 3a b c= = =   

)ثلاثي الحدود نجد مميِّزنحسب  ) ( )( )2
5 4 2 3 25 24 1D = - = - 0Dكان  المَّ و  = > 

  :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
5 1 6 3

2 4 4 2

b
x

a

- - D - -
= = = - = 2و  -

5 1 4
1

2 4 4

b
x

a

- + D - +
= = = - = -  

  منه جدول إشارة البسط هوو 
2ندرس إشارة المقام  2x x+ -  

,1هنا  1 , 2a b c= = = -   
)ثي الحدود نجدثلا مميِّزنحسب  ) ( )( )2

1 4 1 2 1 8 9D = - - = + 0Dكان  لمَّاو  = >  
  :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
1 3 4

2
2 2 2

b
x

a

- - D - - -
= = = = 2و  -

1 3 2
1

2 2 2

b
x

a

- + D - +
= = = =  

  ومنه جدول إشارة المقام هو
  
  

  في الجدولإشارة الكسر 
  
  
  
  

3:     المتراجحة هي ومنه مجموعة حلول
, 2 , 1 1,

2
S

ù é
ù é ù éú ê= -¥ - - - +¥û ë û ëú êû ë

   
  2يمكن كتابة المتراجحة بالشكل 2(2 1) ( 1) 0x x- - + وبالإفادة من المطابقة التربيعية  <

2)نكتب  1) ( 1) (2 1) ( 1) 0x x x xé ù é ù- - + - + + >ë û ë û  وباختزال الطرف الأيسر نجد  
( )3 2 0x x - >.  

 الحل

2

3/2 1

2 5 3 0 0

x

x x

-¥ - - +¥

+ + + - - +

2

2 1

2 0 0

x

x x

-¥ - +¥

+ - + - - +

2

2

2

2

2 3/2 1 1

2 5 3 0 0

2 0 0

2 5 3
0 0

2

x

x x

x x

x x

x x

-¥ - - - +¥

+ + + - +

+ - + - - +

+ +
+- - + + - -+

+ -
 محققة غير محققة محققة غير محققة محققة
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)إشارة التركيب ل جدو  )3 2x x -  
  ومنه مجموعة حلول المتراجحة هي

, 0 2,S ù é ù é= -¥ +¥û ë û ë  
  يمكن كتابة المتراجحة بالشكل( )( 3)( 1) 2 3 0x x x+ - - + )وبإخراج  > 3)x عامل +

)مشترك  نكتب 3) ( 1) 2 0x xé ù+ - - <ë û  وباختزال الطرف الأيسر نجد  
( )( 3) 3 0x x+ - <.  

)جدول إشارة التركيب  )3 2x x -  
  ومنه مجموعة حلول المتراجحة هي

3, 3S ù é= - +û ë  
  3يمكن كتابة المتراجحة بالشكل

5 0
1

x

x

+
+ ³

-
  

1x يكون للمتراجحة معنى في حال كانت لا }إذن سنحلُّ المتراجحة  في المجموعة ،  = }\ 1.  

)بتوحيد المقامات نجد    )3 5 1
0

1

x x

x

+ + -
³

-
8أي   4

0
1

x

x

-
³

-
.  

  الكسرجدول إشارة 
 ومنه مجموعة حلول المتراجحة هي

,1 2,S ù é é é= -¥ +¥û ë ë ë  
  

  :من المعادلات الآتية كلاً  لَّ حُ  
4 2 4 2

2 4 2
2

4 2 4 2

2 1 0 4 5 1 0

9
4 35 0 8 9 0

5 4 0 2 12 16 0

x x x x

x x x
x

x x x x

- + = - + =

- - = - - =

+ + = - + - =

 

 

 

  

  
 2 نضعt x=  24ومنه 5 1 0t t- + 4هنا . = , 5 , 1a b c= = - =   
) الحدود نجد ثلاثي مميِّزنحسب   ) ( )( )2

5 4 4 1 25 16 9D = - - = - 0Dكان  لمَّاو  = > 
  :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
5 3 8

1
2 8 8

b
t

a

- + D +
= = = 1 ومنه  = 1 1x t= 2و  = 1 1x t= - = -    

 2
5 3 2 1

2 8 8 4

b
t

a

- - D -
= = = 3 ومنه = 2

1

2
x t= 4و  = 2

1

2
x t= - = -    

 الحل

( )

0 2

3 0

2 0

3 2 0 0

x

x

x

x x

-¥ +¥
- + +

- -- - +
- + - - +

( )( )

3 3

3 0

3 0

3 3 0 0

x

x

x

x x

-¥ - +¥
- - - +
+ - + + +

- + + - - +

1 2

8 4 0

1 0

8 4
0

1

x

x

x

x

x

-¥ +¥
- + + -
- + - --
-

+ - - +
-
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1هي   المعادلةبالتالي مجموعة حلول  1
1, , ,1

2 2
S

ì üï ïï ï= - -í ýï ïï ïî þ
.  

 2 نضعt x= 22 ومنه 1 0t t- + 2هنا . = , 1 , 1a b c= = - =   
)ثلاثي الحدود نجد مميِّزنحسب   ) ( )( )2

1 4 2 1 1 8 7D = - - = - = 0Dكان  لمَّاو  - < 
  .ليس لهذه المعادلة حلول أنَّه استنتجنا 

 2 نضعt x= 2 ومنه 8 9 0t t- - 1هنا  . = , 8 , 9a b c= = - = -   
) ثلاثي الحدود نجد مميِّزنحسب   ) ( )( )2

8 4 1 9 64 36 100D = - - - = + 0Dكان  لمَّاو  = > 
  :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدود استنتجنا أنَّ 

1
8 10 2

1
2 2 2

b
t

a

- - D -
= = = - = لا  أنَّه استنتجنا تماماً  اً سالب اً لا يساوي عدد 2xكان لمَّاو  -

  .ول هنايوجد حل

 2
8 10 18

9
2 2 2

b
t

a

- + D +
= = = 1 ومنه = 2 3x t= 2و  = 2 3x t= - = -    

}المعادلة هي   حلولبالتالي مجموعة  }3,3S = -.  
  0حال كانت  فييكون للمعادلة معنىx }المعادلة في  حلَّ  أي أنَّ  ¹ }\ 0  

4نجد  2xبضرب طرفي المعادلة بـ  24 35 9 0x x- - =  
2tنضع  x=  24ومنه 35 9 0t t- - =  

4هنا  , 35 , 9a b c= = - = -   
) ثلاثي الحدود نجد مميِّزنحسب   ) ( )( )2

35 4 4 9 1225 144 1369D = - - - = + كان  لمَّاو  =
0D   :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن  <

1
35 37 2 1

2 8 8 4

b
t

a

- - D -
= = = - = اماً تم اً سالب اً لا يمكن أن يساوي عدد 2xكان لمَّاو   -

  .لا يوجد حلول هنا أنَّه استنتجنا 

 2
35 37 72

9
2 8 8

b
t

a

- + D +
= = = 1ومنه  = 2 3x t= 2و  = 2 3x t= - = -    

}بالتالي مجموعة حلول المعادلة هي   }3,3S = -.  
  2نضعt x=  22منه و 12 16 0t t- + - نكتب المعادلة  -2وبقسمة طرفي المعادلة على  =

2 6 8 0t t- + =  

1هنا  , 6 , 8a b c= = - =   
)ثلاثي الحدود نجد مميِّزنحسب   ) ( )( )2

6 4 1 8 36 32 4D = - - = - 0Dكان  لمَّاو  = > 
  :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 
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1
6 2 8

4
2 2 2

b
t

a

- + D +
= = = 1 ومنه  = 1 2x t= 2و  = 1 2x t= - = -    

 2
6 2 4

2
2 2 2

b
t

a

- - D -
= = = 3 ومنه = 2 2x t= 4و  = 2 2x t= - = -    

}  يعادلة هبالتالي مجموعة حلول الم }2, 2, 2,2S = - -.  
 2 نضعt x= 2 ومنه 5 4 0t t+ + 1هنا . = , 5 , 4a b c= = =   
)ثلاثي الحدود نجد مميِّزنحسب   ) ( )( )2

5 4 1 4 25 16 9D = - = - 0Dكان  لمَّاو  = >  
  :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
5 3 8

4
2 2 2

b
t

a

- - D - -
= = = - = لا  أنَّهاستنتجنا تماماً  اً سالب اً لا يساوي عدد 2xكان لمَّاو  -

  .يوجد حلول هنا

 2
5 3 2

1
2 2 2

b
t

a

- + D - +
= = = - = يوجد  لا أنَّهدداً سالباً استنتجنا يساوي علا  2xكان لمَّاو  -

  .حلول هنا
Sمجموعة حلول المعادلة هي  و . لا يوجد للمعادلة حـلـولبالتالي  f=.  
  :من المعادلات الآتية كلاً  لَّ حُ  

2

4 1 4 2

2 6 3 12 2 6

x x x x

x x x x

- = + - = -

- = - - = -

 

 
  

aلاحظ أنّ الشرط  b=  َالشرطين قَ حقُّ يُكافئ ت: ( 0)b )2و  ³ )a b=  ٍمعاً  في آن.  

  
  ُ4 استناداً إلى الملاحظة تُكافئ المعادلة 2x x- =   تحقُّقَ الشرطين  -

2 0x - )و   ³ )24 2x x- = -  
2xمعاً، أي أن يكون  2، و³ 4 4 4x x x- + =   أي -

2x )و   ³ )3 0x x - =  
3xأي    .، وهو الحل الوحيد للمعادلة=
  ُ4 استناداً إلى الملاحظة تُكافئ المعادلة 1x x- =   تحقُّقَ الشرطين  +

1 0x + )و   ³ )24 1x x- = +  
2معاً، أي أن يكون  5 0x x+ + ، ولكنّ مميز هذه المعادلة من )لأن الشرط الثاني يقتضي الأوّل( =

  .جة الثانية سالب تماماً، فليس للمعادلة المعطاة حلولالدر 

 الحل
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  تكافئُ المعادلة  الملاحظةاستناداً إلىx x2 12 2 6- = x(2 :الشرطين قَ حقُّ تَ  - 6 0)- و  ³
( )x x 22 12 2 6- = xومنه  . معاً  في آنٍ  - xو  3³ x x2 212 4 24 36- = - بالنَّقل من  +

23طرفٍ إلى طرف نجد أنَّ  24 48 0x x- +  التي تختصر لتكتب على الشكل  =
2 8 16 0x x- + ) بالشكل أو  = )24 0x - xأي  = 4لأنَّ  مقبولٌ  وهو حلٌ  =4 أي  <3

{ }4S =.  
  تكافئُ المعادلة  الملاحظةاستناداً إلىx x2 6 3- = )x :الشرطين قَ حقُّ تَ  - 3 0)- و  ³

( )x x 22 6 3- = xومنه  . معاً  في آنٍ  - xو  3³ x x22 6 6 9- = - بالنَّقل من طرفٍ إلى  +
2طرف نجد أنَّ  8 15 0x x- +   .وهي معادلة من الدرجة الثانية  =

1 هنا , 8 , 15a b c= = - =   
)ثلاثي الحدود نجد مميِّزنحسب   ) ( )( )2

8 4 1 15 64 60 4D = - - = - 0Dكان  لمَّاو  = > 
  :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

b
x

a1
8 2 6

3
2 2 2

- - D -
= = =   مقبولٌ  هو حلٌ و  =
b

x
a2

8 2 10
5

2 2 2
- + D +

= = = 5لأنَّ  مقبولٌ  وهو حلٌ  = 3>  
}ومنه مجموعة حلول المعادلة  }5S =.  

  :تينالآتي تينمن المعادل كلاً  لَّ حُ   
   2 23 3 8 12 2 8x x x x x x+ = + - + = + -   

aلاحظ أنّ الشرط  b=  َالشرطين قَ حقُّ يُكافئ ت: ( 0)b )و ³ )a b=  ًفي آن معا.  

  
  تكافئُ المعادلة  الملاحظةاستناداً إلىx x x212 2 8+ = +  :الشرطين قَ حقُّ تَ  -

x( 12 0)+ xو  ³ x x212 2 8+ = + xومنه  . معاً  في آنٍ  - 12³ xو  - x2 20 0+ - = 
aهنا  ، نيةوهي معادلة من الدرجة الثا b c1 , 1 , 20= = = -   

)نجد الحدودثلاثي  مميِّزنحسب   ) ( )( )21 4 1 20 1 80 81D = - - = + 0Dكان  لمَّاو  = > 
  :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

b
x

a1
1 9 10

5
2 2 2

- - D - - -
= = = = 5لأنَّ  مقبولٌ  هو حلٌ و  - 12- > -  

b
x

a2
1 9 8

4
2 2 2

- + D - +
= = = 4 لأنَّ  مقبولٌ  وهو حلٌ  = 12> -  

}ومنه مجموعة حلول المعادلة  }S 5, 4= - .  

 الحل



 

90 

  23تكافئُ المعادلة  الملاحظةاستناداً إلى 3 8x x x+ = +  :الشرطين قَ حقُّ تَ   -
x(3 3 0)+ xو  ³ x x23 3 8+ = + xومنه  . معاً  في آنٍ  - 1³ xو  - x2 2 11 0- - = 

aهنا  ،وهي معادلة من الدرجة الثانية  b c1 , 2 , 11= = - = -   
) نجد الحدودثلاثي  مميِّزنحسب   ) ( )( )22 4 1 11 4 44 48D = - - - = + =  
0Dكان  لمَّاو     :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدودأن  استنتجنا <

b
x

a1
2 48 2 4 3

1 2 3
2 2 2

- - D - -
= = = = 1لأنَّ  مرفوضٌ  حلٌ  هوو  - 2 3 1- < -   
b

x
a2

2 48 2 4 3
1 2 3

2 2 2
- + D + +

= = = = 1 لأنَّ  مقبولٌ  حلٌ  وهو + 2 3 1+ > -  
}ة ومنه مجموعة حلول المعادل }1 2 3S = +.  

  ؟ 4970 ن جداء ضربهما يساويامتتالي طبيعيان ناعدد أَيوجد 

  
1xلعدد التالي يساوي افإنَّ  xالعدد الأول يساوي فإذا كان  ، العددينوجود هذين لنفترض  +.  

)أي  4970ضربهما يساوي  جداءمن المعطيات لدينا  )1 4970x x + أنَّ نجد  و بإصلاح المعادلة  =
2 4970 0x x+ - ,1هنا  = 1 , 4970a b c= = = -   

)نجدالحدود  ثلاثي مميِّزنحسب  ) ( )( )2
1 4 1 4970 1 19880 19881D = - - = + كان  لمَّاو  =

0D   :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدود استنتجنا أنَّ  <

1
1 141 142

71
2 2 2

b
x

a

- - D - - -
= = = = -

 
حل مرفوض لأن وهو

 
x Î  .  

 2
1 141 140

70
2 2 2

b
x

a

- + D - +
= = =   مقبول حلوهو   =

  70,71ن المتتاليان هما ومنه العددان الطبيعيا
xيحققان yو xحقيقيان  من الحالات الآتية، أَيوجد عددان كل في  y S+ xyو = P= ؟

  .ين في حال وجودهماهذين العدد احسب
18, 65

1, 42

4, 5

S P

S P

S P

= =
= - = -
= =







  

  
2المعادلة  علينا حلُّ  ةمن الحالات الثلاث في كل حالةٍ  0x Sx P- + =.  

 الحل

 الحل
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  2تكون المعادلة 18 65 0x x- + ثلاثي الحدود  مميِّزنحسب ، =
)نجد ) ( )( )2

18 4 1 65 324 260 64D = - - = - 0Dكان  لمَّاو  = لثلاثي استنتجنا أن  <
  :جذرين مختلفين هما الحدود

1
18 8 10

5
2 2 2

b
x

a

- - D -
= = = 2و  =

18 8 26
13

2 2 2

b
x

a

- + D +
= = = =    

}حقيقيان هما  يوجد عددانومنه  }5,13.  
  2تكون المعادلة 42 0x x+ -  ثلاثي الحدود نجد مميِّزنحسب ، =

( ) ( )( )2
1 4 1 42 1 168 169D = - - = + 0Dكان  لمَّاو  =  لثلاثي الحدوداستنتجنا أن  <

  :جذرين مختلفين هما

1
1 13 14

7
2 2 2

b
x

a

- - D - - -
= = = = 2و  -

1 13 12
6

2 2 2

b
x

a

- + D - +
= = = =  

}حقيقيان هما  نيوجد عدداومنه  }7,6-.  
  2تكون المعادلة 4 5 0x x- + ثلاثي الحدود  مميِّزنحسب ، =
)نجد ) ( )( )2

4 4 1 5 16 20 4D = - = - = 0Dكان  لمَّاو  - لثلاثي  ليس أنَّهاستنتجنا  >
.ن يحقيقي نيددأي عيوجد  ومنه لا، أي جذر الحدود

  
5ABنصف دائرة قطرها  نتأمّل  ]نقطةٌ من القطعة   M، و= ]AB .

]قطراهما  دائرةنرسم نصفي  ]AM و[ ]MB  نضع و  .المجاور الشكل فيكما
AM x=.  

  احسب بدلالةx  َّالثلاث  الدوائر بأنصافد مساحة السطح المحدS.  
  ٌللنقطةأَثمّةَ تعيين M  النسبة بين  تكونبحيثS ومساحة نصف الدائرة التي قطرها [ ]AB  مساوية

8 للمقدار

25
 ؟ 

 
 5 كان لمَّاAB AM وكان = x=  َّ5 استنتجنا أنMB x= -.  

5يساوي نصف قطرها   ABالدائرة التي قطرها 

2
25ساوي ي الدائرة نصف مساحة، 

8ABS
p

=.  

قطرها يساوي  نصف  AMا الدائرة التي قطره
2

x، ساوي ي الدائرة نصف مساحة
2

8AM
x

S
p

=.  

5نصف قطرها يساوي  MBالدائرة التي قطرها 

2

x- ، ساوي يالدائرة  نصفمساحة

( )25

8MB

x
S

p-
=.  

 الحل

A BMx
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)ساوي ي Sالثلاث  الدوائرأنصاف بد السطح المحدَّ  )AB AM MBS S S S= - +   

)ومنه  )22 525

8 8 8

xx
S

pp p
æ ö÷-ç ÷ç ÷= - +ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

)أي   )( )2225 5
8

S x x
p

= - - -   

) ومنه )2 225 25 10
8

S x x x
p

= - - - )نجد  ومنه + )5
4

x
S x

p
= -.  

  8لدينا

25AB

S

S
 ومنه =

( )5 84
25 25

8

x
x

p

p

-
)أي  = )8 5 8

25 4 25

x xp

p

⋅ ⋅ -
=

⋅ ⋅
  ومنه 

( )5 4x x- 2والتي يمكن كتابتها بالشكل  = 5 4 0x x- + )أي  = )( )1 4 0x x- - =  
}لمعادلة هي ومجموعة حلول ا وهما موضعان متناظران بالنسبة  .M، أي يوجد موضعين للنقطة 1,4{

  .ABلمركز الدائرة التي قطرها 
  .يساوي مجموعُها جداءَ ضربهاجميع ثلاثيّات الأعداد الطبيعيّة المتتالية التي  أوجدْ  

  
1xن افيكون العددان التالي x نرمز للعدد الأول بـ. نفترض وجود هذه الأعداد الثلاثة   2xو  + +  

)من الفرض لدينا  )( ) ( ) ( )x x x x x x1 2 1 2+ + = + + + +   
)أي  )( )x x x x1 2 3 3+ + = +  

( )( ) ( )x x x x1 2 3 1 0+ + - + =  
 ( ) ( )1 2 3 0x x xé ù+ + - =ë û   

) ومنه )1 0x + 1x أي = =    ةطبيعيَّ المطلوب إيجادها الأعداد  مرفوض لأنَّ  حلوهو  -
2 أو 2 3 0x x+ - ,1ا نه. = 2 , 3a b c= = = -   

) الحدود نجد ثلاثي مميِّزنحسب  ) ( )( )2
2 4 1 3 4 12 16D = - - = + 0Dكان  لمَّاو  = >  

  :جذرين مختلفين هما لاثي الحدودثل استنتجنا أنَّ 

1
2 4 2

1
2 2 2

b
x

a

- - D - +
= = =   مقبولٌ  حلٌ هو و  =

 2
2 4 6

3
2 2 2

b
x

a

- + D - - -
= = = = -

 
  ة طبيعيَّ  يجادهاالمطلوب إ الأعداد لأنَّ  مرفوضٌ  حلٌ  وهو

1هي  الأعداد أي أنَّ  , 2 , 3  

 الحل
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  وابع المالٔوفةالتّ 

  
  ة من الدرجة الثا�يةوابع الحدوديّالتّ  

  تابع المقلوب  

  ثيةالمستقيم الحقيقي والدائرة المثلّ  

  ة لعدد حقيقيّسب المثلثيّالنّ  
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   فَكِّرْ   

ة التناظريَّة للقطع المُكافئ ؟ استعمل الصيغة القانونية  من أين جاءت هذه الخاصَّ
)، ثمُ احسب fحدود لثلاثي ال )2

b
a

f h- )و + )2
b
a

f h- هو عددٌ  hحيث  -
  ماذا تستنتج ؟. حقيقيٌّ ما

   
:2: الحدود من الدرجة الثانية  ثلاثيليكن  , ( )f f x ax bx c = + +   حيثa وb وc  ثلاثة

0aأعداد حقيقية معطاة  و   : يكُتب بالصيغة القانونيةّ fلقد وجدنا في دراستنا السابقة أنّ  .¹
2 2 4

( )
2 4

b b ac
f x a x

a a

æ ö -÷ç= + -÷ç ÷÷çè ø
  

( )
2 2 2

2
2

4 4

2 2 4 4
b
a

b b b ac b ac
f h a h ah

a a a a
-

æ ö - -÷ç+ = - + + - = -÷ç ÷÷çè ø
  

( )
2 2 2

2
2

4 4

2 2 4 4
b
a

b b b ac b ac
f h a h ah

a a a a
-

æ ö - -÷ç- = - - + - = -÷ç ÷÷çè ø
  

)نلاحظ أن  ) ( )2 2
b b
a a

f h f h- -+ = -
  

 
   تَدرَّبْ  

  ِّ2 للتابع التربيعيّ  الآتيراد أكمل جدول الاط:f x x ِة ملأ الفراغ في المتراجحات التالي، ثمُّ ا:  

2

7 0 5 2

0

x

x x

-¥ - +¥

      
  

   7إذا كانx < 2xكان   - .      

   5إذا كان 2x 2xكان   ³ .  

   7إذا كان 5 2x- £ 2xكان   > .  

  

2

7 0 5 2

49 0 50

x

x x

-¥ - +¥

    
  

   7إذا كانx < 2كان   - 49x >.      
   5إذا كان 2x 2كان   ³ 50x ³.  
   7إذا كان 5 2x- £ 20كان   > 50x£ <.  

    خطأ الآتيةعلّل لماذا تكون المقولات:  
   1إذا كانx 2كان   £ 1x £.  
   10إذا كانx > 2كان   - 10x < .  

 الحل

 الحل



2
b
a

-

X

Y

O h h

MM ¢
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 التابع لأن ( ) 2: ,f f x x =   على المجال ً ,متناقص تماما 0ù ù-¥û û ، ًإذا كان مثلا 

5 1x = - 2كان   > 25 1x = >.  
 لأن التابع( ) 2: ,f f x x =   0متزايد تماماً على المجال,é é+¥ë ë.  ً4إذا كان  مثلاx كان   =

2 16 10x = > .  

    أتيمن الخطأ فيما ي الصواببيّن:  
   5إذا كانx 2كان   > 25x <.  
   2إذا كان 7x 2كان   ³ 28x ³.  
   3إذا كان 210 10x- < 2كان   £ 610x <.  

  
 لأن التابع ، طأخ( ) 2: ,f f x x =   متناقص تماماً على المجال, 0ù ù-¥û û.  ً10مثلا 5- < 

)لكن  )210 100 25- = >  

 لأن التابع ، صح ( ) 2: ,f f x x =  0جال متزايد تماماً على الم,é é+¥ë ë ،  أي عندما

0x 2ولما كان  ،  < 7x )كان   ³ )22 2 7 28³ =x.  

 20 إذا كان هلأن ، صح 10£ £x  2كان 40 10£ £x، لأنَّ  وذلك ً التابع طبعا

( ) 2: ,f f x x =   0متزايد تماماً على المجال,é é+¥ë ë ، 310أما إذا كان 0- < £x  كان
2 60 10£ <x  َّالتابع وذلك طبعاً لأن( ) 2: ,f f x x =   على المجال ً متناقص تماما

, 0ù ù-¥û û.  ة المتراجحة 2ومن المتراجحتين الناتجتين نستنتج صحَّ 610<x.  

    نتأمّل فيما يلي التابعf  المعرّف على راد اطِّ  جدولَ  كتبْ اِ .  بالصيغة المعطاةf وبيّن ما إذا ،
الذي يمثّل  ثمُّ عيّن محور تناظر القطع المُكافئ . وُجدت كان يبلغ أكبر قيمه أو أصغرها وعيّنها إنْ 

fوارسمه ،.  
2 2

2 2

2 2

( ) 3 3 1 ( ) 2 4 3

( ) 3 ( ) 3

( ) 4 4 1 ( ) 4 6

f x x x f x x x

f x x f x x

f x x x f x x x

= + + = - + -

= - = -

= - - + = - +

 

 

 

  

  
  ّ2نلاحظ أن( ) 2 4 3f x x x= - + )2بالصيغة مكتوبٌ  - )f x ax bx c= + 2aحيث  + = - 
4bو = 3cو - = 2aهو  2xونلاحظ أنّ مُعامل الحدِّ الذي يحوي . - =  في حالةلأنّ  و. -
0a أكبر قيمه عند  fحة القطع من الأسفل، ويبلغ ، تكون فت>

2
b
a

x = 4أي -
4

1x
-

= = ومنه  -
( 1) 1f - =   . أكبر قيمه للتابع-

)هي  إذن ذروة القطع   1, 1)S - - .  

 الحل

 الحل

 الحل
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  :جدول الاطِّراد الآتي fنرى أنّ للتابع و 
1

( ) 1

x

f x

-¥ - +¥

- 
  

1xمحور تناظر القطع هو المستقيم  = -.  
  ّ2نلاحظ أن( ) 3 3 1f x x x= + )2هو بالصيغة  + )f x ax bx c= + 3aحيث  + 3bو = = 
1cو 0aفي حالة . = أصغر قيمه عند  fغ حة القطع من الأعلى، ويبل، تكون فت<

2

3 1

6 2
b
a

x = - = - = 1ومنه  -
( )

2

1

4
f - هي  إذن ذروة القطع . للتابع ةأصغر قيم=

1
( , )

2

1

4
S - .  

  :راد الآتي جدول الاطِّ له  fلتابع نرى أنّ او 

(
1

4

1

2

)

x

f x

-¥ - +¥

 
  

1 محور تناظر القطع هو المستقيم 

2
x = -.  

  ّ2نلاحظ أن( ) 3f x x= )2بالصيغة مكتوبٌ  - )f x ax bx c= + 1aحيث  + 0bو = = 
3cو = 0aفي حالة . - أصغر قيمه عند  fحة القطع من الأعلى، ويبلغ ، تكون فت<

2
0b

a
x = - f(0)3ومنه  = = ,0)هي  إذن ذروة القطع . للتابع أصغر قيمة- 3)S - .  

  :جدول الاطِّراد الآتي  fنرى أنّ للتابع و 
0

( ) 3

x

f x

-¥ +¥

- 
  

0xمحور تناظر القطع هو المستقيم   =.  
  ّ2نلاحظ أن( ) 3f x x= )2بالصيغة مكتوبٌ  - )f x ax bx c= + 1aحيث  + = 0bو - = 
3cو 0aفي حالة . = مه عند أكبر قي fحة القطع من الأسفل، ويبلغ ، تكون فت>

2
b
a

x = أي -
0x (0)ومنه  = 3f   . للتابع ةأكبر قيم=

,0)هي  إذن ذروة القطع  3)S .  لتابع نرى أنّ اوf تيجدول الاطِّراد الآ له:  
0

( ) 3

x

f x

-¥ +¥

 
  

0xالقطع هو المستقيم  تناظرمحور  =.  
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  ّ2نلاحظ أن( ) 4 6f x x x= - )2بالصيغة مكتوبٌ  + )f x ax bx c= + 1aحيث  + = 
4bو = 6cو - 0aفي حالة . = أصغر قيمه عند  fحة القطع من الأعلى، ويبلغ ، تكون فت<

2

4
2

2
b
a

x
-

= - = - f(2)2ومنه  =   . S(2,2)هي  إذن ذروة القطع . أصغر قيمه للتابع=
  :جدول الاطِّراد الآتي له  fبع  نرى أنّ للتاو 

( 2

2

)

x

f x

-¥ +¥

 
  

2xمحور تناظر القطع هو المستقيم   =.  
  ّ2نلاحظ أن( ) 4 4 1f x x x= - - )2بالصيغة مكتوبٌ  + )f x ax bx c= + 4aحيث  + = - 
4bو = 1cو - 0aفي حالة . = ند أكبر قيمه ع fحة القطع من الأسفل، ويبلغ ، تكون فت>

2
b
a

x = 4أي - 1

8 2
x

-
= - = -

-
1ومنه  

( ) 2
2

f -   . للتابع ةأكبر قيم=

1هي  إذن ذروة القطع  
( , 2)

2
S   :جدول الاطِّراد الآتي  fنرى أنّ للتابع و  . -

1

2
( ) 2

x

f x

-¥ - +¥

 
  

1محور تناظر القطع هو المستقيم 

2
x = -.  

 
   تَدرَّبْ  

  حلّ في مجموعة الأعداد الحقيقيّة الخط البياني للتابع، كلاً من المتراجحات الآتية، ثم ارسم 
1

( )x f x
x

= وتوثَّق من صحّة نتائجك.  

  

1 1 1 1 1
2 2 0

4 4
1 1 4 1 1

2 3
3 4

x x x

x x x

- < < > - < <

£ £ > <

  

  
  

  
   1من المتراجحة

0 <
x

0وجدنا أنَّ   < x  َّ0أي أن,ù éÎ +¥û ëx 

1تابع  لما كان الو  ،
( )x f x

x
=  متناقصاً على المجال

0,ù é+¥û ë 1المتراجحة  وإذا كتبنا 1

4
<
x

1بالصيغة    1
( ) ( )

4
>f f

x
 

1    ومنه  ، x<4 أعطتنا هذه المتراجحة أنَّ  1
0

4x
<  تكافئ>

x,4تحقق العلاقتين   ù éÎ +¥û ë  0و,ù éÎ +¥û ëx  4أي أن,x ù éÎ +¥û ë.  

 الحل
 

i


j


O

1
xy=

1
xy=
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 1 المتراجحةتكافئ 1

4
> -
x

  :تحقق إحدى المتراجحتين 

  1
0>

x
ù,0 ومنه x<0التي تعطي أنَّ   éÎ +¥û ëx.  

  1 1
0

4
³ > -
x

1التابع  كان  ولما ، 
( )x f x

x
= متناقصاً على المجال , 0ù é-¥û ë إذا كتبنا  و

(x)صيغة المتراجحة بال ( 4)> -f f مع
 

0<x  َّ4وجدنا أن< -x  أي, 4ù éÎ -¥ -û ëx.  

1المتراجحة  حلولومنه كانت مجموعة  1
0

4
³ > -
x

,التي تحقق    xھي قيم   4 0,ù é ù éÎ -¥ - È +¥û ë û ëx                    

  1 المتراجحةتكافئ
2 2- < <
x

  تحقق المتراجحتين الآتيتين بآنٍ معاً  

 1
0 2£ <
x

1تكتب بالصيغة  التي 
2<

x
مع 

 
0>x،  1التابع  ولما كان

( )x f x
x

=  متناقصاً على

, المجال 0ù é-¥û ë  َّ1وجدنا أن

2
>x  1أي

,
2

ù é
ú êÎ +¥ú êû ë

x.  


1

2 0- < <
x

1ة التي تكتب بالصيغ 
2> -

x
مع 

 
0<x،  ا كان 1التابع  ولمَّ

( )x f x
x

=  ً  متناقصا

, على المجال 0ù é-¥û ë  َّ1وجدنا أن

2
< -x  1أي

,
2

ù é
ú êÎ -¥ -ú êû ë

x.  

1ة ومنه كانت مجموعة حلول المتراجح
2 2- < <
x

1التي تحقق   xھي قيم   1
, ,

2 2

ù é ù é
ú ê ú êÎ -¥ - È +¥ú ê ú êû ë û ë

x
  

1المتراجحة  لحل 1

4
<
x

ً على كل مجال من المجالينو  ،  , لما كان تابع المقلوب متناقصا 0ù é-¥û ë   و

0,ù é+¥û ë  0¹وكانx
 

  :نجزئ المسألة كما يأتي 

  
1 1

4
<
x

مع 
 

0<x،  وھنا المتراجحة محققة من أجل كل قيمx  التي تحقق, 0ù éÎ -¥û ëx  لأن الطرف

  . الأيسر يكون سالباً أما الطرف الأيمن فھو موجب

 1 1

4
<
x

مع 
 

0>x،  1التابع  ولما كان
( )x f x

x
= على المجال ً ù,0 متناقصا é+¥û ë جدنا أنَّ و

4>x  4أي,ù éÎ +¥û ëx.  

1حلول المتراجحة  مجموعةومنه  1

4
<
x

, التي تحقق xھي قيم   0 4,ù é ù éÎ -¥ È +¥û ë û ëx 
  

  1لحل المتراجحة 4

3
>
x

, و لما كان تابع المقلوب متناقصاً على كل مجال من المجالين ،  0ù é-¥û ë  و 

0,ù é+¥û ë 0¹و كانx  نجزئ المسألة كما يأتي:  

  
1 4

3
>
x

مع 
 

0<x،  مة للمتغيرقي أيمحققة من أجل غير وھنا المتراجحة x  َّالطرف لأن

  . وھذا خلفٌ واضح ، فھو موجب )الأصغر( يكون سالباً أما الطرف الأيمن ) الأكبر(الأيسر
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 1 4

3
>
x

مع 
 

0>x،  1التابع  ولما كان
( )x f x

x
= على المجال ً ù,0 متناقصا é+¥û ë  َّوجدنا أن

3

4
>x  3أي

,
4

ù é
ú êÎ +¥ú êû ë

x.  

1مجموعة حلول المتراجحة  كانتومنه  4

3
>
x

4ق   التي تحق xھي قيم  
,

3

ù é
ú êÎ +¥ú êû ë

x
  

  1 المتراجحةلحل
2 3£ £
x

ù,0 و لما كان تابع المقلوب متناقصاً على المجال  é+¥û ë  

1  التابعولما كان 
( )x f x

x
= 0 جالمتناقصاً على الم,ù é+¥û ë  َّ1وجدنا أن 1

2 3
£ £x  

1حلول المتراجحة  مجموعةومنه كانت 
2 3£ £
x

1التي تحقق   xھي قيم   1
,

2 3

ù é
ú êÎ ú êû ë

x .
  

  ليكنf 2,ابع المعرف على الت 2,ù é ù é-¥ È +¥û ë û ë 1 الصيغة وفق
( )

2

x
f x

x

+
=

-
.  

    2لماذا حُذفتْ القيمةx   .fمن مجموعة تعريف  =
    ْراداطِّ  ادرس f  ٍّ1من المجالين  على كل ,2I ù é= -¥û ë  2و 2,I ù é= +¥û ë .  
     ْراد اطِّ  جدول اكتبf.  
    ُالمتراجحتين  لَّ ح( ) 1f x )و < ) 1f x <.  

  نظِّمْ جدولاً بقيم( )f x  الموافقة لقيمx المجموعة  من{ }1,0,1, 3, استفد من هذه  ثم ، -4,5
1,2لهذا التابع على  fالخط البياني الدراسة في رسم  2,5é é ù ù- Èë ë û û .  

  
    2حُذفتْ القيمةx ) حساب لأن fمن مجموعة تعريف  = )f x  ٍاعنده غير ممكن.  
    1 في المجال ,2I ù é= -¥û ë   
2uعددين يُحقِّقان  vو u ليكن v< )، والمطلوب هو المقارنة بين > )f u و( )f v .  ولكن لدينا

( ) ( ) 1 1

2 2

u v
f u f v

u v

+ +
- = -

- -
  أي  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2

2 2

u v v u
f u f v

u v

+ ⋅ - - + ⋅ -
- =

- ⋅ -
  

)                                          ومنه  ) ( ) ( )
( ) ( )

3

2 2

u v
f u f v

u v

- -
- =

- ⋅ -
  

  :ما يلي  نلاحظوهنا 
2u كان إذا · v< 0uكان  > v-  كانو  ،فبسط الكسر المطلوب دراسة إشارته موجب  >

2 0u - 2 و > 0v - )ومنه > ) ( )2 2 0u v- ⋅ -   .ومقام الكسر المطلوب دراسة إشارته موجب ،<

 الحل
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)بناءً على قاعدة الإشارات نجد  و ) ( ) 0f u f v- تماماً على المجال  ناقصمت fأي أنّ  <
1 ,2I ù é= -¥û ë.  

   2في المجال 2,I ù é= +¥û ë   
2عددين يُحقِّقان  vو u ليكن u v< )، والمطلوب هو المقارنة بين > )f u و( )f v .  ولكن لدينا

( ) ( ) 1 1

2 2

u v
f u f v

u v

+ +
- = -

- -
  أي  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2

2 2

u v v u
f u f v

u v

+ ⋅ - - + ⋅ -
- =

- ⋅ -
  

)                          ومنه ) ( ) ( )
( ) ( )

3

2 2

u v
f u f v

u v

- -
- =

- ⋅ -
  

  :ما يلي نلاحظوهنا 
2كان  لما · u v< 0uكان  > v-  وكان  ،فبسط الكسر المطلوب دراسة إشارته موجب   >

2 0u - 2 و < 0v - )ومنه  < ) ( )2 2 0u v- ⋅ -   .إشارته موجب ومقام الكسر المطلوب  ،<
)إذن بناءً على قاعدة الإشارات نجد  ) ( ) 0f u f v- تماماً على المجال  ناقصمت fأي أنّ  <

2 2,I ù é= +¥û ë.  
     جدول اطِّرادf.  

  
  

    ( ) 1f x 1يؤول حل المتراجحة السابقة إلى حل المتراجحة  <
1 0

2

x

x

+
- >

-
أي  

1 2
0

2

x x

x

+ - +
>

-
3ومنه  

0
2x
>

-
2xوتكون هذه المتراجحة محققة عندما   ومنه مجموعة  <

ù,2حلول المتراجحة هي  é+¥û ë.  
 ( ) 1f x 1يؤول حل المتراجحة السابقة إلى حل المتراجحة  >

1 0
2

x

x

+
- <

-
أي  

1 2
0

2

x x

x

+ - +
<

-
3ومنه  

0
2x
<

-
2xوتكون هذه المتراجحة محققة عندما   ومنه مجموعة  >

2ù, حلول المتراجحة هي é-¥û ë.  
  

  
  
  

  

2

1

2

x

x
x
x

-¥ +¥
+
-

  

( )

1 0 1 3 4 5

0 1 2 4 5 2

2 2

x

f x

-

-
-
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 ليكن f  0التابع المعرف على,+¥ù éû ë 1 الصيغة وفق
( )f x x

x
= +.  

    ِّرادادرس اط f  ٍّ1من المجالين  على كل 0,1I ù ù= û û 2و 1,I é é= +¥ë ë.  
    استنتج أصغر قيمة يأخذها التابعf.   

  
0عددين يُحقِّقان  vو uنختار  ،الأول و الثاني  الطلبينلحل  1u v< < ، والمطلوب هو المقارنة £
)بين  )f u و( )f v .  ولكن لدينا( ) ( ) 1 1

f u f v u v
u v

- = + - أي  -

( ) ( ) v u
f u f v u v

uv

-
- = - +  

) ومنه ) ( ) ( ) 1uv
f u f v u v

uv

æ ö- ÷ç- = - ÷ç ÷÷çè ø
  

  1 في المجال 0,1I ù ù= û û   
0لما كان  1u v< < 0u كان  £ v- 0uvو  > 0 كان و ، < 1uv<  ومنه £

1 1 0uv- < - £.  
) أنَّ  على قاعدة الإشارات نجد بناءً إذن  ) ( ) 0f u f v- ال تماماً على المج ناقصمت fأي أنّ  <

1 0,1I ù ù= û û.  
      2في المجال 1,I é é= +¥ë ë.  

1لما كان  u v£ 0u كان > v- 0uvو  > 1uv كان و ، < 1 ومنه < 0uv - >.  
)أنَ إذن بناءً على قاعدة الإشارات نجد  ) ( ) 0f u f v- تماماً على المجال  زايدمت fأي أنّ  >

2 1,I é é= +¥ë ë.  
  لما كان التابعf 1المجال  تماماً على ناقصمت 0,1I ù ù= û û  تماماً على المجال  زايدمتو

2 1,I é é= +¥ë ë  أصغر قيمة يأخذها التابع كانتf 1عندماx )وتساوي  = )1 2f =.   

 
   تَدرَّبْ  

 10 احسب طول القوس من دائرة نصف قطرهاcm أنّها تقابل زاوية مركزيّة قياسها  إذا عُلم:  
  90 :بالدرجات ،120 ،180.  

  بالراديان: 
2

p ،
3

p ،2

3

p ،1 ،0.2.   

  

  بالدرجات كل زاوية قياسهاx  درجة تقابل
180

x
p

  راديان ⋅

إذن 
180

= ⋅ = ⋅ ⋅l r r x
p

a  10من أجلr يكون  =
18

= ⋅l x
p  

 الحل

 الحل
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90x 90ومنه  = 5
18

= ⋅ =l
p

p  

120x 20نه وم =
120

18 3
= ⋅ =l

p p  

180x 180ومنه  = 10
18

= ⋅ =l
p

p  
 بالراديان إذا كان l طول قوس من دائرة نصف قطرها r ،a مقابلة لهذه لزاوية القياس ا

lالقوس مقدراً بالراديان فإن  r a= 10rمن أجل  ⋅ 10l :تحقق دوماً  = a= ⋅.  
  

2

p
a 10ومنه  = 5

2
l

p
p= ⋅ =  

  
3

p
a 10ومنه  =

10
3 3

l
p p

= ⋅ =  

  2

3

p
a 2ومنه  = 20

10
3 3

l
p p

= ⋅ =  

  3

4

p
a 3ومنه  = 15

10
4 2

l
p p

= ⋅ = 

  ّعيّن عليها النقاط و ثية، ارسم دائرة مثلM  ّالآتيةلة للأعداد الحقيقيّة الممث :  

8 29 49

3 4 3
17 15 7

4 4 6

z y x

v u t

p p p

p p p

= - = - =

= - = =

  

  
  

 

 النقطة  لتمثيلM  49على الدائرة علينا قطع مسافة

3

p  انطلاقاً من النقطةA َّجاه جھين بالاتّ ، مت

49ومن الواضح أنّ قوساً من الدائرة طولھا . الموجب للدوران

3

p 3على  49نقسم . تحوي عدّة دورات 

49: فنجد 16 3 1= ´ 49 كان ، ومن ثمَّ  ،+
16

3 3

p p
p=  المقدار ولكنّ  . +

16p فإذا انطلقنا من النقطة .  ثمان دوراتً مثلّ يA  ثمان وقطعنا مسافة تعادل

، ثمّ نقطع بعد ذلك مسافة A، لوصلنا إلى النقطة  دوراتً 
3

p  بالاتجاه الموجب

ھي أيضاً النقطة الممثِّلة للعدد  Mنلاحظ أنّ النقطة  .Mفنصل إلى النقطة 
3

p. 

  لتمثيل النقطةM 29قطع مسافة  على الدائرة علينا

4

p  انطلاقاً من النقطة

A َّومن الواضح أنّ قوساً من الدائرة . ب للدورانجاه السالجھين بالاتّ ، مت

29طولھا 

4

p 29: فنجد 4على  29نقسم . تحوي عدّة دورات 7 4 1= ´ +، 

29ومن ثمَّ فإنّ 
7

4 4

p p
p= + . 

 الحل
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وقطعنا مسافة تعادل  Aفإذا انطلقنا من النقطة . ونصف الدورة ثلاث دوراتً  يمثّل 7p المقدار ولكنّ 

، ثمّ نقطع بعد ذلك مسافة ¢Aالنقطة فنصل إلى بالاتجاه السالب  ورةونصف الد ثلاث دوراتً 
4

p  بالاتجاه

 . Mفنصل إلى النقطة  السالب

  النقطةلتمثيل M 8ائرة علينا قطع مسافة على الد

3

p  انطلاقاً من النقطة

A َّومن الواضح أنّ قوساً من الدائرة . ب للدورانجاه السالجھين بالاتّ ، مت

8طولھا 

3

p 8: فنجد 4على  29نقسم . تحوي عدّة دورات 2 3 2= ´ +، 

8ومن ثمَّ فإنّ  2
2

3 3

p p
p= فإذا . واحدة دورةمثلّ ي 2p المقدار ولكنّ  . +

، ثمّ نقطع Aالنقطة فنصل إلى الب بالاتجاه السواحدة  دورةوقطعنا مسافة تعادل  Aانطلقنا من النقطة 

2بعد ذلك مسافة 

3

p  فنصل إلى النقطة  السالببالاتجاهM .  

  النقطةلتمثيل M 7سافة على الدائرة علينا قطع م

6

p  انطلاقاً من النقطةA َّجاه الموجب جھين بالاتّ ، مت

7ومن الواضح أنّ قوساً من الدائرة طولھا . للدوران

6

p تحوي عدّة دورات .

7: فنجد 6على  7نقسم  6 1 1= ´ 7ومن ثمَّ فإنّ  ،+

6 6

p p
p= + . 

وقطعنا مسافة  Aفإذا انطلقنا من النقطة .  نصف دورةمثلّ ي p المقدار ولكنّ 

، ثمّ نقطع بعد ذلك مسافة ¢A، لوصلنا إلى النقطة  نصف دورةتعادل 
6

p 

  .Mبالاتجاه الموجب فنصل إلى النقطة 

  لتمثيل النقطةM  15على الدائرة علينا قطع مسافة

4

p  انطلاقاً من النقطة

A َّومن الواضح أنّ قوساً من الدائرة . جاه الموجب للدورانجھين بالاتّ ، مت

15طولھا 

4

p فنجد 4على  15نقسم . تحوي عدّة دورات :

15 3 4 3= ´ ومن ثمَّ فإنَّ  ، +
15 3

3
4 4

= +
p p

p  . ّ3 المقدار ولكنp 

وقطعنا مسافة تعادل  Aفإذا انطلقنا من النقطة .  دورةالنصف دورة و مثلّ ي

3ثمّ نقطع بعد ذلك مسافة ، ¢A، لوصلنا إلى  دورة و نصف الدورة

4

p  بالاتجاه الموجب فنصل إلىM.  

  النقطةلتمثيل M  17على الدائرة علينا قطع مسافة

4

p  انطلاقاً من النقطة

A َّومن الواضح أنّ قوساً من الدائرة . ب للدورانجاه السالجھين بالاتّ ، مت

17طولھا 

4

p 17: فنجد 4على  29نقسم . تحوي عدّة دورات 4 4 1= ´ +، 

17ومن ثمَّ فإنّ 
4

4 4
= +

p p
p .  

A

B
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بالاتجاه  دورتينوقطعنا مسافة تعادل  Aفإذا انطلقنا من النقطة . اثنتين  دورتينمثلّ ي 4p المقدار ولكنّ 

، ثمّ نقطع بعد ذلك مسافة Aالنقطة فنصل إلى السالب 
4

p  فنصل إلى النقطة  السالببالاتجاهM .  

 
   تَدرَّبْ  

    ْيمكنك البدء بتعيين النقاط الموافقة على دائرة . وجيب تمام الأعداد الحقيقيةّ الآتية جيبقيمة  عيِّن

   .مثلثّيةّ

  
6

p  5و

6

p  7و

6

p  11و

6

p   13و

6

p.  

 
4

p  9و

4

p  5و

4

p  81و

4

p   108و

4

p
-.  

 4

3

p  و
3

p  71و

3

p 97و

3

p  54و

3

p
-.  

  
13

2
6 6

p p
p= 13إذن  + 13

cos cos , sin sin
6 6 6 6

p p p p
= =  

11
2

6 6

p p
p= 11إذن  - 11

cos cos cos , sin sin sin
6 6 6 6 6 6

p p p p p pæ ö æ ö÷ ÷ç ç= - = = - = -÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
  

7

6 6

p p
p= 7إذن  + 7

cos cos , sin sin sin
6 6 6 6 6

p p p p p
p

æ ö÷ç= - = + = -÷ç ÷÷çè ø
  

5

6 6

p p
p= 5إذن  - 5

cos cos , sin sin
6 6 6 6

p p p p
= - =  

  :ويمكن تنظيم الجدول التالي
13

6

p  11

6

p  7

6

p  5

6

p  
6

p  x  
1

2
  1

2
-  1

2
-  1

2
  1

2
  sin x  

3

2
  3

2
  3

2
-  3

2
-  3

2
  cos x  

108 5 9 81
27 , , 2 , 20

4 4 4 4 4 4 4

p p p p p p p
p p p p- = - = + = + = +  

  :ويمكن تنظيم الجدول التالي
81

4

p  108

4
-

p  9

4

p  5

4

p  
4

p  x  
2

2
  0  

2

2
  2

2
-  2

2
  sin x  

2

2
  1-  2

2
  2

2
-  2

2
  cos x  
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71 2 5 54 97
22 22 , 18 , 32

3 3 3 3 3 3

p p p p p p
p p p p p= + + = + - = - = +  

  :الجدول التالي تنظيمويمكن 

97

3

p  54

3
-

p  71

3

p  
3

p  
3

p  x  
2

2
  0  3

2
-  3

2
-  3

2
  sin x  

1

2
  1  

1

2
  1

2
-  1

2
  cos x  

  لتكنM  ّثية النقطة من الدائرة المثل  الموافقة لعددx . عيِّن على  النقاط الموافقة للقياسات
xp xpو - 2و + xp   : ، ثمُّ اختزل الصيغة-

( ) cos cos( ) cos( ) cos(2 )f x x x x xp p p= + - + + + -.  

  
xpالموافقة للعدد  النقطة من الدائرة المثلّثية  Nلتكن  - ،  

xpالموافقة للعدد  المثلّثية  الدائرةالنقطة من  Kو  Kو ، +
2الموافقة للعدد  النقطة من الدائرة المثلّثية  xp -.  

   الثلاثة الملونة والموضحة في الرسم  القائمةمثلثات تطابق الت
  ).يتطابق  وتر وزاوية حادة من كل منها مع مقابلاتها من البقية (

)نجد أن إحداثيا كل نقطة من النقاط السابقة هي  الثلاثةمن تطابق المثلثات  cosx, sinx)-N  و
K( cosx, sinx)- ,cosx)و  - sinx)P   ومنه  -

cos( ) cosx xp - = )cosو  - ) cos+ = -x xp وcos(2 ) cos- =x xp  
)  إذا عوضنا في الصيغة المعطاة وجدنا أنَّ  ) cos cos cos cos 0f x x x x x= - - + =  
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  تمرينات ومسائل   
  : نيات الثلاثة للتوابع الآتية رسمنا في معلم متجانس المنح  

  التابعf  المعرّف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة وفق :( )f x x=. 
  التابعg  2: المعرّف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة وفق( )g x x=. 
  التابعh  0المعرّف بشرطx 1: وفق  ¹

( )h x
x

=. 
  :المستوحاة من الرسم البيانيمعلِّلاً إجابتك  بيّن الصواب من الخطأ في المقولات الآتية

    2إذا كانx 2كان  < 4x >. 
  2إذا كان 4x 2xكان  < >. 
  0إذا كان 1x< 2xكان  > x<. 
  1إذا كانx < 1كان  -

x
x

<. 
  1إذا كان 2x- < 21كان  > 4x< <. 
  1إذا كان 1

2x
> 2xكان  - < -.  

  
  صح لأن التابعg  0متزايد على,é é+¥ë ë ،( )2 4g 2xفإذا كان  = )كان  < ) ( )2g x g>.  
  خطأ لأن التابعg  متناقص على المجال, 0ù ù-¥û û 2، فإذا كان 4x 2xكان  < < -.  
  0,1صح لأنه في المجالù éû ë  يكونgC  تحتfC.  
  صح لأنه في المجال, 1ù é-¥ -û ë  يكونfC  تحتhC.  
  خطأ لأن التابعg  1,0متناقص على المجالù ù-û û  0,2، ومتزايد على المجالé éë ë.  
  صح لأن التابعh  متناقص على, 0ù ù-¥û û ولما كان  ،( ) ( ) 1

2
2

h x h> - = 2xكان  - < -.  

  عيّنها  ،في كل حالة من الحالات الآتية هناك إجابة واحدة صحيحة فقط  
غير المعدوم أياً كان العدد a ّ2، فإن( 2 )a-  يساوي :  

  24a-    24a   22a          
  23إنّ تحليل المقدار 8 4x x+   :هو  +

  2(3 2)x +   (3 2)( 2)x x+ +   23( 2)x +   
   2إذا كان 3x- <   :كان  >

  2 9x <   24 9x< <   24 x<   
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  التابعf  المعرّف على 2يغة بالص( ) 3 5f x x= -   :هو  +
     متناقص تماماً على.    5]متزايدٌ على, [+¥.   على زايدٌ تم ] , 0]-¥.  

  التابعf  2المعرّف بالصيغة( ) 4 ( 3)f x x= -   :يقبل  -
    3 قيمة صغرى.   4 قيمة صغرى.   4 قيمة كبرى.  

في الشكل  يمثل القطع المكافئ . ن الصحيحة منها مُعلّلاً إجاباتكفيما يلي، عدّة مقولات، عيّ  
  .  المجاور تابعاً حدودياً من الدرجة الثانية

   يمكن تعريفf  وفق :  

  
( )1 9

2 4

2

2

( ) ( 2)( 1)

( ) (1 )(2 )

( )

( ) 2

= - +
= - +

= - -
= - -

f x x x

f x x x

f x x

f x x x








   

  يأتييحقّق كثير الحدود ما :  
    0.6يبلغ قيمته الصغرى عندx =.  
    (0.5)قيمته الصغرى هيf.  
    أياً كان العددx  كان  [0,1]من المجال( ) 2f x £ -.  
    أياً كان العددx  كان( ) 2 0f x + >.  

  
  ( ) ( 2)( 1)= - +f x x x     منحني التابع يمر بالنقاط لأنَّ صحيحة  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,0 , 2,0 , 0, 2 , 1, 2 , 2,4 , 3,4- - - -   
(3)هنا و  4=f ، ( 2) 4- =f ، (1) 2= -f ، (0) 2= -f ، (2) 0=f ، ( 1) 0- =f.  
 ( ) (1 )(2 )= - +f x x x  يمر بالنقطتين خطه البياني لأنَّ  ،خاطئة( )1, 0-،  ( )2, بينما  0

  . الخط المعطى لا يمر بأي نقطةٍ منهما 
  ( )1 9

2 4

2
( ) = - -f x x  لأن قاعدة الربط تنتج عن الأولى بنشر قاعدة الربط الأولى ، صحيحة 

  .ثم التحليل إلى جداء أقواسوفك التربيع 
   2( ) 2= - -f x x x     لأن قاعدة الربط تنتج عن الأولى بنشر قاعدة الربط الأولى ،صحيحة 

  .وإجراء عملية الضرب
    0.6يبلغ قيمته الصغرى عندx = .  

1ومعادلته   بالذروة محور تناظره يمرُّ  لأنَّ  ،خاطئة      1

2(1) 2

-= - =x .   
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  (0.5)قيمته الصغرى هيf.  
1لأنَّ ذروة القطع المكافئ  ، صحيحة 1

, ( )
2 2

æ ö÷ç ÷ç ÷÷çè ø
V f  وفتحته نحو الأعلى.  

  أياً كان العددx  كان  [0,1]من المجال( ) 2f x £ -.  
2yالمنحني يقع تحت المستقيم لأنَّ  ،صحيحة  = 0,1éمن المجال xعندما  - ùë û.  

  أياً كان العددx  كان( ) 2 0f x + >.  
)0كان  ، [0,1]من المجال  xأياً كان العدد  ،هلأنَّ  ،خاطئة ) 2f x + £.  

    

  ِّراد التابع المعرّف على ادرس اط*  4وفق
( )f x

x
 .متجانس مٍ لَ عْ في مَ  ه البيانيّ وارسم خطّ  =

  3أعد السؤال في حالة
( )f x

x
= -.  

  
  لندرس التابعf  0على المجال,ù é+¥û ë .  

ا كان 1التابع  لمَّ
:g x

x
 0على المجال  تماماً  اً متناقص,ù é+¥û ë ،  وأياً كان العددان,u v ن الموجبا

uفإن   ، تماماً  v<  َّ1 تقتضي أن 1

u v
4 وجدنا أنَّ  ،  مَّ ، ومن ثَ  < 4

u v
)، أي < ) ( )f u f v> إذن ،

ù,0على المجال  التابع متناقصٌ  é+¥û ë.  
1ومن كون التابع  ،بطريقة مماثلة ونجد 

: g x
x

ù,0متناقصاً تماماً على المجال   é+¥û ë ،  َّالتابعَ  أن 
,على المجال  متناقصٌ  0ù é-¥û ë.  
  لندرس التابعf  0على المجال,ù é+¥û ë .  

1التابع  نعلم أنَّ 
: g x

x
ù,0على المجال  تماماً  متناقصٌ   é+¥û ë  

u,وأياً كان العددان  v  ًفإنَّ  ، الموجبان تماما u v<  َّ1 تقتضي أن 1

u v
 فإنَّ  مَّ ، ومن ثَ  ومنه <

3 3

u v

- -
)، أي > ) ( )f u f v< ٌ0على المجال  ، إذن التابع متزايد,ù é+¥û ë.  
,على المجال  التابع متزايدٌ  أنَّ  ،بطريقة مماثلة ونجد  0ù é-¥û ë.  

  :الآتيفي الشكل  ه البيانيّ منها خطَّ  اقرن بكلٍّ . معرفة على  يأتيع المُشار إليها فيما التواب  

  
2

2
2 1

2
2

4 3

( 2)
2 2

2

2 2
2

( ) 2 ( )

( ) 1 ( ) ( 1)

-
+ -

- -

= - + =

= - + = -

x
x

x
x

f x f x x

f x f x x
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 1f 1طه البياني خC      2f 4خطه البيانيC      
 3f 2خطه البيانيC      4f 3خطه البيانيC  
  :ة الآتية رسمنا في معلم متجانس الخطوط البيانيّ   
  1   2الممثّل للتابع:f x x x-.  
  2   4الممثّل للتابع

:g x
x

.  
  3    الممثّل للتابع: 3h x x +.  
  الآتيةحلّ بيانياً كلاً من المتراجحات : 

2 24 4
3 3x x x x x x

x x
+ ³ - ³ - £ +    

 2وعة حلول المتراجحة المضاعفة استنتج مجم 4
3x x x

x
- £ £ +.  

  
   2نلاحظ أن المنحنيينC  3وC  يتقاطعان في النقطتين( ) ( )1,4 , 4, 1M N - -  

4والمتراجحة 
3x

x
£ ومن الشكل نلاحظ أن  3Cتقع تحت نقاط الخط  2Cتعني أن نقاط الخط  +

4,0في المجال  xالمتراجحة محققة عندما تكون  1,é é ù é- +¥ë ë û ë  
   1نلاحظ أن المنحنيينC  2وC  يتقاطعان في النقطتين( ) ( )2,2 , 4, 1E N - -  

24والمتراجحة 
x x

x
³ ومن الشكل نلاحظ أن  1C تقع فوق نقاط الخط 2Cتعني أن نقاط الخط  -

0,2ùفي المجال  xالمتراجحة محققة عندما تكون  ùû û  
  1نلاحظ أن المنحنيينC  3وC ي النقطتين يتقاطعان ف( ) ( )3,6 , 1,2D F -  

23xو المتراجحة  x x+ ³ ومن الشكل نلاحظ  1Cتقع فوق نقاط الخط  3Cتعني أن نقاط الخط  -
1,3éفي المجال  xأن المتراجحة محققة عندما تكون  ù-ë û  
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  إن البحث عن مجموعة حلول متراجحة مضاعفة يعني البحث عن مجموعة الأعداد الحقيقية المحققة
  .للمتراجحتين معاً 

2المتراجحة  4
3x x x

x
- £ £ في المجال  xمحققة عندما تكون  +

( )0,2 4,0 1, 1,2ù ù é é é é é ù- +¥ =û û ë ë ë ë ë û .  
]لتكن    ]AB  11قطعة مستقيمة طولهاcm ولتكن ،M  نقطة من
]القطعة  ]AB . نرسم في جهة واحدة من المستقيم( )AB  مربّعين طول ضلع
  . BMوطول ضلع الثاني  AMالأوّل 
  أَتوجد نقطة، أو عدّة نقاطM من القطعة ،[ ]AB  بحيث يساوي مجموع

265ي سطحي المربّعين المرسومين مساحت cm  ؟  
  أَتوجد نقطة، أو عدّة نقاطN من القطعة ،[ ]AB  تجعل مجموع مساحتي سطحي المربّعين

  المرسومين أصغر ما يمكن ؟

  
 نفترض أنAM x=  0حيث 11x£ 11BMفيكون  £ x= -  

)مساحة المربع الثاني تساوي  .2xمساحة المربع الأول تساوي  )2 211 121 22x x x- = - +.  
(x)2ساحتي سطحي المربعين يساوي مجموع م 2 22 121= - +f x x  

(x)2كان  65ولما كان مجموع مساحتي سطحي المربعين يساوي  2 22 121 65= - + =f x x  
2ومنه  11 28 0x x- + )والتي يمكن كتابتها بالشكل  = )( )4 7 0x x- -  : نجد أنهبحل المعادلة  =
4xإما  7xأو  =  Aتبعد عن النقطة النقطة الأولى  ،إذن يوجد نقطتان تحققان المطلوب  ، =

  .  7cmمسافةً قدرها  Aوالنقطة الثانية تبعد عن النقطة  ، 4cmمسافةً قدرها 
)2مجموع مساحتي سطحي المربعين يمكن كتابة  ) 2 22 121= - +f x x x  

2بالصيغة القانونية   121 121
( ) 2( 11 ) 121

4 4
= - + - +f x x x  أي

2 121 121
( ) 2( 11 ) 121

4 4
= - + - +f x x x  وبإصلاح هذه العلاقة

2
11 121

( ) 2
2 2

æ ö÷ç= - +÷ç ÷÷çè ø
f x x  

121اً أنَّ واضح تمام
( )

2
³f x  من أجل كل قيمx  بالتالي يوجد نقطة تجعل مجموع و . الممكنة

11وذلك عندما  ،مساحتي سطحي المربعين أصغر ما يمكن 

2
=x ،  أي عندما تقع النقطةM  في

]طعة المستقيمة منتصف الق ]AB.  
عدداً حقيقيّاً من المجال xليكن   

2
, ppé ù- -ê úë û  3يحقّق

sin
5

x =   .cosxاحسب . -
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3إن العدد 

sin
5

x =  2Mو 1Mوضعنا على الرسم النقطتين . المثلثيةهو ترتيب نقطتين من الدائرة  -
 .الموافقتين
نعلم أنّ 

2
,x ppé ùÎ - -ê úë û .رة عند الانتقال على الدائ  انطلاقاً من النقطة

A  متّجهين بالاتّجاه السالب نجد أنّ مجموعة النقطM  الموافقة لقيم هذا
Aالمجال هي القوس  B¢ فإذا أخذنا بعين الاعتبار الفرضيّتين معاً . ¢
  .هي النقطة المناسبة 2Mاستنتجنا أنّ النقطة 

2علماً أنها سالبة، نعلم أنّ  2Mهو فاصلة النّقطة  cosxإن  2sin cos 1x x+ ومنه  =
2 2 9 16

cos 1 sin 1
25 25

x x= - = - 4و منه  =
cos

5
x = -  

)مثّل على هذه الدائرة مجموعة النقاط . الدائرة المثلثيّة لتكن    )cos , sinM x x  المحقِّقة للشرط
1 3

cos
2 2

x- £ p,ما الأعداد الحقيقيّة من المجال . £ pé ù-ë û  الموافقة لهذه لنقاطM؟  

  
1تعني  المتراجحة  3

cos
2 2

x- £ التي تقع فاصلة كل  من الدائرة Mأنّنا نبحث عن النقاط  £

1منها في المجال  3
,

2 2

é ù
ê ú-ê úê úë û

. 

AAéنرسم على  ù¢ë û  القطعة المستقيمةIJé ùë û  1الموافق للمجال 3
,

2 2

é ù
ê ú-ê úê úë û

النقطة التي  Iعلى أن تكون  

1فاصلتها 

2
3النقطة التي فاصلتها  Jو -

2
. 

، التي تقع فاصلة كل منها في المجال ، من الدائرة Mنريد تمثيل النقاط 
1 3
,

2 2

é ù
ê ú-ê úê úë û

 3Mوالنقطة  ABالقوس  من 1Mنضع على الدائرة النقطة . 

ABمن القوس  مسقطهما القائم على محور الفواصل، ثمّ  Jاللتين يكون  ¢
Aمن القوس  4Mو ¢BAمن القوس  2Mضع النقطتين  B¢ التين تكون  ¢

I مسقطهما القائم على محور الفواصل. 
إن نقاط القوسين 

1 2M M  و
4 3M M هي مجموعة النقاط المطلوبة. 

p,حقيقي من المجال إن العدد ال pé ù-ë û  1الموافق للنقطةM  هو
6

p .  
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p,إن العدد الحقيقي من المجال  pé ù-ë û  2الموافق للنقطةM  2هو

3

p .  

جموعة الأعداد الحقيقيّة الموافقة لنقاط القوس إذن م
1 2M M  2هي

,
6 3

p pé ù
ê ú
ê úë û

.  

نجد أن مجموعة الأعداد الحقيقيّة الموافقة لنقاط القوس  الأسلوب  وبنفس
4 3M M  2هي

,
3 6

p pé ù
ê ú- -
ê úë û

.  

4مربعاً طول ضلعه   ABCDليكن   cm . ولتكنM  نقطة من[ ]AB 
]نقطة من  Nو ]AD  بحيثAM DN= . ُمّ لتكن ثP  نقطة تجعل

AMPN  ًمستطيلا.  
  .أكبر ما يمكن AMPNتجعل مساحة المستطيل  Mيطلب تعيين

 
AMنفترض  x= مساحة المستطيل بالرمز  نرمز إلى( )f x  

ABéنقطة من الضلع  Mولما كانت ùë û  استنتجنا أن مجموعة تعريف التابعf  0,4هيé ùë û.  
4ANإن  x= ) إذن - ) ( ) ( )24 4 2f x x x x= - = - -  

)ولما كان  )24 2 4x- - )كان  £ ) 4f x يأخذها التابع ويبلغها عندما  قيمةٍ  أكبرُ  4 أي أنَّ  £
2x 2AMعندما المساواة ق وتتحقَّ  4للمستطيل تساوي  أكبر مساحةٍ  ، أي أنَّ = =.  

]لتكن   ]AB  8قطعة مستقيمة طولها cm ولتكن ،M  نقطة من
[ ]AB .ع ي الشكل المربّ نُنشئ كما فMBCD  والمثلث القائم المتساوي

xنضع . AMEالساقين   AM= ونرمز بالرمز ،( )f x  إلى مساحة
  . ABCDEالمضلع 

 حسب بدلالة اx مساحة كل من المربعMBCD  والمثلثAHE  وشبه المنحرفHMDE.  
   استنتج صيغة( )f x .  
  على أيّ مجالI  التابعf مُعرّفٌ؟  
  ادرس التابعf  علىI ْأصغر القيم التي تأخذها مساحة المضلع  ، وعيّنABCDE.  

 
  لما كانتAM x=  كان طول ضلع المربعMBCD  8يساوي x-  وكانت مساحة المربع

MBCD  تساوي( )21 8= -S x.  
 AHEوكان المثلث  AMمحور القاعدة  EHاقين كان قائم ومتساوي السَّ  AMEلما كان المثلث 

مثلث قائم طول ضلعه القائمة 
2

x
HM ارتفاعه و  =

2 2 2 2

2 2 4 22

x x x x x
EH

æ ö æ ö÷ ÷ç ç= - = - =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
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تساوي  AHEومنه مساحة المثلث 
2

2
1
( )( )

2 2 2 8
= =

x x x
S  .  

 على التوالي  HMDEتين في شبه المنحرف القائم القاعد طولا
2

x
EH 8DM و، = x= - ،

والارتفاع 
2

x
HM    ومنه مساحة شبه المنحرف تساوي =

( )
3

16(16 2 )

2 4 8

x xx x x
S

-+ -
= ⋅ =  

                                                                              
( ) 1 2 3= + +f x S S S  

( )
( ) ( )2216 8 8

8 8 8

- -
= + +

xx x x
f x  

( )
2 2 216 512 8 128

8

- + + + -
=

x x x x x
f x  

( )
2

28 512 112
14 64

8

- + -
= = - +

x x
f x x x  

  تتغير قيمةx  التابع ف ،من الصفر إلى الثمانيةf  معرف عندماx  0,8تكون في المجالé ùë û.  
  يمكن كتابة( )f x بالصيغة الآتية  

( ) ( )22 214 64 14 49 49 64 7 15f x x x x x x= - + = - + - + = - +  
)ا كان ولمَّ  )27 15 15x - + )كان  ³ ) 15f x أصغر قيمة يأخذها التابع ويبلغها عندما  15 أي أنَّ  ³
7x 7AMوتتحقق عندما  15تساوي  ABCDEمساحة للمضلع  أصغر ،و بالتالي ، = =.  

4إذا علمت أنّ   
sin

5
x وأنّ  =

2
,x p pé ùÎ ê úë û  فأوجدcosx. 

 
2نعلم أنّ  2sin cos 1x x+ 2ومنه  = 2 16 9

cos 1 sin 1
25 25

x x= - = - ,ولما كان  =
2

x
p

p
é ù
ê úÎ
ê úë û

 

9سالب ومنه  cosxكان   4
cos

25 5
= - = -x.  

1إذا علمت أنّ  
cos

3
x = ,وأنّ  - 0x pé ùÎ -ë û  فأوجدsinx.  

  
2نعلم أنّ   2sin cos 1x x+ 2ومنه  = 2 1 8

sin 1 cos 1
9 9

x x= - = - =   
,ولما كان  0x pé ùÎ -ë û   كانsinx اً سالب  

8ومنه  2 2
sin

9 3
= - = -x.  

 الحل

 الحل

O



1
c

3
-

sin x
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الموافقة لمجموعة  Mفي كل من الحالات الآتية، مثّل على الدائرة المثلّثيّة مجموعة النقاط  
  : التي تحقٌّق  xالأعداد الحقيقيّة 

2 1 1 3
cos sin cos 1 0 sin

2 2 2 2
x x x x£ - > £ £ £ £    

 

  3تعني  المتراجحة
0 sin

2
x£ من  Mأنّنا نبحث عن النقاط £

3منها في المجال  كلّ  ترتيبقع يلتي ا الدائرة
0,

2

é ù
ê ú
ê úê úë û

. 

BBéنرسم على  ù¢ë û  القطعة المستقيمةé ùë ûOI  3الموافق للمجال
0,

2

é ù
ê ú
ê úê úë û

حيث  

O مبدأ الإحداثيات  وI  3التي ترتيبها من محور التراتيب النقطة

2
. 

3، التي يقع ترتيب كل منها في المجال  ، من الدائرة Mنريد تمثيل النقاط 
0,

2

é ù
ê ú
ê úê úë û

نضع على الدائرة . 

Nوالنقطة  ABمن القوس  Nالنقطة  مسقطهما القائم على محور  Iاللتين يكون  ¢BAمن القوس  ¢
 .التراتيبمسقطهما القائم على محور  Oالتين تكون  ¢Aو Aالنقطتين  ولدينا التراتيب

Nو  ANنقاط القوسين مجموعة النقاط المطلوبة هي إن  A¢ ¢. 

3و لما كان  2
sin sin

2 3 3
= =

p p 0و كان sin 0 sin= = p  مجموعة نقاط  استنتجنا
 AN N A¢ ¢  توافق قيماً للمتغيرx 2 هي

0, ,
3 3

x
p p

p
é ù é ù
ê ú ê úÎ
ê ú ê úë û ë û

  

 
1

cos 1
2

x£ نقاط القوس نفس الطريقة السابقة نجد أن ب.  £
NAN   .هي مجموعة النقاط المطلوبة ¢

1 ونعلم أنَّ 
cos cos

2 3 3
= = -

p p  1و cos 0 sin= = p  

NANمجموعة نقاط ومنه نجد   , من xتوافق قيماً للمتغير  ¢
3 3

p pé ù
ê ú-
ê úë û

  

 
1

sin
2

x NBNبنفس الطريقة السابقة نجد أن إن نقاط القوس  < ¢ 
Nو  Nعدا النقطتين   .هي مجموعة النقاط المطلوبة ¢

1إن  5
sin sin

2 6 6

p p
= = .  

  

 الحل

A

N

A¢ O

N ¢

3

p

2

3

p

3

2

B

B ¢

I



 
 

N

B

N ¢

O

1

2

6

p
5

6

p

AA¢
I
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O

1
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p
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NBNمجموعة نقاط و  Nو Nعدا النقطتين  ¢ 5 تتحقق عندما ¢
,

6 6
x

p pù é
ú êÎ
ú êû ë

    

 
2

cos
2

x £ بنفس الطريقة السابقة نجد أن إن نقاط القوس  -
NA N¢  .هي مجموعة النقاط المطلوبة ¢

2إن  3 5
cos cos

2 4 4

p p
- = =  

NAمجموعة نقاط  N¢ 3تتحقق عندما  ¢ 5
,

4 4
x

p pé ù
ê úÎ
ê úë û

.  

  :من الحالات الآتية القيم الدقيقة لجيب وجيب تمام الزاوية  احسب في كلٍّ  
13 11 7 5

6 6 6 6 6
81 51 9 5

4 4 4 4 4
97 82 71 4

3 3 3 3 3

p p p p p

p p p p p

p p p p p

  

  ): الزوايا في السطر الأول (المجموعة الأولى  
 لما كان 

13
2

6 6

p p
p= 13وجدنا أنَّ    +

sin sin
6 6

=
p p   13 و

cos cos
6 6

=
p p  

 لما كانو 
13

2
6 6

p p
p= 11وجدنا أنَّ   -

cos cos cos
6 6 6

æ ö÷ç= - =÷ç ÷÷çè ø
p p p   

11 و أنَّ                                
sin sin sin

6 6 6

æ ö÷ç= - = -÷ç ÷÷çè ø
p p p  

 لما كانو 
7

6 6

p p
p= 7وجدنا أنَّ  +

cos cos
6 6

= -
p p  

7و أنَّ                                
sin sin

6 6
= -

p p   

6 لما كانو  6

p p
p= 5وجدنا أنَّ       -

sin sin
6 6

=
p p   َّ5و أن

cos cos
6 6

= -
p p  

  :ويمكن تنظيم الجدول التالي
  

13

6

p  11

6

p  7

6

p  5

6

p  
6

p  x  
1

2
  1

2
-  1

2
-  1

2
  1

2
  sin x  

3

2
  3

2
  3

2
-  3

2
-  3

2
  cos x  

 الحل

 
 N

A¢

N ¢

O

2

2-

3

4

p

5

4

p

I
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  ): الزوايا في السطر الثاني (المجموعة الثانية 

  : كما في المجموعة الأولى
5

4 4
= +

p p
p  و 

9
2

4 4
= +

p p
p   51و 3

12
4 4

= +
p p

p   81و
20

4 4
= +

p p
p .  

  :ويمكن تنظيم الجدول التالي
  

81

4

p  51

4

p  9

4

p  5

4

p  
4

p  
x  

2

2
  2

2
  2

2
  2

2
-  2

2
  sin x  

2

2
  2

2
-  2

2
  2

2
-  2

2
  cosx  

  

  ): الزوايا في السطر الثالث (المجموعة الثالثة 
  : كما في المجموعتين السابقتين 

97
32

3 3
= +

p p
p   82و

26
3 3

= + +
p p

p p 71 و 2 5
22 22

3 3 3
= + + = +

p p p
p p p  

  :لجدول التاليويمكن تنظيم ا
  

97

3

p  82

3

p  71

3

p  4

3

p  
3

p  
x  

3

2
  3

2
-  3

2
-  3

2
-  3

2
  sin x  

1

2
  1

2
-  1

2
-  1

2
-  1

2
  

cosx  
  : xأثبت صحّة العلاقتين الآتيتين وذلك أياً كان العدد الحقيقيّ  

( )2sin cos 1 2 sin cosx x x x+ = + . 
 ( ) ( )( )2

1 sin cos 2 1 cos 1 sinx x x x+ + = + + . 

 
  2التربيعية ونستعمل العلاقة نفك المطابقة 2sin cos 1+ =x x  بين جيب الزاوية وجيب

  تمامها كما يأتي 
( )2 2 2sin cos sin cos 2 sin cos

1 2 sin cos

+ = + +
= +

x x x x x x

x x
  

  َّيأتينفك المطابقة التربيعية كما  نجمِّع المقادير بين قوسين ثم  

 الحل
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( ) ( )2 2
1 sin cos 1 sin cosé ù+ + = + +ë ûx x x x  

( ) ( )2
1 sin cos 2 sin cos= + + + +x x x x  

  نفك المطابقة التربيعيَّة الثَّانية 
2 21 sin cos 2 sin cos 2 sin 2 cos= + + + + +x x x x x x  

2نستعمل العلاقة  2sin cos 1+ =x x كما يلي  
( )2 2 sin 1 cos 2 cos= + + +x x x  
  نجمِّع المقادير في أقواس لإيجاد عامل مشترك فيما بينها 

( ) ( )2 1 cos 2 sin 1 cos= + + +x x x  
  نجد  بأخذ العامل المشترك

( )( )2 1 cos 1 sin= + +x x  

cosفي حالة    0x sinنعرّف  ¹
tan

cos

x
x

x
=.  

  أثبت أنّه أياً كان العددx  الذي يحقّقcos 0x 2ان ك ¹
2

1
1 tan

cos
x

x
+ =. 

  ّإذا علمت أنx  تنتمي إلى
2
, 0pù ù-ú úû û  ّوأنtan 2x =  .sinxو cosxفأوجد  -

  
 نبدأ بالطرف الأيسر فنبدِّلtan x  بالكسرsin

cos

x

x
نجد   

2
2

2

sin
1 tan 1

cos
+ = +

x
x

x
  

د المقامات نجد أنَّ   نوحِّ
2 2

2
2

cos sin
1 tan

cos

+
+ =

x x
x

x   

2نستعمل العلاقة   2sin cos 1+ =x x  2نحصل على
2

1
1 tan

cos
x

x
+   وهو المطلوب . =

  عندماtan 2= -x  ِّض بالعلاقة السابقة نجد نعو
2

1
1 4

cos
+ =

x
2ومنه   1

cos
5

=x   ولما كانت

, 0
2

ù ù
ú úÎ -
ú úû û

x
p  1 كان

cos
5

=x.  

sinبالإفادة من 
tan

cos

x
x

x
tanإذا عوَّضنا قيمتي  = x  وcos x   َّوجدنا أن cos tan sin⋅ =x x x 

1ومنه  
sin 2

5
= ´-x  ،2

sin
5

= -x  

 الحل
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، تمكن الاستفادة من الدائرة المثلّثيّة أو من الخطين البيانيّين لتابعي الآتيةللإجابة عن الأسئلة   
  .الجيب وجيب التمام

  أوجد الأعداد الحقيقيّةx  من المجال
2
,2p pé ù-ê úë û  1التي تحقّق

cos
2

x =. 

  أوجد الأعداد الحقيقيّةx  2,من المجالp pé ù-ë û  2التي تحقّق
sin

2
x =. 

  أوجد الأعداد الحقيقيّةx  من المجال
2
,2p pé ù-ê úë û  التي تحقّقcos 0x ³. 

  أوجد الأعداد الحقيقيّةx  2من المجال ,3p pé ù-ë û  3التي تحقّق
sin

2
x £. 

  
 1

cos
2

x حيث  =
2
,2x p pé ùÎ -ê úë û  

  شاقولي على المحور الأفقي عند  ونعيين عليها مستقيمنرسم الدائرة المثلّثيّة
1 نقطة فاصلتها تساوي

2
1يجاد نقطة من الدائرة فاصلتها مساوية لإ 

2
يتقاطع  ،

N,المستقيم مع الدائرة في نقطتين  N ¢.  
 المجالفي 

2
,2p pé ù-ê úë û  على الدائرة المثلّثيّة بالاتّجاه الموجب انطلاقاً من ننتقل

B النقطة Nفنصل للنقطة ) بداية المجال( ¢ ا معند ¢
3

x
p

= وهو أول حل  -

ا معند Nللمعادلة، نتابع فنصل للنقطة 
3

x
p

، نتابع فنصل مجدداً للنقطة وهو الحل الثاني للمعادلة =
N 5عندها  ¢

2
3 3

x
p p

= p -  A، نتابع فنصل لنهاية المجال عند النقطةوهو الحل الثالث للمعادلة =

5حلول المعادلة هي  مجموعةومنه  فنتوقف،
, ,

3 3 3
S

p p pì üï ïï ï-í ýïïî
=

ïïþ
.  

بيانيّ لتابع نرسم الخط ال : توضيح
1جيب التمام ونرسم المستقيم 

2
y =. 

المجال  وفي
2
,2p pé ù-ê úë û  يتقاطع

النقاط  فيالخط البياني والمستقيم 
5التي فواصلها 

, ,
3 3 3

x
p p p

-=.  

 2
sin

2
x 2x,حيث  = p pé ùÎ -ë û  

  2 أفقي عند نقطة ترتيبها يساوي مستقيمالمثلّثيّة ونعيين عليها  دائرةالنرسم

2
  

N,يتقاطع المستقيم مع الدائرة في نقطتين  N ¢.  

 الحل
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2p, المجالفي  pé ù-ë û على الدائرة المثلّثيّة بالاتّجاه الموجب انطلاقاً من النقطة تقل ننA¢ )بداية المجال (
B,بالنقاط   نمر A¢  للنقطة ثم نصلN ا عندم

4
x

p
Nلنقطة وهو أول حل للمعادلة، نتابع فنصل ل = ¢ 

3ا معند

4
x

p
، نتابع فنصل لنهاية المجال ¢A، نتابع فنصل مجدداً للنقطة وهو الحل الثاني للمعادلة =

3ومنه مجموعة حلول المعادلة هي  فنتوقف، Aعند النقطة
,

44
S

ì üï ïï ïí ý=
ï ïï ïî þ

p p.  

نرسم الخط البيانيّ لتابع  توضيح

2جيب ونرسم المستقيم ال

2
y على  .=

2p,المجال  pé ù-ë û  يتقاطع الخط البياني
والمستقيم عند النقاط التي فواصلها 

3
,

4 4
x

p p
=.  

 cos 0x حيث  ³
2
,2x p pé ùÎ -ê úë û  

  مجموعة النقاط عليها  ونمثّل المثلّثيّةنرسم الدائرةM  الموافقة لمجموعة
cos المتراجحة لتي تحقٌّق ا xالأعداد الحقيقيّة  0x Bوهي القوس  ³ AB¢.  

 المجالفي 
2
,2p pé ù-ê úë û  على الدائرة المثلّثيّة بالاتّجاه الموجب انطلاقاً من ننتقل

Bالنقطة  A,نمر بالنقاط  ) بداية المجال(¢ B  وتكون في هذا المجال
المتراجحة محققة ومجموعة حلولها 

2 2
,p pé ù-ê úë û  نتابع الانتقال من النقطةB  للنقطةB  ¢Aمروراَ بالنقطة  ¢

Bننتقل من النقطة ، حة غير محققةوتكون في هذا المجال المتراج فنصل لنهاية المجال عند    ¢
3وتكون في هذا المجال المتراجحة محققة ومجموعة حلولها  فنتوقف Aالنقطة

2
,2p pé ùê úë û،  إذا مجموعة

3حلول المتراجحة 
2 2 2
, ,2p p p pé ù é ù-ê ú ê úë û ë û.  

جيب التمام نرسم الخط البيانيّ لتابع  توضيح 
0yونرسم المستقيم  على المجال .=

2
,2p pé ù-ê úë û 

0yالمستقيم فوق الخط البياني  قعي ما عند =
3

2 2 2
, ,2x p p p pé ù é ùÎ -ê ú ê úë û ë û  

 3
sin

2
x 2حيث  £ ,3x p pé ùÎ -ë û  

 
 

O



 
0,2p
AA¢

B ¢

B
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  مجموعة النقاط نرسم الدائرة المثلّثيّة ونمثّل عليهاM  الموافقة لمجموعة الأعداد الحقيقيّةx  التي

3 المتراجحةتحقٌّق 
sin

2
x Nوهي القوس  £ B N¢ ¢.  

2في المجال  ,3p pé ù-ë û  على الدائرة المثلّثيّة بالاتّجاه الموجب انطلاقاً ننتقل
وتكون في هذا المجال  Nنصل للنقطة ) بداية المجال(Aمن النقطة 

5المتراجحة محققة ومجموعة حلولها 
2 ,

3

é ù
ê ú- -
ê úë û

p
p  نتابع الانتقال من النقطة

N  للنقطةN Nمحققة، ننتقل من النقطة وتكون في هذا المجال المتراجحة غير  Bمروراَ بالنقطة  ¢ ¢   

Bمروراَ بالنقطة  Nللنقطة  4وتكون في هذا المجال المتراجحة  محققة ومجموعة حلولها  ¢
,

3 3

p pé ù
ê ú-
ê úë û

 

Nللنقطة  Nنتابع الانتقال من النقطة ، وتكون في هذا المجال المتراجحة غير  Bمروراَ بالنقطة  ¢
Nننتقل من النقطة  محققة، Bمروراَ بالنقطة  Nللنقطة    ¢ ن في هذا المجال المتراجحة  محققة وتكو  ¢

2ومجموعة حلولها  7
,

3 3

p pé ù
ê ú
ê úë û
Nننتقل من النقطة  ، فنتوقف  ¢Aفنصل لنهاية المجال عند النقطة    ¢

8وتكون في هذا المجال المتراجحة  محققة ومجموعة حلولها 
,3

3

p
p

é ù
ê ú
ê úë û

إذا مجموعة حلول المتراجحة ، 

5 4 2 7 8
2 , , , , 3

3 3 3 3 3 3

p p p p p p
p p

é ù é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú ê ú- - -
ê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û

  .  

3جيب ونرسم المستقيم النرسم الخط البيانيّ لتابع  توضيح

2
y =.   

  
 
  
  

2على المجال  ,3p pé ù-ë û  3يقع الخط البياني تحت المستقيم

2
y   عندما =
5 4 2 7 8

2 , , , , 3
3 3 3 3 3 3

x
p p p p p p

p p
é ù é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú ê úÎ - - -
ê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û

    

 
 

O



 
0,2p
AA¢

B ¢

B
3

2

NN ¢ 
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و xالنقاط الموافقة للقياسات  ة ثيّ عيِّن على الدائرة المثلّ   
2
x

p
xpو + و +

2
x

p
، ثمُّ -

) :الصيغة اختزلْ  ) ( ) ( )2 2
( ) sin sin sin sing x x x x xp pp= + + + + + -.  

  
تطابق المثلثات في الرسم المقابل وجدنا من ملاحظة الدائرة المثلثية و 

)  أنَّ  )sin sin+ = -x xp و ( )2
sin cos+ =x xp و 

( )2
sin cos- =x xp .كان  ومنه

( ) sin cos sin cos= + - +g x x x x x   
)و بإجراء عمليات الجمع اللازمة ينتج أنَّ   ) 2 cos=g x x  

5النقاط الموافقة للقياسات  ة ثيّ عيِّن على الدائرة المثلّ  
2
xp 3و - xp 5و + xp و -

2
x

p
- ،

): الصيغة  ثمُّ اختزلْ  ) ( ) ( ) ( )5
2 2

( ) sin sin 3 cos 5 cosh x x x x xp pp p= - + + + - + -.  

  
5لمَّا كان 

2 2
2x xp pp- = + -    وجدنا أنَّ  

( ) ( ) ( )5
2 2 2

sin sin 2 sin cosx x x xp p pp- = + - = - =  
3 كان و لمَّا 2x xp p p+ = + +   وجدنا أنَّ    

( ) ( ) ( )sin 3 sin 2 sin sinx x x xp p p p+ = + + = + = -  
5ولمَّا كان  4x xp p p- = + -   وجدنا أنَّ    

( ) ( ) ( )cos 5 cos 4 cos cosx x x xp p p p- = + - = - = -  
5ولمَّا كان  4x xp p p- = + -   وجدنا أنَّ    

( ) ( ) ( )cos 5 cos 4 cos cosx x x xp p p p- = + - = - = -  
)ولمَّا كان   ) ( ) ( )2 2 2

cos cos cos sinx x x xp p pé ù- = - - = - =ê úë û  
)  أنَّ مما سبق وجدنا  ) cos sin cos sin 0h x x x x x= +- +- + =  

  

 الحل

 الحل
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3إذا علمتَ أنّ  Mالنقطة  ة ثيّ الدائرة المثلّ  علىعيِّن  
5

cosx و =
2
, 0x pé ùÎ -ê úë û . ْثمُّ احسب 

)و  sinx: كلاً من  )2
sin xp )و  - )2

cos xp )و  - )cos xp )و - )sin xp -.  

  
2أنّ  نعلم 2sin cos 1x x+ 2ومنه  = 2 9 16

sin 1 cos 1
25 25

x x= - = - ولما كان  =
2
, 0x pé ùÎ -ê úë û  

4سالب ومنه  sinxكان  
sin

5
x = -.  

( ) 3
2 5

sin cos- = =x xp ،   

( )2

4
cos sin

5
- = = -x xp ،  

( ) 3
5

cos cos- = =x xp ،  

( ) 4
sin sin

5
- = = -x xp. 

 
  

 الحل
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  الاحتمالات

  
  مقدمة  

  عناصر الاحتمال  

  قا�ون  الاحتمال  
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  تمرينات ومسائل   
  

تجربة إلقاء قطعة نتأمّل .  Tوإلى الشعار بالرمز  Hفي حالة قطعة نقود، نرمز إلى الكتابة بالرمز     
  :أيّ المقادير التالية يساوي احتمال ظهور الكتابة مرّتين. نقود متوازنة مرّتين متتاليتين

  1

2
.      1

3
.             1

4
.        ( ){ }P TT .  

يحوي صندوق ثلاث كرات متماثلة الملمس، اثنتان سوداوان وواحدة بيضاء، نسحب كرتين على التتالي   
  أيُّ الأعداد التالية يساوي احتمال سحب كرتين سوداوين ؟. مع إعادة الأولى قبل سحب الثانية

  2

9
.  4

9
.  4

6
.    1 .  

في صندوق ثلاث كرات متماثلة الملمس، اثنتان سوداوان وواحدة بيضاء، نسحب كرتين على التتالي     
  أيّ الأعداد التالية يساوي احتمال سحب كرتين سوداوين ؟. دون إعادة الكرة الأولى

  1

9
.  3

9
.  1

6
.    1 .  

     لنتعلمّ البحث معاً لنتعلمّ البحث معاً لنتعلمّ البحث معاً 

  )1(  الكراتوالصندوق   

، 3وتحمل الثانية الرقم  2اوان تحمل إحداهما الرقم ، وكرتان زرق1في صندوق كرةٌ بيضاء تحمل الرقم   
نسحب عشوائياً كرةً من الصندوق، . 5وتحمل الثانية الرقم  4وكرتان سوداوان تحمل إحداهما الرقم 

  .هاوننظر إلى رقم
 عيّن فضاء العيّنة، وقانون الاحتمال لهذه التجربة العشوائيّة. 

 ما احتمال الحصول على رقم فرديّ ؟  

  
  والتـــــــــي نســـــــــميها فضــــــــــاء العشـــــــــوائيّة المطلـــــــــوب هـــــــــو تحديـــــــــد النتـــــــــائج الممكنـــــــــة لهــــــــــذه التجربـــــــــة

  .العينة

 الحل
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مســــــــــجلة علــــــــــى الكــــــــــرات وأنّ الألــــــــــوان ليســــــــــت إنّ نتيجــــــــــة التجربــــــــــة هــــــــــي أحــــــــــد الأرقــــــــــام ال نلاحــــــــــظ
  :يكون فضاء العينة ومنه. ذات أهميّة في التجربة

{ }1,2,3,4,5W =  
ــــــــه فرصــــــــة واحــــــــدة  ــــــــم ل ــــــــة متســــــــاوية الاحتمــــــــال لأنّ كــــــــل رق وأن هــــــــذه مــــــــن الواضــــــــح أنّ هــــــــذه التجرب

  .الفرص متساوية لتماثل الكرات الخمس الموجودة في الصندوق
  :وعليه يمكننا تمثيل قانون احتمال هذه التجربة كما يأتي 

5  النتيجة  4  3  2  1 
1  احتمال وقوعها

5
 

1

5
 

1

5
 1

5
 1

5
 

  
  الحصــــــــــول علــــــــــى رقــــــــــم فــــــــــرديّ ”إنّ المطلـــــــــوب هــــــــــو حســــــــــاب احتمــــــــــال وقــــــــــوع الحـــــــــدث“ ،

}: والحدث الموافق هو المجموعة الجزئية }1,3,5  
3، فاحتمال وقوعه يساوي 5نلاحظ أنّ لهذا الحدث ثلاث فرص للوقوع من أصل 

5
.  

  )2(  الكراتوالصندوق    
، 3وتحمل الثانية الرقم  2، وكرتان زرقاوان تحمل إحداهما الرقم 1في صندوق كرةٌ بيضاء تحمل الرقم   

نسحب عشوائياً كرةً من الصندوق، . 5وتحمل الثانية الرقم  4وكرتان سوداوان تحمل إحداهما الرقم 
  .وننظر إلى لونها

 عيّن فضاء العيّنة، وقانون الاحتمال لهذه التجربة العشوائيّة. 

 لأزرق ؟ما احتمال الحصول على لون غير ا  

  
  المطلـــــــــوب هـــــــــو تحديـــــــــد النتـــــــــائج الممكنـــــــــة لهــــــــــذه التجربـــــــــة العشـــــــــوائيّة والتـــــــــي نســـــــــميها فضــــــــــاء

  .العينة
أنّ الأرقــــــــــــــام و " أســــــــــــــود"و" أزرق"، "أبـــــــــــــيض"نتيجــــــــــــــة التجربــــــــــــــة هـــــــــــــي أحــــــــــــــد الألــــــــــــــوان إنّ نلاحـــــــــــــظ 

  .ليست ذات أهميّة في التجربة
ــــــــــالرمز إذا ر  ــــــــــى الكــــــــــرة الســــــــــوداء ب ــــــــــا إل ــــــــــالرمز bمزن ــــــــــى الكــــــــــرة البيضــــــــــاء ب ــــــــــى الكــــــــــرة  ،w، وإل وإل

  :يكون فضاء العينة ، وبالتاليuالزرقاء بالرمز 
{ }, ,b w uW =  

 الحل
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أكبـــــــــر مـــــــــن احتمـــــــــال  bســـــــــاوية الاحتمـــــــــال لأنّ احتمـــــــــال مـــــــــن الواضـــــــــح أنّ هـــــــــذه التجربـــــــــة غيـــــــــر مت
w.  ولكـــــــــــــن للاســـــــــــــتفادة مـــــــــــــن الحـــــــــــــالات متســـــــــــــاوية الاحتمـــــــــــــال، ســـــــــــــيتم الاســـــــــــــتفادة مـــــــــــــن تـــــــــــــرقّم

  .الكرات
}يظهر اللون الابيض مرة واحدة فقط، فاحتمال وقوع الحدث البسيط  }w  1يساوي

5
.  

}يظهر اللون الاسود مرتين، فاحتمال وقوع الحدث البسيط  }b  2يساوي

5
.  

}يظهر اللون الازرق مرتين، فاحتمال وقوع الحدث البسيط  }u  2يساوي

5
.  

  :وعليه يمكننا تمثيل قانون احتمال هذه التجربة كما يأتي 
u  النتيجة  b  w  

2  احتمال وقوعها

5
 2

5
 1

5
 

  
  الحصـــــــــــول علـــــــــــى لـــــــــــون غيـــــــــــر ”إنّ المطلـــــــــــوب هـــــــــــو حســـــــــــاب احتمـــــــــــال وقـــــــــــوع الحـــــــــــدث

}: المجموعـــــــــــــة الجزئيـــــــــــــة هـــــــــــــي الألـــــــــــــوان الموافقـــــــــــــةو ، “الأزرق },w b  عـــــــــــــدد الكـــــــــــــرات مـــــــــــــن وأن
  .3هو  هذه الألوان

3، فاحتمال وقوعه يساوي 5لاحظ أنّ لهذا الحدث ثلاث فرص للوقوع من أصل ن

5
.  

  
  )3(  الكراتوالصندوق   

، 3وتحمل الثانية الرقم  2داهما الرقم ، وكرتان زرقاوان تحمل إح1في صندوق كرةٌ بيضاء تحمل الرقم   
نسحب عشوائياً كرةً من الصندوق، ثُمّ . 5وتحمل الثانية الرقم  4وكرتان سوداوان تحمل إحداهما الرقم 

  .نسجّل رقميّ الكرتين المسحوبتين بالترتيب. ونسحب عشوائيّاً كرةً ثانيةً نعيدها إلى الصندوق، 
 عيّن فضاء العيّنة، وقانون الاحتمال لهذه التجربة العشوائيّة. 

  ما احتمال الحدثD  :”؟  “الحصول على الرقم نفسه مرّتين 

  ما احتمال الحدثT  :” ؟  “في المرحلة الثانية 3سحب الرقم 

  ما احتمال الحدثS  :”؟ “الرقم الأوّل أكبر تماماً من الرقم الثاني  
  

  
  ـــــــــــة هـــــــــــي نلاحـــــــــــظ ـــــــــــوان ليســـــــــــت ذات  لكـــــــــــرتينرقمـــــــــــي اإنّ نتيجـــــــــــة التجرب المســـــــــــحوبتين وأنّ الأل

  . أهميّة في التجربة

 الحل
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  :وسنعمد إلى تمثيل التجربة المفترضة بمخطّط شجري كما يأتي 
  
  
  
  
  
  
  

  :فتكون مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 & 1 , 1 & 2 , 1 & 3 , 1 & 4 , 1 & 5 , 2 & 2 , 2 & 3 , 2 & 4 ,

2 & 5 , 3 & 3 , 3 & 4 , 3 & 5 , 4 & 4 , 4 & 5 , 5 & 5

ì üï ïï ïí ýï ïï ïî þ
   

بل بمبدأ تساوي الفرص بالنسبة لكلّ فرع يمكّننا هذا المخطّط من حساب احتمال كلّ حدث بسيط، حيث نق
  :من فروع الشجرة، ونلخّص النتائج على النحو الآتي 

)تظهــــــــر النتيجــــــــة  )1 & )مــــــــرة واحــــــــدة، فاحتمــــــــال وقــــــــوع الحــــــــدث البســــــــيط  1 ){ 1 & 1 1يســــــــاوي  {

25
 ،

)النتائج  كذلك الأمر بالنسبة إلى كل من )2 & )و 2 )3 & )و 3 )4 & )و 4 )5 & 5.  
)وتظهر النتيجة  )1 & )مرتين، فاحتمال وقوع الحدث البسيط  2 ){ 1 & 2 2يساوي  {

25
كذلك الأمر . 

)بالنسبة إلى كل من النتائج  )1 & )و 3 )1 & )و 4 )2 & )و 3 )2 & )و 4 )3 & )و 4 )1 & 5 
)و )2 & )و 5 )3 & )و 5 )4 & )و 5 )5 & 5.  

  :وعليه يمكننا تمثيل قانون احتمال هذه التجربة كما يأتي 
)  النتيجة )1 & 1  ( )2 & 2  ( )3 & 3  ( )4 & 4  ( )5 & 5  

1  احتمال وقوعها

25
 1

25
 1

25
 

1

25
 

1

25
 

)  النتيجة )2 & 1  ( )3 & 1  ( )4 & 1  ( )5 & 1  ( )3 & 2  

2  احتمال وقوعها

25
  

2

25
  

2

25
  

2

25
 

2

25
 

)  النتيجة )4 & 2  ( )4 & 3  ( )5 & 3  ( )5 & 4  ( )5 & 2  

2  احتمال وقوعها

25
 

2

25
 

2

25
 

2

25
 

2

25
 

  

    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 & 1 , 1 & 2 , 1 & 3 , 1 & 4 , 1 & 5

    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 & 1 , 2 & 2 , 2 & 3 , 2 & 4 , 2 & 5

    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 & 1 , 3 & 2 , 3 & 3 , 3 & 4 , 3 & 5

    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 & 1 , 5 & 2 , 5 & 3 , 5 & 4 , 5 & 5

    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 & 1 , 4 & 2 , 4 & 3 , 4 & 4 , 4 & 5
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  :نتائج سحب الكرتين في جدول كما يأتي رى يمكن أن نضع أخوبطريقة 
  ىالأوّل الكرة              

  ةالثاني الكرة      
1  2  3  4  5  

1  ( )1,1  ( )2,1  ( )3,1  ( )4,1  ( )5,1  

2  ( )1,2  ( )2,2  ( )3,2  ( )4,2  ( )5,2  

3  ( )1,3  ( )2, 3  ( )3,3  ( )4,3  ( )5,3  

4  ( )1,4  ( )2,4  ( )3,4  ( )4,4  ( )5,4  

5  ( )1,5  ( )2,5  ( )3,5  ( )4,5  ( )5,5  

لمّا كان كلُّ عمود يقابل نتيجة من نتائج سحب الكرة الأوّلى، نستطيع الأخذ بمبدأ تساوي فرص الحصول 
  .على أي عمود من الأعمدة

وكذلك، لمّا كان كلُّ سطر يقابل نتيجة من نتائج سحب الكرة الثانية، نستطيع الأخذ بمبدأ تساوي   
القول إنّ أيّ خانة من خانات الجدول لها  وهكذا، يمكننا. فرص الحصول على أي سطر من الأسطر

ونستطيع بهذه الطريقة حساب احتمالات . 25الفرصة ذاتها في الحدوث، أي فرصة واحدة من بين 
  :الأحداث البسيطة المختلفة، فنكتب 

)النتيجة  )1 & 1ا يساوي تقابل خانة واحدة، فاحتمال الحصول عليه 1

25
، كذلك الأمر بالنسبة إلى كل 

)من النتائج  )2 & )و 2 )3 & )و 3 )4 & )و 4 )5 & )أمّا النتيجة . 5 )1 & فتظهر في خانتين من  2
2، واحتمال الحصول عليها يساوي الجدول

25
)كذلك الأمر بالنسبة إلى كل من النتائج .  )1 & 3 

)و )1 & )و 4 )2 & )و 3 )2 & )و 4 )3 & )و 4 )1 & )و 5 )2 & )و 5 )3 & )و 5 )4 & 5 
)و )5 & 5.  

  :وعليه يمكننا تمثيل قانون احتمال هذه التجربة كما يأتي 
)  النتيجة )1 & 1  ( )2 & 2  ( )3 & 3  ( )4 & 4  ( )5 & 5  

1  احتمال وقوعها

25
 1

25
 1

25
 

1

25
 

1

25
 

)  النتيجة )2 & 1  ( )3 & 1  ( )4 & 1  ( )5 & 1  ( )3 & 2  

2  احتمال وقوعها

25
  

2

25
  

2

25
  

2

25
 

2

25
 

)  النتيجة )4 & 2  ( )4 & 3  ( )5 & 3  ( )5 & 4  ( )5 & 2  

2  احتمال وقوعها

25
 

2

25
 

2

25
 

2

25
 

2

25
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  والحدث الموافق  “الحصول على الرقم نفسه مرّتين”إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث
  : هو المجموعة الجزئية

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 & 1 , 2 & 2 , 3 & 3 , 4 & 4 , 5 & 5D =  
، فاحتمــــــــــال وقوعــــــــــه يســــــــــاوي 25فــــــــــرص للوقــــــــــوع مــــــــــن أصــــــــــل  خمــــــــــسنلاحــــــــــظ أنّ لهــــــــــذا الحــــــــــدث 

5 1
(D)

25 5
P = =.  

  والحدث  “ في المرحلة الثانية 3سحب الرقم  ”إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث
  : الموافق هو المجموعة الجزئية

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,3 , 2,3 , 3,3 , 4, 3 , 5,3T =  
، فاحتمــــــــــال وقوعــــــــــه يســــــــــاوي 25نلاحــــــــــظ أنّ لهــــــــــذا الحــــــــــدث خمــــــــــس فــــــــــرص للوقــــــــــوع مــــــــــن أصــــــــــل 

5 1
( )

25 5
P T = =.  

 والحدث  “الرقم الأوّل أكبر تماماً من الرقم الثاني” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث
  : الموافق هو المجموعة الجزئية

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2,1 , 3,1 , 4,1 , 5,1 , 3,2 , 4,2 , 5,2 , 4, 3 , 5, 3 , 5, 4S =  
، فاحتمــــــــــال وقوعــــــــــه يســــــــــاوي 25فــــــــــرص للوقــــــــــوع مــــــــــن أصــــــــــل نلاحــــــــــظ أنّ لهــــــــــذا الحــــــــــدث خمــــــــــس 

10 2
( )

25 5
P S = =.  

  )4(  الكراتوالصندوق   
، 3وتحمل الثانية الرقم  2، وكرتان زرقاوان تحمل إحداهما الرقم 1في صندوق كرةٌ بيضاء تحمل الرقم   

نسحب عشوائياً كرةً عشوائيّ من . 5وتحمل الثانية الرقم  4وكرتان سوداوان تحمل إحداهما الرقم 
نسجّل رقميّ الكرتين المسحوبتين . كرةً ثانيةً ، ثمّ نسحب عشوائيّاً ولا نعيدها إلى الصندوقالصندوق، 

  .حسب الترتيب

 عيّن فضاء العيّنة، وقانون الاحتمال لهذه التجربة العشوائيّة. 

  ما احتمال الحدثD  :”؟  “الرقم نفسه مرّتين الحصول على 

  ما احتمال الحدثT  :” ؟  “في المرحلة الثانية 3سحب الرقم 

  ما احتمال الحدثS  :”؟ “الرقم الأوّل أكبر تماماً من الرقم الثاني  
  

 الحل  
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  ـــــــــــة هـــــــــــي نلاحـــــــــــظ ـــــــــــوان ليســـــــــــت ذات المســـــــــــحو  رقمـــــــــــي الكـــــــــــرتينإنّ نتيجـــــــــــة التجرب بتين وأنّ الأل
  . أهميّة في التجربة

  
  :وسنعمد إلى تمثيل التجربة المفترضة بمخطّط شجري كما يأتي 

  
  
  
  
  
  
  

  :عة النتائج الممكنة لهذه التجربةفتكون مجمو 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 & 2 , 1 & 3 , 1 & 4 , 1 & 5 , 2 & 3 , 2 & 4 , 2 & 5 , 3 & 4 , 3 & 5 , 4 & 5   

بمبدأ تساوي الفرص بالنسبة لكلّ فرع  يمكّننا هذا المخطّط من حساب احتمال كلّ حدث بسيط، حيث نقبل
  :من فروع الشجرة، ونلخّص النتائج على النحو الآتي 

)تظهر النتيجة  )1 & )مرتين، فاحتمال وقوع الحدث البسيط  2 ){ 1 & 2 2يساوي  { 1

20 10
كذلك . =

)ئج الأمر بالنسبة إلى كل من النتا )1 & )و 3 )1 & )و 4 )2 & )و 3 )2 & )و 4 )3 & )و 4 )1 & 5 
)و )2 & )و 5 )3 & )و 5 )4 & )و 5 )5 & 5.  

  :وعليه يمكننا تمثيل قانون احتمال هذه التجربة كما يأتي 
)  النتيجة )2 & 1  ( )3 & 1  ( )4 & 1  ( )5 & 1  ( )3 & 2  

1  احتمال وقوعها

10
  1

10
  1

10
  1

10
 1

10
 

)  النتيجة )4 & 2  ( )4 & 3  ( )5 & 3  ( )5 & 4  ( )5 & 2  

1  احتمال وقوعها

10
  1

10
  1

10
  1

10
 1

10
 

  والحدث الموافق  “الحصول على الرقم نفسه مرّتين”إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث
  : هو المجموعة الجزئية

{ }D =  

   

( ) ( ) ( ) ( )1, 2 , 1, 3 , 1, 4 , 1, 5

   

( ) ( ) ( ) ( )2, 1 , 2, 3 , 2, 4 , 2, 5

   

( ) ( ) ( ) ( )3, 2 , 3, 1 , 3, 4 , 3, 5

   

( ) ( ) ( ) ( )4 , 2 , 4 , 3 , 4 , 1 , 4 , 5

   

( ) ( ) ( ) ( )5, 2 , 5, 3 , 5, 4 , 5, 1
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، فاحتمــــــــــال وقوعــــــــــه يســــــــــاوي 20لهــــــــــذا الحــــــــــدث فــــــــــرص للوقــــــــــوع مــــــــــن أصــــــــــل لــــــــــيس نلاحــــــــــظ أنّ 
(D) 0P =.  

  والحدث  “ في المرحلة الثانية 3سحب الرقم  ”إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث
  : الموافق هو المجموعة الجزئية

( ) ( ) ( ) ( ){ }1,3 , 2, 3 , 4,3 , 5,3T =  
، فاحتمــــــــــال وقوعــــــــــه يســــــــــاوي 20فــــــــــرص للوقــــــــــوع مــــــــــن أصــــــــــل  لاحــــــــــظ أنّ لهــــــــــذا الحــــــــــدث أربــــــــــعن

4 1
( )

20 5
P T = =.  

  والحدث  “الرقم الأوّل أكبر تماماً من الرقم الثاني” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث
  : الموافق هو المجموعة الجزئية

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2,1 , 3,1 , 4,1 , 5,1 , 3,2 , 4,2 , 5,2 , 4, 3 , 5, 3 , 5, 4S =  
، فاحتمــــــــــال وقوعــــــــــه يســــــــــاوي 25نلاحــــــــــظ أنّ لهــــــــــذا الحــــــــــدث خمــــــــــس فــــــــــرص للوقــــــــــوع مــــــــــن أصــــــــــل 

10 1
( )

20 2
P S = =.  

  .)ورقة 52من لعبة ورق فيها (ورقة لعب  نسحب عشوائيّاً   
 عيّن فضاء العيّنة، وقانون الاحتمال لهذه التجربة العشوائيّة. 

 رقم فرديّ ؟ ما احتمال سحب ورقة عليها 

 ما احتمال سحب صورة ؟  

  
  إنّ التجربة متساوية الاحتمال، فتكون مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة:  

1,2, 3,4,5,6,7, 8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,

30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,40,41,42,43,44,45,46,47,48,49,50,51,52

ì üï ïï ïí ýï ïï ïî þ
  

  :التجربة كما يأتي  وعليه يمكننا تمثيل قانون احتمال هذه
 1  2  3  .....   52  النتيجة

1  احتمال وقوعها

52
  .......  1

52
  1

52
 1

52
 

 سحب ورقة عليها رقم فرديّ  ” مال وقوع الحدث إنّ المطلوب هو حساب احت“   
، فاحتمــــــــــــال وقوعــــــــــــه يســــــــــــاوي 52فرصــــــــــــة للوقــــــــــــوع مــــــــــــن أصــــــــــــل  26نلاحــــــــــــظ أنّ لهــــــــــــذا الحــــــــــــدث 

26 1

52 2
=.  
 سحب صورة  ” وب هو حساب احتمال وقوع الحدث إنّ المطل“   

 الحل
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، فاحتمــــــــــــال وقوعــــــــــــه يســــــــــــاوي 52فرصــــــــــــة للوقــــــــــــوع مــــــــــــن أصــــــــــــل  12نلاحــــــــــــظ أنّ لهــــــــــــذا الحــــــــــــدث 
12 3

52 13
=.  

  . ، ثمّ نسحب ورقةً أخرى دون إعادة الأولى)ورقة 52من لعبة ورق فيها (ئيّاً، ورقة لعب نسحب عشوا  
 عيّن فضاء العيّنة، وقانون الاحتمال لهذه التجربة العشوائيّة. 

 ما احتمال سحب العشرتين الحمراوين ؟  
 ما احتمال سحب عشرتين ؟  

  
  إنّ التجربة متساوية الاحتمال، فتكون مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,2 , 1,3 , 1, 4 ,......, 2, 3 , 2, 4 , 2,5 ,......, 51,52  
  :وعليه يمكننا تمثيل قانون احتمال هذه التجربة كما يأتي 

)  النتيجة )51,52  .....  ( )1,4  ( )1,3  ( )1,2  

1  احتمال وقوعها

2652
  .......  1

2652
  1

2652
 1

2652
 

  العشرتين الحمراوين  سحب ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث“   
1، فاحتمال وقوعه يساوي 52 نلاحظ أنّ لهذا الحدث فرصة للوقوع من أصل

52
.  

  عشرتينسحب  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث “   
3، فاحتمال وقوعه 52صل فرص للوقوع من أ 3ثلاثنلاحظ أنّ لهذا الحدث 

52
.  

وهو مصنوع بحيث يكون احتمال  غير متوازن 6إلى  1نلقي حجر نرد مكعب الشكل وجوهه مرقّمة من   
  . متناسباً مع رقمهظهور أيّ وجه 

 ما هو فضاء العيّنة ؟ هل التجربة متساوية الاحتمال ؟ 

 عيّن قانون الاحتمال لهذه التجربة.  

  
 6,5}: هي  إنّ مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة, 4,  ،ا كان النرد غير متوازن توازناً لمّ و ، {3,2,1
   .التجربة غير متساوية الاحتمالف

 احتمالهايعبّر الجدول الآتي عن كل نتيجة و :  
  {6}  {5}  {4}  {3}  {2}  {1}  الحدث البسيط

  1P  2P  3P  4P  5P  6P  احتماله

  : ولما كان احتمال ظهور أيّ وجه متناسباً مع رقمه كان       

 الحل

 الحل
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1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

P P P P P P P P P P P P+ + + + +
= = = = = =

+ + + + +
   

1 2 3 4 5 6 1

1 2 3 4 5 6 21

P P P P P P
= = = = = =  

1                               وبالتالي 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6

, , , , ,
21 21 21 21 21 21

P P P P P P= = = = = =  

  : وعليه يمكننا تمثيل قانون احتمال هذه التجربة كما يأتي
  {6}  {5}  {4}  {3}  {2}  {1}  الحدث البسيط

1  احتماله

21
  

2

21
  

3

21
  

4

21
  

5

21
  

6

21
  

، وخمس 4إلى  1من ، وأربع كرات حمراء مرقّمة 3إلى  1في صندوق ثلاث كرات بيضاء مرقّمة من   
  .نسحب عشوائياً كرةً من الصندوق. 5إلى  1كرات سوداء مرقّمة من 

 ما احتمال سحب كرةٍ حمراء ؟ 

  ؟ 2ما احتمال سحب كرة رقمها أكبر تماماً من  

  
  إنّ مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة هي: , },{ , , , , ,, , , ,    

   “سحب كرةٍ حمراء  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث 
، فاحتمــــــــــال وقوعــــــــــه يســــــــــاوي 12نلاحــــــــــظ أنّ لهــــــــــذا الحــــــــــدث أربــــــــــع فــــــــــرص للوقــــــــــوع مــــــــــن أصــــــــــل 

4 1

12 3
=.  
  2سحب كرة رقمها أكبر تماماً من  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث “   

، فاحتمــــــــــال وقوعــــــــــه يســــــــــاوي 12نلاحــــــــــظ أنّ لهــــــــــذا الحــــــــــدث ســــــــــت فــــــــــرص للوقــــــــــوع مــــــــــن أصــــــــــل 
6 1

12 2
=.  

 

  .بنتاً  ونفترض أنّ هناك فرصاً متساوية لأن يكون الطفل صبيّاً أ. ئلة ثلاثة أطفالاع لدى 
 ما احتمال أن يكون الأطفال الثلاثة صبياناً ؟ 

  ن وبنت ؟اصبيّ لدى العائلة ما احتمال أن يكون 

 بنت واحدة على الأقلّ ؟لدى العائلة  ما احتمال أن يكون 

 ما احتمال أن يكون الطفل الثالث بنتاً ؟  
  

 الحل
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  :سنعمد إلى التمثيل بمخطّط شجري كما يأتي و  ،Gبالرمز  لبنتا، وإلى Bبالرمز  لصبياإذا رمزنا إلى 

  

  

  

  

  

  :إنّ مجموعة النتائج الممكنة هي  من المخطط نجد
                , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,B B B B G B B B G G B B G G B G B G B G G G G G   

النسبة لكلّ يمكّننا هذا المخطّط من حساب احتمال كلّ حدث بسيط، حيث نقبل بمبدأ تساوي الفرص بو 
  .فرع من فروع الشجرة

  أن يكون الأطفال الثلاثة صبياناً  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث“   
1، فاحتمال وقوعه 8نلاحظ أنّ لهذا الحدث فرصة واحدة للوقوع من أصل 

8
.  

  ن وبنت اصبيّ لدى العائلة أن يكون  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث“   
3، فاحتمال وقوعه يساوي 8فرص للوقوع من أصل  3نلاحظ أنّ لهذا الحدث 

8
.  

  بنت واحدة على الأقلّ لدى العائلة  أن يكون ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث“   
7، فاحتمال وقوعه يساوي 8فرص للوقوع من أصل  7نلاحظ أنّ لهذا الحدث 

8
.  

  أن يكون الطفل الثالث بنتاً  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث“   
4، فاحتمال وقوعه 8فرص للوقوع من أصل  4نلاحظ أنّ لهذا الحدث  1

8 2
=.  

ثلاث مرات متتالية،  ونسجّل الأرقام  6إلى  1نلقي حجر نرد مكعب الشكل متوازن وجوهه مرقّمة من   
  .الظاهرة
  في المرّات الثلاث ؟ 6ما احتمال الحصول على الرقم 

  ؟ 1و 2و 4ما احتمال الحصول على  

 الحل
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عناصر فيكون عدد  6والثالثة  6والثانية  6ن عدد النتائج الممكنة للرقم الظاهر في المرة الأولى هو إ

6  :فضاء العينة هو  6 6 216´ ´ =.  
  في المرّات الثلاث  6الحصول على الرقم  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث“  

1،  فاحتمال الحصول عليها يساوي 216فرصة واحدة من أصل  (6,6,6)توافق النتيجة 

216
.  

 1و 2و 4الحصول على  ” هو حساب احتمال وقوع الحدث  إنّ المطلوب“  
,1,2)}: نلاحظ ان الحدث الموافق هو 4),(1, 4,2),(4,2,1),(2,1, 4),(2,4,1),(4,1,2)}  

، فاحتمــــــــــــــــال وقوعــــــــــــــــه 216فــــــــــــــــرص للوقــــــــــــــــوع مــــــــــــــــن أصــــــــــــــــل  6نلاحــــــــــــــــظ أنّ لهــــــــــــــــذا الحــــــــــــــــدث 
6 1

216 36
=.  

كرةً ثمّ نسحب كرة ثانية دون نسحب . 15إلى  1كرةٍ متماثلة الملمس ومرقّمة من  15في صندوق   
نسجّل الأعداد التي حصلنا عليها حسب . إعادة الأولى، ثمّ نسحب ثالثة دون إعادة الكرتين السابقتين

  .ترتيب السحب
  ما احتمال الحصول على الثلاثيّة المرتّبة(  ؟ 1,2,3(

  بأيّ ترتيب كان ؟ 3و 2و 1ما احتمال الحصول على  

  
فيكون عدد  13 والثالث 14 انيوالث 15الأول هو  السحبإن عدد النتائج الممكنة للرقم الظاهر في 

15  :العينة هو  عناصر فضاء 14 13 2730´ ´ =.  
  الحصول على الثلاثيّة المرتّبة  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث( )1,2,3 “  

)توافق النتيجة  1،  فاحتمال الحصول عليها يساوي 2730فرصة واحدة من أصل  1,2,3(

2730
.  

  3و 2و 1الحصول على  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث “  
,1),(1,2,3)}: نلاحظ ان الحدث الموافق هو 3,2),(3,2,1),(2,1, 3),(2,3,1),(3,1,2)}  

ـــــــــــوع مـــــــــــن أصـــــــــــل  6نلاحـــــــــــظ أنّ لهـــــــــــذا الحـــــــــــدث  ـــــــــــرص للوق ، فاحتمـــــــــــال وقوعـــــــــــه يســـــــــــاوي 2730ف
6 1

2730 455
=.  

اختبار ثلاثة أسئلة كلّ منها مزوّد بأربعة إجابات مقترحة منها  في إحدى مسابقات التوظيف، يتضمّن 
  .يُقرّر أحد المتقدّمين الإجابة عشوائيّاً عن الأسئلة الثلاثة .واحدة صحيحة فقط

 حيحة ؟ما احتمال الحصول على ثلاث إجابات ص 

 ما احتمال الحصول على إجابتين صحيحتين فقط ؟  

 الحل

 الحل
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عناصر فيكون عدد  4والثالث  4والثاني  4على السؤال الاول هو  للإجابةإن عدد الخيارات الممكنة 

4  :فضاء العينة هو  4 4 64´ ´ =.  
  F بالرمزالخاطئة  للإجابة، وإلى Tالصحيحة بالرمز  جابةللإإلى نرمز 

  الحصول على ثلاث إجابات صحيحة  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث“  
توافق النتيجة  T,T,T  1،  فاحتمال الحصول عليها يساوي 64فرصة واحدة من أصل

64
.  

  بتين صحيحتين فقط الحصول على إجا ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث“  
)توافق النتيجة  ), ,F T T  إجابات، بسبب وجود ثلاث 64وفق هذا الترتيب ثلاث فرص من أصل 

3فاحتمال الحصول عليها يساوي . خاطئة

64
  

)توافق النتيجة  ), ,T F T  3فاحتمال الحصول عليها  .64وفق هذا الترتيب ثلاث فرص من أصل

64
.  

)توافق النتيجة  ), ,T T F  3فاحتمال الحصول عليها  .64وفق هذا الترتيب ثلاث فرص من أصل

64
.  

): وبالتالي الحدث الموافق هو ) ( ) ( ){ , , , , , , , , }T T F T F T F T T  
3فاحتمال الحصول عليه يساوي   3 3 9

64 64 64 64
+ + =.  

ا اختبار عشرة أسئلة كلّ منها مزوّد بأربعة إجابات مقترحة منه في إحدى مسابقات التوظيف، يتضمّن  
  .يُقرّر أحد المتقدّمين الإجابة عشوائيّاً عن هذه الأسئلة .واحدة صحيحة فقط

 ما احتمال الحصول على عشرة إجابات صحيحة ؟ 

 ما احتمال الحصول بالضبط على تسعة إجابات صحيحة ؟  

  
وهكذا فيكون عدد  4والثالث  4والثاني  4على السؤال الاول هو  للإجابةالخيارات الممكنة إن عدد 

)  :عناصر فضاء العينة هو  )10
10

4 4 .... 4 4 1048576´ ´ ´ = =.  

 .F الخاطئة بالرمز للإجابة، وإلى Tالصحيحة بالرمز  للإجابةإلى  نرمز

  إجابات صحيحة  عشرةالحصول على  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث“  
)توافق النتيجة  )T,T,T  يها يساوي ،  فاحتمال الحصول عل1048576فرصة واحدة من أصل

1

1048576
.  

  الحصول بالضبط على تسعة إجابات صحيحة  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث“  

 الحل

 الحل
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)توافق النتيجة  ), , , , , , , , ,F T T T T T T T T T  بسبب 1048576ثلاث فرص من أصل وفق هذا الترتيب ،
3فاحتمال الحصول عليها يساوي . خاطئة إجاباتوجود ثلاث 

1048576
  

) النتائجتوافق  )& & & & & & & & &F T T T T T T T T T  ثلاث فرص من أصل
  :الحصول عليها يساويائج وبالتالي احتمال الحدث الموافق لهذه النت. ،1048576

10

3 3 3 30
....

1048576 1048576 1048576 1048576
+ + + =


  

وضع صاحب الفندق  .ليلىصبيّان والصغيرة  ؛وثلاثة أطفال وأمٌ  قوامها أبٌ  أحد الفنادق عائلةٌ  نزل في  
أرسل الأب ابنته الفندق لجلب بعض اللوازم،  مغادرةوعندما رغب الأبوان . في سلة واحدة بطاقات تعريفهم

من صاحب الفندق بطاقتين، مدَّ الأخير يده  ليلىوعندما طلبت . إلى صاحب الفندق كي تأتي ببطاقتيهما
  .ثنتين منهااالخمس وأعطاها عشوائياً  إلى السلة التي تحوي البطاقات

  قتين في آنٍ معاً من السلة ؟سحب بطا ما هو عدد النتائج المختلفة التي نحصل عليها عند  
  احسب احتمال كلٍّ من الأحداث الآتية:  
 الحدث A  :” لزوجينإلى ا تعود البطاقتان“.  
 الحدث B  :” إلى الصبيين تعود البطاقتان“.  
 الحدث C  :” شخصين من جنس واحدإلى  تعود البطاقتان “.  
 الحدث D  :” شخصين من جنسين مختلفينإلى  تعود البطاقتان “.  
  

  
  مزنا اذا ر)F  ، للأبM   ، 1للأمB  ، 2للصبي الاولB  ، للصبي الثانيG  لبطاقات ) للبنت

  :فضاء العينة هو  العائلة وبما انه لدينا بطاقتين للسحب معا في آن واحد فان
                    1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , , , , , , , , , ,F M F B F B F G B M B M G M B B B G B G   

  .10  :عدد النتائج الممكنة هو وبالتالي 
  
 لنتأمّل الحدث A ”  الموافق للمجموعة الجزئية “ وجينتعود البطاقتان إلى الز  

  ,A F M  
1، فاحتمال وقوعه يساوي 10نلاحظ أنّ لهذا الحدث فرصة واحدة للوقوع من أصل . Wمن 

( )
10

P A =   
 لنتأمّل الحدث B ” الموافق للمجموعة الجزئية “ تعود البطاقتان إلى الصبيين  

  1 2,B B B  

 الحل
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1، فاحتمال وقوعه يساوي 10لوقوع من أصل نلاحظ أنّ لهذا الحدث فرصة واحدة ل. Wمن 
( )

10
P B =   

 لنتأمّل الحدث C ” وافق للمجموعة الجزئيةالم “ تعود البطاقتان إلى شخصين من جنس واحد  
        1 2 1 2, , , , , , ,C F B F B G M B B  

، فاحتمال وقوعه يساوي 10نلاحظ أنّ لهذا الحدث أربع فرص للوقوع من أصل . Wمن 
4 2

( )
10 5

P C = =   
 لنتأمّل الحدث D ” الموافق للمجموعة الجزئية “تعود البطاقتان إلى شخصين من جنسين مختلفين  

            1 2 1 2, , , , , , , , , , ,D F M F G B M B M B G B G  
، فاحتمال وقوعه يساوي 10نلاحظ أنّ لهذا الحدث ست فرص للوقوع من أصل . Wمن 

6 3
( )

10 5
P D = =   

  

شخصاً، حول أحد القوانين الصادرة حديثاً، فكانت  900أُجريَ بواسطة الهاتف استطلاع للرأي شمل   
  :ليالنتيجة على النحو التا

  
  أكمل الجدول الآتي:  

  الرأي               

      النوع 
  المجموع  رفضوا الإجابة  غير موافقين  موافقون

    0      رجال

      174  90  نساء

  900        المجموع

  .أراد صحفيٌّ كتابة تقرير عن الموضوع فأخذ رقم هاتف أحد الأشخاص المستطلَعين واتّصل به
 ما احتمال أن يكون هذا الشخص موافقاً على القانون ؟ 

 ما احتمال أن يكون قد رفض الإجابة ؟ 

 ما احتمال أن يكون رجلاً موافقاً على القانون ؟  

  رجال
 نساء

غير موافقين موافقون

75%

40%
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   امرأة  90من النساء موافقات يقابلهن  % 25في الدائرة التي تقابل الاشخاص الموافقون لدينا

3من الرجال موافقون ويقابل ذلك   % 75فيكون  90 270   رجل.  
من النساء غير موافقات يقابل ذلك   % 60في الدائرة التي تقابل الاشخاص غير الموافقون لدينا 

174من الرجال غير موافقين فيقابل ذلك   % 40امرأة ولدينا   174 40
116

60


 رجل. 

116: فنجد عدد الرجال الكلي  270 386     
90وعدد الاشخاص الموافقون  270 360    

116وعدد الاشخاص غير الموافقين          174 290   
900ء الكلي وعدد النسا 386 514   

وعدد النساء الرافضات للإجابة   514 174 90 250    

  :يصبح الجدول كالآتي         
  الرأي               

      النوع 
  المجموع  رفضوا الإجابة  غير موافقين  موافقون

  386  0  116  270  رجال

  514  250  174  90  نساء

  900  250  290  360  المجموع

  الشخص موافقاً على القانون أن يكون ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث“  
360يساوي  هذا الحدثفاحتمال . 900من أصل  360الموافقين على الاجابة هو الأشخاصوعدد  2

900 5
=   

  أن يكون قد رفض الإجابة  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث“  
5فاحتمال هذا الحدث يساوي . 900من أصل  250الرافضين للإجابة هو شخاصالأوعدد 

900

2 0

8

5

1
=   

  اً على القانونأن يكون رجلاً موافق ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث“  
270فاحتمال هذا الحدث يساوي . 900من أصل  270الموافقين هو الأشخاصوعدد  3

900 10
=   

نسمة، للوقوف على مدى  40000محافظة عدد سكّانها  أجرت شركةٌ للاتّصالات تحقيقاً إحصائيّاً في  
  .مركز المحافظة والضواحي والريف: قُسّمت المحافظة إلى ثلاث مناطق . رضا السكّان عن خدماتها

  :أظهر التحقيق المعلومات الآتية 
  من السكّان في مركز المحافظة %10يقطن . 

 غير راضين عن الخدمات %6.25القاطنين في الضواحي هناك  %60ل نسبة من أص.  

 الحل
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 في الريف، يبلغ عدد السكّان الراضين عن الخدمات خمسة أضعاف عدد غير الراضين عنها.  
  10تبلغ النِّسبة المئويّة لغير الراضين في مجمل المحافظة%.  

 أكمل الجدول الآتي:  
  الريف  الضواحي  المركز  
        راض

        غير راض

  .سألنا أحد سكّان المحافظة
 ما احتمال أن يكون هذا الشخص من سكّان الريف ؟ 

 مات الشركة ؟ما احتمال أن يكون راضياً عن خد 

  
  40000عدد سكان المحافظة     

10: عدد القاطنين في المركز ھو 
40000 4000

100
´ =  

60: عدد القاطنين في الضواحي  ھو 
40000 24000

100
´ =  

:  عدد القاطنين في الريف ھو 40000 4000 24000 12000    

6.25:  ھو الضواحي ان عدد غير الراضين في 
40000 1500

100
   

10:  ان عدد غير الراضين في المحافظة ھو 
40000 4000

100
    

نفترض أن . في الريف، يبلغ عدد السكّان الراضين عن الخدمات خمسة أضعاف عدد غير الراضين عنها
5ومنه    nراضين عدد غير ال 12000n n+ 6وبالتالي   = 12000n 2000nأي  = =   

: نه عدد غير الراضين في المركز ھووم 4000 1500 2000 500    

  المجموع  الريف  الضواحي  المركز  
 36000 10000 22500 3500  راض

 4000 2000  1500 500  غير راض

  40000  12000  24000  4000  المجموع

 أن يكون هذا الشخص من سكّان الريف  ”إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث“  
12000فاحتمال هذا الحدث يساوي . 40000من أصل  12000في الريف هو الأشخاصوعدد  3

40000 10
=   

  أن يكون راضياً عن خدمات الشركة  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقوع الحدث“  
9فاحتمال هذا الحدث يساوي . 40000من أصل  36000في الريف هو الأشخاصوعدد 

40000

3 000

0

6

1
=   

                                                      

 الحل
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  التحويلات الهندسـيّة 
    في المسـتوي

  
  التحّويلاتُ المألوفةُ في المستوي  

  أثرُ التحّويلاتِ الهندسيّةِ على الأشكال المألوفة
  الخواصُّ المشتركة ُللتحّويلاتِ المألوفة
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  25صفحة  -فكّر

  قطةالنّ إذا كانت M M قطةالنّ ، فما هي صورةُ dوفق انعكاسٍ محوره  Mصورةَ نقطة  ¢ ¢ 
  ؟ وفق هذا الانعكاس

  إذا كانD و¢D  ٍمستقيمين متقاطعين في نقطةI  ٍوكانا متناظرين بالنسبة إلى مستقيمd ،
  ؟  dعلى المستقيم  I قطةالنّ فلماذا تقع 

 
  ها اــلــنقطة ه .  نــفسها Mإــنــّ كــانــ هــذا ،ــ dغــير وـاـــقــعة عــلى اــلــمستقيم  M  قطةاــلــنإــذــاــ كــانــت لأــنــّ

]  لقطعة المستقيمةا المستقيم محور ]MM M  النقطةصورةَ  Mوكانت   ¢ الذي  نعكاسالاوفق  ¢
  .dمحوره 

 لأنّ صورة نقطة تقاطع هذين المستقيمين I نقطة تقاطع صورتيهما وفق الانعكاس المعطى،  هي
على صورتها وفق هذا الانعكاس ولا بُد أن تقع على  Iإذن تنطبق . نفسها Iفهي إذن النقطة 

  dمحوره 

 

  26صفحة  -فكّر

لا تقعُ على استقامة  MوBو Aقاطالنفي التعريف السابق افترضنا أنّ 
Mيمكننا أن نضع تعريفاً يأخذ هذه الحالة في الحسبان بأن نقول أنّ . واحدة ¢ 

ركزي بالنسبة إلى منتصف القطعة المستقيمة وفق التّناظر الم Aهي نظيرة 
[ ]MB ،؟ علِّل ذلك  

  
Mلا تقعُ على استقامة واحدة وكانت  MوBو Aقاطالنّ إذا افترضنا أنّ  وفق التنّاظر  Aنظيرة  ¢

]المركزي بالنسبة إلى منتصف القطعة المستقيمة  ]MB ، كان الرباعيAMM B¢  متوازي الأضلاع
  .وهو التعريف السابق نفسه .لتناصف قطريه
ا إذا وقعت  على استقامةٍ واحدةٍ  Mو Bو A الثلاث قاطالنأمَّ

Mو كانت  وفق التّناظر المركزي بالنسبة إلى  Aنظيرة  ¢
]منتصف القطعة المستقيمة  ]MB ،كانAB MM  تكانو  =¢

M في هذه  Bإلى  Aوفق الانسحاب الذي ينقل  Mصورة  ¢
  .الحالة أيضاً 

  

 الحل

 الحل

M ¢

M

B

A

M ¢B MA
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  27صفحة  -تدرّب 

  الصحيحة فيما يأتي وعلل إجاباتك عيّن المقولات:  
  للمثلّث المتساوي الأضلاع ثلاثة محاور تناظر.  
   إذا كانت صورة نقطةB  وفق الانسحابI J  النقطةهيC كانت القطعتان المستقيمتان ،

[ ]BJ  و[ ]IC   .متناصفتين 
   إذا كانت و¢  دائرتين مركزاهماO وO بالتّرتيب، ولهما نصف القطر نفسه وكانتا  ¢

)، كان المستقيمان Bو Aمتقاطعتين في نقطتين  )OO )و ¢ )AB  محوري تناظر للشّكل
  .المكوّن من الدّائرتين

   إذا كانتN  صورة نقطةM  وفق دورانٍ مركزهO  60وزاويته  كان المثلّثMON  متساوي
  .الأضلاع

  
 هي محاور أضلاع تساوي الأضلاع ثلاثة محاور تناظرللمثلّث الم ،

المثلث، إذ يمر محور كل ضلع بالرأس المقابلة فصورة المثلث وفق التناظر 
  .الذي محوره محور هذه الضلع هي المثلث نفسه

  الأضلاع متناصفان قطرا متوازي خاصة، حةيصح.   
  الدائرة متناظرة بالنسبة إلى كل قطر من أقطارها، وعليه يكون خط المركزين( )OO¢  محور تناظر

  .¢و للشكل المكوّن من الدائرتين 
OAومن ناحية أخرى، نظراً إلى كون  O A¢=  وOB O B¢= ّاستنتجنا أن

( )AB  هو محور القطعة المستقيمة[ ]OO O، والنقطة ¢  Oهي صورة  ¢
)وفق الانعكاس الذي محوره  )AB  فالدائرة¢  هي صورة  وفق هذا

)هذا يبرهن أنّ . الانعكاس المحوري )AB  هو أيضاً محور تناظر للشكل
  .¢و المكوّن من الدائرتين 

  هذا صحيح، لأنّ المثلثOMN  مثلث متساوي الساقين فيه زاوية قياسها
60.  

  
   ليكنABC  مثلّثاً قائماً فيAكن ت، ولI  منتصف القطعة[ ]BC  . نرمز بالرّمزI  إلى التنّاظر

  .Iالذي مركزه 
  أنشئ صورة المثلّثABC  وفق التّحويلI.  
لتكن A¢ صورة A وفق I .ما طبيعة الرباعي ABA C¢ ؟  

 الحل

CB

A

O¢O

B

A

NO

M

60
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 I القطعة  منتصف[ ]BC إذن ،( )I B C=  و( )I C B= . يكفي إذن

  .Iبالنسبة إلى  Aنظيرة  ¢Aأن ننشئ 
  الرباعيABA C¢  متوازي الأضلاع لتناصف قطريه، وهو في الحقيقة

  .Aمستطيل لأنّ فيه زاوية قائمة هي 

  30صفحة  -تدرّب 

  المثلّث ليكن ABC .النقطة أنشئ C Aوفق الانسحاب C النقطة صورة ¢ B ذي ينقل أي ال
A  إلىB .النقطة أيضاً  تكون لماذا C Aوفق الانسحاب  B النقطة صورةَ  ¢ CT ؟  

 
]منتصف القطعة المستقيمة  Iلأنّ  ]BC  هو نفسهI ]منتصف القطعة  ¢ ]CB ! فنظيرةA  بالنسبة إلى
I  وهي( )A B C  هي نفسها نظيرةA  بالنسبة إلىI )وهي  ¢ )A CT B.  

   ليكنABC وليكن . مثلّثاً متساوي الأضلاعH  المسقط القائم للنقطةA  على القطعة المستقيمة
[ ]BC . أنشئ صورة المثلّثABC  وفق الانسحابA H.  

  

 

   ليكنAOC  2مثلّثاً متساوي الأضلاع، طول ضلعه cm . ولتكنB  نظيرة
وفق الانسحاب  AOCأنشئ صورة المثلّث. A النقطةبالنسبة إلى  O النقطة
B C.  

  
Aالمثلث المتساوي الأضلاع  O C¢ ¢ وفق  AOC صورة المثلثهو  ¢

B الانسحاب C.  

   لتكن  دائرة مركزهاO وليكن ،d  النقطةمستقيماً مماسّاً لها فيA .
  .dذي محوره وفق الانعكاس ال صورة  ¢أنشئ الدّائرة 

 الحل

A

CB 

C ¢B ¢

H

 الحل

 الحل

 الحل



A B

C

I

A¢

d

 ¢

AO O ¢

B

A

O C



A¢

O ¢ C ¢
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  33صفحة  -تدرّب 

    ليكن المربّعABCD النقطة، ولتكن I  منتصف القطعة المستقيمة
[ ]BC . أنشئ صورة المربّعABCD  وفق الانسحابA I  الذي
  .Iإلى  Aينقل 

  
أضلاعه توازي  الانسحاب يحافظ على الأطوال والزوايا والتوازي، فصورة المربع وفق انسحاب هي مربعٌ 

)يكفي إذن أن نُنشئ المربع المنشود انطلاقاً من  .أضلاع المربع الأصلي )A I A I A ¢= =  كما في
  .الشكل
   ليكن المثلّثABC وليكن ،G مركز ثقله.  

  أنشئG Aوفق الانسحاب  G النقطةصورة  ¢ G  الذي ينقلA  إلىG.  
    لتكنI  منتصف القطعة المستقيمة[ ]BC . أَتكونI  منتصف القطعة[ ]GG   ؟¢

   استنتج طبيعة الرباعي BGCG ¢.  

  
  ِّدنمد [ ]AG  النقطةإلى G AGوبحيث  ¢ GG فنحصل على  .=¢

G النقطة Aالانسحابوفق  G النقطةصورة  ¢ G.   

   لمّا كانتG  نقطة تلاقي متوسطات المثلثهي ABC  ّاستنتجنا أن( )AG  يلاقي
( )BC  فيI  فالنقاطA وG وI وG ولما كان . تقع على استقامة واحدة ¢

1 1

2 2
IG AG GG ¢= ]تقع في منتصف  Iاستنتجنا أنّ  = ]GG ¢.  

  الشكل الرباعيBGCG   .أضلاع بسبب تناصف قطريهمتوازي  ¢

  
   و ليكنD  مستقيمين متعامدين، ولتكنA  ًعلى المستقيم  واقعةً  نقطةD . ًأنشئ رباعيّا

ABCD  يكون المستقيمانd وD محوري تناظر له.  

  
بالمثل  نختار. Dو نقطة نقاطع المستقيمين  O مختلفة عن Aنفترض أنّ 

وفق الانعكاس  Aصورة  Cثمُ نعين . Oومختلفة عن  dنقطة واقعة على 
وفق الانعكاس المحوري بالنسبة  Bصورة  D، ونعين dالمحوري بالنسبة إلى 

  .المنشود ABCDفنحصل بذلك على الرباعي . Dإلى 

d

d

 الحل

 الحل

 الحل

A

C

B

D

A¢

C ¢

B ¢

D ¢

I

A

CB

G

G ¢

I

A

dB

C

O

D

D
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   ليكنOABC  مستطيلاً فيهOA  8يساوي cm وOC  6يساوي cm . وليكن  ربع دورة
  .Oمباشرة مركزها 

  قاطالنأنشئ C Bو ¢Aو ¢   . بالتّرتيب وفق التّحويل  Bو Aو C قاطالنصور  ¢
    بيّن أنّ المثلّثOBB   .قائم ومتساوي الساقين ¢

    ّطول استنتج أن BB 10يساوي  ¢   .سنتيمتراً  2

  
  ّنعلم أنOA B C¢ ¢ ه صورة المستطيل نّ هو مستطيل لأ ¢

OABC . لذلك نُنشئA¢ وC ثمُّ  وفق  Cو A يصورت ¢
OAليصبح  ¢Bنتمم الشكل بإنشاء  B C¢ ¢   .مستطيلاً  ¢

    ّإنB¢  هي صورةB  وفق دوران ربع دورة مباشرة حول
O وهذا يقتضي أن يكون ،BOB¢  مثلثاً قائماً فيO 

  .ومتساوي الساقين
 ب طول احسلBB BIBأو  ¢BOBيمكن أن نستفيد من أحد المثلثين القائمين  ¢ فمثلاً من . ¢

  :على مبرهنة فيثاغورث الأخير نجد اعتماداً 
2 2 2(8 6) (8 6) 2(64 36) 2 100BB ¢ = + + - = + = ´  

10 ومنه 2BB ¢ =.  

   ليكنABC  مثلّثاً متساوي الساقين رأسهA وليكن ،d نرسم من . محور تناظرهB  العمود على
)المستقيم  )AB  فيقطعd  في نقطةE.  

  ما هي صورة المستقيم( )BE  وفق الانعكاس الذي محورهd ؟  
  استنتج أنّ المستقيمين( )EC و( )AC متعامدان.  

  
  لنرمز بالرمزd  إلى الانعكاس الذي محورهd.  

)لمّا كان  )d E E=و ،( )d B C= ّالمستقيم ، استنتجنا أن ( )CE  هو
)صورة  )BE  وفقd.  
  ّالمستقيموكذلك نرى أن ( )AC  المستقيم صورة هو( )AB  وفقd .

)ولكنّ الانعكاس المحوري يحافظ على التعامد، إذن  ) ( )AC CE^  ّكانلأن
( ) ( )AB BE^.  

 الحل

 الحل

C B

AO

A¢B ¢ I

C ¢

A
d

BC

E
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   لتكنA وB ائرة نقطتين على الد  التي مركزهاO 90، تُحقَّقانAOB =  . ليكن  ًدورانا
  .60وزاويته  Oمباشراً مركزه 

  النقطةأنشئ C  النقطةصورة B  وفق.  
 احسب قياسات زوايا المثلّثABC.  

  .مرين هناك حالتانفي هذا الت:  ملاحظة  

  

  
  النقطةنرسم C  على الدائرة بحيث يكون 60BOC =   الانتقال من وA  إلىC  ٌدوران مباشر 
كما يأتي نكتب ذلك  أنْ ويمكن  .وفق  Bصورة  Cفتكون  ، )عكس جهة دوران عقارب الساعة(

( ),60O A C= . فنحصل على حالتين كما في الشكل.  
  َّحالة على حدتهانناقش كل :  

  :الحالة الأولى
 

 

 ( )

1 1
(90 60 ) 15

2 2
1

30
2
180 30 15 135

ABC AOC

BAC BOC

ACB

= = - =

= =

= - + =

  



   

  

  :الثا�يةالحالة 
 

 

 ( )

1 1
(90 ) 45

2 2
1

30
2
180 30 45 105

ACB AOB

BAC BOC

CBA

= = =

= =

= - + =

 



   
 

O

 الحالة الأولى


B

C
A

O

 الثا�يةالحالة 



B

C

A

 الحل
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  تمرينات ومسائل

  .Oمتوازي أضلاع مركزه  ABCDليكن  
 أنشئ صورةABCD  وفق الانسحابO D  الذي ينقلO  إلىD.  
  إنّ صورةABCD  وفقO D  ّهي متوازي أضلاع، أثبت أنD مركزه.  

  
  ّكانت صورة ،كان الانسحاب يحافظ على التوازي وعلى قياسات الزوايا الم 

Oوفق الانسحاب  ABCDمتوازي الأضلاع  D  هي متوازي الأضلاع
A OC D¢ ¢ حٌ في الرسم ¢ وفق  B النقطةصورة حيث أنَّ  .كما هو موضَّ
Oالانسحاب  D  هيO.  

  ّت كان المO  هي منتصف[ ]BD  استنتجنا أنّ صورتهاD  الانسحاب وفقO D  هي منتصف
[ ]OD Aمتوازي الأضلاع ، فهي إذن مركز ¢ B C D¢ ¢ ¢ ¢.  
]منتصف القطعة المستقيمة  I النقطة، و ABC ليكن لدينا المثلّث  ]BC . لتكنJ  النقطةنظيرة
B النقطةسبة إلى بالن A.  
  النقطةأنشئ K  صورةB  وفق الانسحابA C  الذي ينقلA  إلىC.  
  النقطةما هي صورة J  وفق الانسحابC K ؟ 

  
 نمدد [ )BA  باتجاهA  النقطةونحدد على الجزء الممدد J تكون بحيث 

]القطعة المستقيمة منتصف  A النقطة ]BJ فتكون J  النقطةنظيرة B  بالنسبة
  .كما هو موضح في الرسم، Aلنقطة إلى ا

وفق  B النقطةصورة  K النقطةفتكون  ABKC نكمل رسم متوازي الأضلاع
Aالانسحاب  C.  

  َّكان  المAC BK=  الرباعي وكانABCK  جدنا أنَّ متوازي أضلاع و
CK AB=  بالتالي وCK JA=  النقطةفإنَّ ومنه A النقطةصورة J  وفق

Cالانسحاب  K لأنَّ الرباعي CKAB  ضلاعالأمتوازي.  
dو d، وليكن Oمستقيمين متقاطعين في نقطةٍ  D¢و Dليكن   نتين  منصّفي الزاويتين ¢ المكوَّ

 .Dنقطة واقعة على المستقيم  Mبهذين المستقيمين، وأخيراً لتكن 
  النقطةأنشئ N  النقطةصورة M  وفق الانعكاس الذي محورهd النقطة، و P  النقطةصورة M 

dوفق الانعكاس الذي محوره  ¢.  

 الحل

 الحل

A ¢

AB

C D

D ¢C ¢

O

K

J
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  المثلّثعلّل كون PMN قائم الزّاوية.  

  
  المستقيمd  منصّف إحدى الزاويتين بينD  و¢D ،  إذن المستقيم¢D 

Mكانت  المّ و  .dوفق انعكاس محوره  Dصورة المستقيم  Î D أنَّ  استنتجنا 
N ¢Î D . ّونجد بالمثل أنP Î D . فالنقاطM وO وP تقع على استقامة واحدة.  

  ّإنOM ON= ) َّلأنd  محور([ ]MN.  وكذلكOP ON= ) َّلأنd ])محور  ¢ ]PN نستنتج ،
]إذن منتصف الضلع  ]MP  في المثلثPMN  مركز الدائرة المارة برؤوسه، فهو مثلث قائم في هوN.  

مستقيمٌ متوضّعٌ كما في  O .dمتوازي أضلاع مركزه  ABCDليكن  
]الشّكل المجاور، ويقطع القطعة المستقيمة  ]CD  فيN كما يقطع ،

]القطعة المستقيمة  ]BC في M . ليكنO  التناظر الذي مركزهO.  
  أنشئ النقطتينM Nو ¢   .بالتّرتيب Oوفق  Nو  Mصورتي النقطتين  ¢
  استنتج أنّ المستقيم( )M N¢   .dيوازي المستقيم  ¢

  
  لتكنM )نقطة تقاطع  ¢ )MO  مع[ ]AD . القطعة المستقيمة لما كانت

[ ]AD صورة [ ]CB وفقO استنتجنا أنّ صورة ،M  وفقO  تقع في آن
)معاً على كل من  )OM و( )AD  فهي إذنM )أي . ¢ )O M M ¢=.  ونجد

)بالمثل أنّ  )ON N¢ =   هي نقطة تقاطعON  مع[ ]AB.  
 الشكل NMN M¢ )متوازي الأضلاع لتناصف قطريه، وعلى الخصوص  ¢ ) ( )M N MN¢ ¢   وهي

  .الخاصة المطلوبة
]على  Aالمسقط القائم للنقطة  H، وليكن Aمثلّثاً متساوي السّاقين رأسه  ABCليكن  ]BC ،

]نقطة من  Mولتكن  ]AH  مختلفة عنA  وعنH . ُيقطع المستقيم( )BM  َالمستقيم ( )AC 
)، ويقطع المستقيمُ Iفي  )CM  َالمستقيم ( )AB فيJ . ليكن  الانعكاس الذي محوره( )AH.  
    علّل كون المستقيم( )CJ  صورة المستقيم( )BI  وفق الانعكاس.  

    ما صورة المستقيم( )AC  وفق ؟  
    ّاستنتج أن( )I J=.  
 علّل كون الرّباعي BJIC شبه منحرف متساوي السّاقين.  

  
    ّوجدنا أنَّ  ،كان الارتفاع المتعلق بالقاعدة محوراً للقاعدة في المثلث المتساوي الساقين المC 

)نَّ إأي  ،وفق الانعكاس  Bصورة  )B C= ، النقطةو M  تقع على محور التناظر( )AH   

 الحل

 الحل

 الحل
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)إذن  )M M=المستقيم صورة ، وعليه ( ) ( )BM BI= ، وفق، هي المستقيم ( ) ( )CM CJ=.  
  النقطةصورة A  وفق الانعكاس  هيA النقطة صورةو  نفسها C  النقطةهي B ستنتجن ومنه 
)المستقيم صورة  أنَّ  )AC وفق   هي المستقيم( )AB.  
  َّالنقطةكانت  الم I المستقيمين هي نقطة تقاطع( )AC  و( )BM  جب أن تكون صورتها وفق و 

) المستقيمينأي نقطة تقاطع  صوتيهما وفق نقطة تقاطع  )AC و( )CM  وهيJ إذن ( )I J=.  
 ا ) كان لمَّ )I J=  و( )C B= كان ( ) ( )BC IJ  ّهذين المستقيمين عموديان على  لأن

( )AH . فالرباعيBJIC وهو متساوي الساقين لأن المستقيم . شبه منحرف( )AH محور تناظر له. 
  .BJICيحافظ على الرباعي  حيث إنّ الانعكاس المحوري 

  حويلاتتعرّفُ الت 

  دائرة مركزهاO و[ ]AB أحد أقطارها .M  نقطة واقعة على  مختلفة
)موازياً المستقيم  M النقطةمستقيمٌ يمر ب . Bوعن  Aعن  )AB . نرسم
)مستقيمين يوازيان المستقيم  Bو Aمن  )OM  فيقطعان المستقيمd  في
A¢ وB Mلتكن . الترتيبب ¢ . M وفق التّناظر الذي مركزه Oصورة  ¢

Aأثبت أنّ المثلّث  M B¢ ¢   .مثلّثٌ قائم ¢

  
O ليكن M=   الانسحاب الذي ينقلO  إلىM . لما كان كل منOAA M¢ وOBB M¢  متوازي

)الأضلاع، استنتجنا أنّ  )A A¢= و( )B B ¢= . ًولدينا إنشاء( )M M ¢= . إذن المثلث
A B M¢ ¢ لأن ( Mولكن هذا الأخير مثلث قائم في  .وفق الانسحاب  ABMهو صورة المثلث  ¢

A، فلابد أن يكون )الدائرة تقابل قوس نصف AMBالزاوية  B M¢ ¢ Mأيضاً قائماً في  ¢ ¢.  

  صورة تقاطع مستقيمات 

d  محور قطعة مستقيمة[ ]BC .A وM  نقطتان واقعتان علىd  نفترض
)أنّ المستقيمين  )AB و( )CM  يتقاطعان فيN وأنّ المستقيمين ،( )AC و

( )BM  يتقاطعان فيP . ّالنقطةأثبت أن P  النقطةهي صورة N  وفق
  .dالانعكاس الذي محوره 

  
] مستقيمةالقطعة المحور  dلمّا كان . dإلى التناظر الذي محوره  لنرمز بالرمز  ]BC  ّاستنتجنا أن

( )B C= و( )C B= . ومن ناحية أخرى، لمّا كانت النقطتانA وM  تنتميان إلى محور التناظر
d  ّاستنتجنا أيضاً أن( )A A= و( )M M=.  
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)ستقيم إذن صورة الم )MC  وفق  هي المستقيم( )MB وصورة المستقيم ،( )BA  وفق  هي
)المستقيم  )CA عليه تكون صورة ،N )نقطة تقاطع المستقيمين( )MC  و(( )AB  هي نقطة تقاطع

)الصورتين  )MB و( )CA  أي النقطةP :( )N P= . النتيجة المنشودةوهي.  

  استعمال التعاريف 

ABC  ،مثلّثٌ متساوي السّاقينM  نقطة من القطعة المستقيمة[ ]AC ،N 
Bوفق الانسحاب  M النقطةصورة  C  الذي ينقلB  إلىCو  ،P 
والذي ينقل  Aالذي مركزه  وفق الدوران المباشر  M النقطةصورة 
  .متساوي السّاقين PCNأثبت أنّ المثلّث . Cإلى  Bالنقطة

  
)لمّا كان  )B C= و( )M P=  استنتجنا أنّ صورة القطعة المستقيمة[ ]BM  وفق  هي[ ]CP 

CPوبوجه خاص  BM= . ولمّا كانMBCN  متوازي الأضلاع  لأن( )B C M N =  استنتجنا
CNأيضاً أنّ  BM= . ّوعليه نرى أنCN CP=  والمثلثPCN متساوي السّاقين.  

  استعمال ربع الدورة 

ABC  ٌالسّاقين رأسه  ومتساويمثلّثٌ قائمA ،I  نقطة من القطعة المستقيمة
[ ]AC ،IAJ  مثلّثٌ قائمٌ ومتساوي السّاقين فيA  النقطةوJ  تقع خارج

]القطعة المستقيمة  ]AB . أثبت أنّ المستقيمين( )BI  و( )CJ متعامدان.  

  
 J تكون كذلكو  وفق  Bصورة هي  C إنّ ،Aالدوران المباشر ربع دورة الذي مركزه  ليكن 
)المستقيم  إذن، وفق  Iصورة  )CJ هو صورة ( )BI  وفق، وعليه ( ) ( )CJ BI^.  

استكشاف طرائق أخرى لحل هذه المسألة دون استعمال التحويلات الهندسية، ولكن هذا ليس ونترك لكم 
  .موضوع البحث

  تعرُّف التّناظر المركزيّ 

ABCD  متوازي أضلاع مركزهO ،d النقطةمستقيمٌ مارّ ب O  ويقطع
)المستقيم  )DC  فيP  ويقطع المستقيم( )AB  فيQ ،D  مستقيمٌ مار

)ويقطع المستقيم  O النقطةب )AD  فيN  ويقطع المستقيم( )BC في M .
  . متوازي الأضلاع MPNQ أثبت أنّ الرّباعي
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  لمّا كان . ABCDالذي هو مركز تناظر متوازي الأضلاع . Oالتناظر المركزي حول  Oليكن 

( )( ) ( )O CD AB=  و( )O d d=  
)التي هي نقطة تقاطع (، Pاستنتجنا أنّ صورة  )CD و(d وفق ،O  هي نقطة تقاطع( )AB وd 

)أي  .Qوهي  )O P Q= . ّونبرهن بأسلوب مماثل أن( )O M N= . إذنO  هي منتصف كل من
]القطعتين المستقيمتين  ]PQ و[ ]MN والرباعي ،MPNQ متوازي الأضلاع لتناصف قطريه.  

 استعمال الدوران 

]نتأمّل على القطعة المستقيمة . O مركزهمربّعاً  ABCDليكن  ]AB  نقطة
E وعلى القطعة المستقيمة ،[ ]BC  نقطةF ونقطة ،G  على القطعة

]المستقيمة  ]CD ونقطة ،H  على القطعة المستقيمة[ ]AD بحيث يكون 
AE BF CG DH= =   .مربّع EFGHأثبت أنّ . =

  
])لمّا كان  .Oالدوران المباشر ربع دورة حول  ليكن  ]) [ ]BA AD=  والدوران يحافظ على الأطوال

])الواقعة على ( Eاستنتجنا أنّ صورة  ]BA  وفق،  هي نقطة من[ ]AD  تبعد عن( )D A=  
)أي  .Hفهي إذن ، E)عن  Aأي بُعد ( AEبمقدار  )E H= . ّونبرهن بالمثل أن  

( )H G= و( )G F= و( )F H=  
  مثلاً لأنّ مربعٌ،  EFGH الرباعيهذا يبرهن أنّ 

([ ]) [ ]EH HG=  و([ ]) [ ]HG GF=  و([ ]) [ ]GF FH=  
  .متساوية الطول ومتعامدة فالأضلاع

  استعمال التنّاظر المركزيّ 

 و¢ دائرتان متماسَّتان خارجاً في T مركزاهما ،O وO بالتّرتيب،  ¢
 .T، مختلفتان عن نقطتان من الدائرة Fو E. ونصفا قطريهما متساويان

)المستقيم  )ET  يقطع الدّائرة¢  في نقطةM،  ويقطع المستقيم( )FT 
  .متوازي الأضلاع ENMFبرهن أنّ الرّباعيّ . Nفي نقطة  ¢الدّائرة 

  
)نقطة التماس تقع على خط المركزين  .Tالتناظر المركزي حول  Tليكن  )OO ولدينا استناداً إلى  ¢

TOالفرض  TO¢=.  ّنستنتج إذن أن( )T O O ¢= و( )T
¢=  .  
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)النقطة  )T F  نقطة مشتركة بين المستقيم( )( ) ( )TFT FT=   والدائرة( )T
¢ =    فهي إذنN 

)أي  )T F N=.  
)ونرى بالمثل أنّ النقطة  )T E  هي نقطة مشتركة بين المستقيم( )( ) ( )TET ET=   والدائرة

( )T
¢ =    فهي إذنM  أي( )T E M= . إذنT  هي منتصف كل من القطعتين المستقيمتين

[ ]FN و[ ]EM والرباعي ،ENMF متوازي الأضلاع لتناصف قطريه.  

  استعمال الدوران بربع دورة 

ABCD  ٌمركزه  مربّعO ،M  نقطة واقعة على القطعة المستقيمة[ ]ABو ،
N  القطعة المستقيمة نقطة من[ ]BC تُحقِّق  

90MON = .  
  .قائمٌ متساوي السّاقين MON المثلث برهن أنّ 

  
])فيكون  .B إلى A الذي ينقل Oالدوران ربع دورة حول  ليكن  ]) [ ]AB BC= . لتكنM ¢ 

Mإنّ . وفق  Mصورة  ]نقطة من القطعة المستقيمة  ¢ ]BC  وهي تقع أيضاً على المستقيم الذي
)يصنع مع  )OM  زاوية قائمة فهي إذنN . أي( )M N=. ومنه =ON OM المثلث، و MON 

   .قائمٌ متساوي السّاقين

مثلّثين متساويَي الأضلاع مرسومين  ADJو ABI، وليكن Oمربّعاً مركزه  ABCDليكن  
)الانعكاس الّذي محوره  ليكن . ABCDخارج المربّع  )AC. 

   ّ105برهن أنJAC IAC =  = .  
    استنتج أنّ المستقيم( )AC  َّاوية ينصّف الزJAI  وأنّه عمودي على( )JI.  
    ّبرهن أن( )I J=.  
    ما هي صورة المستقيم( )DI  وفق الانعكاس ؟  

    استنتج أنّ المستقيمات( )DI  و( )BJ و( )AC تتلاقى في نقطة واحدة.  

  
   ّمن الواضح أن  

60 45 105JAC JAD DAC =  +  = + =    
105IACونجد بالمثل  = .  

  ّنستنتج مما سبق أن( )AC  منصف لزاوية الرأس في المثلث
AJ)لأن ( IAJالمتساوي الساقين  AD AB AI= = ، فهو إذن =

]محور القطعة المستقيمة  ]IJ وبوجه خاص ،( ) ( )AC IJ^.  
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  ّوجدنا أن( )AC القطعة المستقيمة  ھو محور[ ]IJ ، إذن( )I J= .  

   لمّا كان( )AC  محور القطعة المستقيمة[ ]BD ) ّلأنA  متساوية البعد عنB وD  وكذلك
)، استنتجنا أنّ C)بالنسبة إلى  )D B=  ّورأينا أن( )I J= ،إذن ( )( ) ( )ID JB=.  

  لتكنX  نقطة تقاطع المستقيمين( )ID و( )JB . إنّ النقطة( )X  نقطة مشتركة بين صورتي
)المستقيمين  )ID و( )JB  وفق أي بين المستقيمين ،( )ID و( )JB  نفسيهما، فهي إذن النقطةX 
)ذاتها، أي  )X X= فالنقطة ،X  تقع على محور التناظر( )AC  والمستقيمات( )DI و( )BJ  

)و )AC تتلاقى في نقطة واحدة.  
]منتصف الضلع  Iولتكن . مثلّثاً  ABCليكن   ]BCو  ،H  نقطة تلاقي ارتفاعات المثلّث

ABC . نسمّيK  النقطةنظيرة H  بالنّسبة إلى المستقيم( )BC ،
  .Iبالنسبة إلى  Hنظيرة  Lونسمّي 

   ّأثبت أنBHCL متوازي أضلاع.  
    استنتج أنّ المثلّثينABL وACL قائمان.  
    ّأثبت أن( )KL  يوازي( )BC.  

   استنتج أنّ المثلّثAKL قائم.  
   ّقاطالنأثبت أن A وB وC وK  تقع على الدّائرة التي قطرها[ ]AL.  
   إذا كانت «: أثبت صحّة الخاصّةH هي نقطة تلاقي ارتفاعات مثلّث ABC وقعت ،

  .»رّة برؤوس المثلّثالمبالنسبة إلى أضلاع المثلّث على الدائرة ا H النقطةنظائر 

  
   لمّا كانتI  منتصف كل من[ ]BC  و[ ]HL استنتجنا أنّ الرباعي BHCL  متوازي الأضلاع

  .لتناصف قطريه
  استناداً إلى تعريفH  لدينا( ) ( )AB HC^  ولكن( ) ( )BL HC لأن BHCL متوازي الأضلاع 

)إذن  ) ( )AB LB^ . ّونبرهن بالمثل أن( ) ( )AC LC^ . فالمثلثانABL وACL قائمان.  
  لتكن ¢A نقطة تقاطع [ ]HK  مع[ ]BC.  لما كان( )BC  محور القطعة[ ]KH  ّاستنتجنا أن
A¢  منتصف[ ]KH . إذن في المثلثAKL  المستقيم( )IA¢  يصل بين منتصفي الضلعين[ ]HL   
]و ]HK فهو يوازي الثالثة أي ،( ) ( )BC LK.  
 ما كانل ( )BC عمودي على ( )AK  هو يوازي و( )KL استنتجنا أن ( ) ( )KL AK^  فالمثلث

AKL  قائم فيK.  
  َّإن[ ]AL  ٌفي المثلثات القائمة مشتركٌ  وتر ABL وAKL وACLالدائرة التي ، ف[ ]AL قطر فيها، 

  .دائرةال هذه تقع على Kو Cو Bو Aالنقاط و  .ذه المثلثاته رؤوسبتمر 
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 النقطة أثبتنا فيما سبق أن K  النقطةنظيرة H  بالنسبة إلى( )BC رة برؤوس المتقع على الدائرة ا
)كل من الضلعين بالنسبة إلى  H النقطةجد أنَّ نظيرة وبأسلوب مماثل ن .ABCالمثلث  )AB و( )CA 

  .الدائرةهذه على أيضاً تقع 
OAB وOCD أس ر مثلّثان قائمان ومتساويا السّاقين يشتركان بالO

  .Oالذي مركزه  ليكن الدوران ربع الدورة المباشر . 
  النقطةما هي صورة A  وفق  النقطة؟ ما صورةC ؟  
  ّاستنتج أنAC BD= ، ّوأن ( ) ( )AC BD^.  

  
  وضوحاً لدينا( )A B= و( )C D=.  
  َّمما سبق نجد أن ( )[ ] [ ]AC BD= إذن ،AC BD= و( ) ( )BD AC^.  

المارة برؤوس المثلّث المتساوي الأضلاع  مركز الدّائرة  Oلتكن  
ABC ولتكن ،I  منتصف القطعة المستقيمة[ ]ABو ،d   ٌمستقيم
)موازياً  I النقطةيمرُّ ب )BC . نرمز بالرمز  إلى الدوران المباشر

  .120وزاويته  Oالذي مركزه 
   ما صورة القطعة المستقيمة[ ]AB  وفق ؟  

    النقطةاستنتج أنّ صورة I  وفق  النقطةهي J  منتصف[ ]BC.  
    ما صورة المستقيم( )BC  وفق ؟  

    استنتج أنّ صورة المستقيمd  وفق  هي المستقيم( )IJ.  

  
  . وضوحاً لدينا([ ]) [ ]AB BC= استناداً إلى خواص المثلث المتساوي الأضلاع.  
 إذن صورة  ،الدوران يحافظ على منتصف قطعة مستقيمةI  منتصف[ ]AB   وفق  هي النقطة
J منتصف[ ]BC .  

    صورة المستقيم( )BC  وفق  هي المستقيم( )CA.  
 المستقيم d يوازي ( )BCبالنقطة  ، ويمرI منتصف[ ]AB،  فصورته( )d  مستقيم يمر بالنقطة

( )J I=   منتصف[ ]BC  ًموازيا( )( ) ( )CA BC=  فهو إذن ،( )IJ  المار بمنتصفي الضلعين
[ ]BC و[ ]BA . إذن( ) ( )d IJ=.  

 المارة برؤوس المثلث المتساوي الأضلاع مركز الدّائرة  Oلتكن  
ABC ، ولتكنM  نقطة من القوسBC  الذي لا يحويA .D 

]هي نقطة من  ]AM  تُحقّقMD MC=.  
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  أثبت أنّ المثلّثDMC متساوي الأضلاع ؟  
   نرمز بالرمز  إلى الدّوران المباشر الذي مركزهC  وينقلA  إلىB.  

   ما صورة المثلّثADC  وفق ؟  
   ّاستنتج أنBM AD=  ّوأنMB MC MA+ =.  

  
  ّ60كان  المAMC ABC =  =  ّكان، لأن ABC  مثلث متساوي الأضلاع والزوايا المحيطية

 MDC الساقين المتساوي، استنتجنا أنّ المثلث في الدائرة التي تقابل القوس نفسه متساوية في قياساتها
  .60لأن قياس إحدى زواياه يساوي  الأضلاع متساوي

   لدينا( )A B=  و( )D M=.  ومنه صورة المثلثADC وفق الدوران   هي المثلث
BMC.  
  نستنتج من كون([ ]) [ ]AD BM=  ّأنAD BM=.  ولديناMD MC= إذن  

MB MC AD DM AM+ = + =  
  .وهي النتيجة المطلوبة

 ABCD  مربّع مركزهO.M  نقطة من الضّلع[ ]AB . يقطع المستقيمُ المار
)عموديّاً على  B النقطةب )CM  َالمستقيم( )AD  فيP . بالاستعانة بتحويل

  .مثلّث قائم ومتساوي الساقين POMتختاره، أثبت أنّ المثلّث 

  
)إنّ المستقيم . Aإلى  Bوينقل  Oالدوران ربع دورة حول  ليكن  )( )CM  عمودي المستقيم الهو
)على  )CM  ر بالنقطة امالو( )C B= فهو إذن ،( )BP . 

)هي نقطة تقاطع المستقيمين  Mالنقطة  )CM و( )AB  فصورتها وفق  هي نقطة تقاطع صورتيهما
)أي  وفق  )BP و( )AD  فهي إذن النقطةP . أي( )M P= . وهذا يبرهن أن المثلثPOM 

  .Oوقائم في  متساوي الساقين
ننشئ خارجه . Aمثلّثاً متساوي الساقين، رأسه  ABCليكن  

بالاستعانة بتحويل تختاره، أثبت . ACEFو ABIJمربّعين 
JCأنّ  BF= وأنّ المستقيمين ،( )CJ   

)و )BF متعامدان.  

  
نستنتج . Jإلى  Bينقل  نَّ الدوران إ ،Cإلى  Fينقل و  Aمركزه الذي ربع دورة الدوران  ليكن 

])إذن أنّ  ]) [ ]FB CJ= ومنه FB CJ= و( ) ( )FB CJ^ ،وهي النتيجة المرجوة.  
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    ةالهندسة الفراغيّ 

  
  مات بالمنظوررسم المجسّ  

  لاقيقواعد التّ  

  وازي في الفراغالتّ  

  عامد في الفراغالتّ 
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  7صفحة  - بتدرَّ 

    ِّحّحاً في دفتركرسمه مُص اً، وأعدْ ماً تمثيلاً منظوريّ ل مجسّ لا يمثّ  ،سوم التاليةالرُّ  ن أيَّ بي.  

  

  

  :يأتي كما صحّحهالن .صحيحاً  تمثيلاً منظورياً  اتلا تمثل مجسم المعطاة جميع الأشكال

  
    ْباً مرسوماً منظوريّ ل مكعّ لتمثّ  اليةِ سوم التّ كلاً من الرّ  أكمل ً   .ا

  

  
  

  

  

  

 
  9صفحة  - تدرّب

   ليكنABCDEFGH  ًولتكن . مكعّباI  ًالحرف من نقطة [ ]AB وJ 
] الحرف نقطة من ]CG .  

  ّقطتينالنّ  أثبت أنّ  ،لاقيبالاستفادة من قواعد الت I وJ  تنتميان
)في آن معاً إلى المستويين  )ABJ و( )CGI. 

  ُالمستويين  ما هو إذن تقاطع( )ABJ و( )CGI؟  
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 I  نقطة من المستقيم( )AB المستوي  المحتوى في( )ABJ  نقطة فهي

) المستويمن  )ABJ وهي وضوحاً تنتمي إلى المستوي ،( )CGI فهي ،
)تنتمي إذن إلى تقاطع المستويين  )ABJ و( )CGI . ّونبرهن بالمثل أن

)تنتمي إلى تقاطع المستويين  Jالنقطة  )ABJ و( )CGI  .  
 المستويان ( )ABJ و( )CGI لأنّ بقينغير منط ،G  لا تنتمي إلى

)المستوي  )ABCيشتركان بالنقطتين  ، وهماI وJ ، هو المستقيم  هماتقاطعف( )IJ.  
  
  ن ليكABCD ولتكن . رباعي وجوهB ] الحرف من نقطةً  ¢ ]BD 

Cو ،Dو Bمختلفة عن  ] الحرف من نقطةً  ¢ ]CD  ًعن  مختلفةC 
)نفترض أنّ المستقيمين . Dو )B C¢ )و ¢ )BC نقطة يتقاطعان في 
E . تقاطع المستويين عيّن( )ABC و( )AB C¢ ¢.  

  

  
)ن يمن المستوي تنتمي إلى كلٍّ  Aالنقطة من جهة أولى  )ABC و( )AB C¢ ومن جهة ثانية  .¢

) إلى المستوي Eتنتمي النقطة  )ABC  ّها نقطة من المستقيملأن  ( )BCتنتمي كذلك  وهي ه،المحتوى في
) المستويإلى  )AB C¢ )ها نقطة من المستقيم لأنّ  ¢ )B C¢ ) ناالمستوي يتقاطعإذن  .¢ )ABC و( )AB C¢ ¢ 

) بالفصل المشترك )AE.  

 
  12صفحة  - تدرّب

  وجوهال رباعيّ  في ABCD، لتكنI  َمنتصف [ ]AB، وJ  َمنتصف [ ]BC، وK  َمنتصف 
[ ]CD،  أخيراً وL  َمنتصف [ ]AD .  
 أثبت أنّ المستقيمين ( )IL و( )JK متوازيان، وأنّ المستقيمين ( )IJ و( )KL متوازيان. 

  ُباعي الرّ  ما نوعIJKL ؟  
  

  
بين منتصفي ضلعين  الواصلة ةمستقيمالقطعة ال الخاصة الأساسية التي علينا أن نتذكرها هي أنّ 

   .توازي الضلع الثالثة، ولها نصف طولها في مثلث
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 من المثلث ABD،  ّنستنتج أن ( ) ( )IL BD ومن المثلث ،CBD  نستنتج
)أنّ  ) ( )JK BD إذن ، ( ) ( )IL JKلأنّ كلاً منهما يوازي ، ( )BD.  

) أننجد وبالمثل  ) ( )IJ LK  ًمنهما يوازي  لأن كلا( )AC.  
  الرباعيIJKL متوازي أضلاع لتوازي كل ضلعين متقابلين فيه.  

  
   المكعّب لدينا ليكنABCDEFGH . ولتكنM  ًمن  نقطة[ ]AB ،

)المستوي  تقاطعِ  نقطةَ  Nولتكن  )FHM  مع المستقيم( )DA . أثبت
)المستقيمين توازي  )FH و( )MN.  

  

)الفصل المشترك للمستويين  )HFMN و( )ABCD  هو المستقيم( )MN . الفصل المشترك و
)للمستويين  )HFMN و( )EFGH  هو المستقيم( )HF . كان المستوي ا مّ لو( )HFMN  ًقاطعا

) ركان لهذين المستويينكان الفصلان المشت ،لمستويين متوازيين )ABCD و( )EFGH  مع المستوي
) القاطع )HFMN أي  ،متوازيين( ) ( )MN HF.  

  
  الهرمُ لدينا ليكن SABCD  ّذي رأسه الS  وقاعدته متوازي الأضلاعABCD . ولتكنM  ًنقطة 

]من  ]SC  ولتكنN  ًمن  نقطة[ ]SB . ّنفترض أن( )MN  يوازي( )BC.  
  أثبت أنّ المستقيمين( )AD و( )NM متوازيان. 

 في المستوي ( )ADMN، يتقاطع المستقيمان ( )AN و( )DM 
 .P قطةالنّ  في

  ّأثبت أنP تنتمي إلى كلٍّ من المستويين( )SAB و( )SDC. 

 أثبت أنّ المستقيم ( )SP  الفصل المشترك للمستويين هو
( )SAB و( )SDC. 

  ّاستنتج أن( )SP  يوازي( )AB.  

  

 في متوازي الأضلاع ABCD أي  ،نامتوازي كل ضلعين متقابلين( ) ( )AD BC،  ًأنّ  ولدينا فرضا
( ) ( )MN BC، إذن( ) ( )MN AD )لماذا ؟(  
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   المستقيم( )AN  محتوى في المستوي( )SAB  والنقطةP إذن  ،نقطة من هذا المستقيمP 
)تنتمي إلى المستوي  )SAB .المستقيم ة، وبالمماثل( )DM  محتوى في المستوي( )SDC  والنقطةP 

)تنتمي إلى المستوي  Pنقطة من هذا المستقيم إذن  )SDC  

 النقطتان تانكا مّ ل S وP لمستويين بين ا نقطتين مشتركتين( )SAB و( )SDC،  ّاستنتجنا أن 
( )SP  لمستويين لهذين االفصل المشترك هو( )SAB و( )SDC.  

 كانما ل ABCD  كان  ،ضلاعالأمتوازي( ) ( )AB DC ولكن المستقيم ،( )AB  محتوى في
)المستوي  )SAB  المستقيم و( )DC  المستوي  محتوى في و( )SDC، فصل المشترك لهذين فال
)من المستقيمين  يوازي كلاً  المستويين )AB و( )DC،  إذن( ) ( )AB SP.  

 
  15صفحة  - تدرّب

]قطرها  Pفي المستوي  دائرةً  كن تل   ]AB وليكن ،D  ّفي  المستقيم العموديA  على المستوي
P . نتأمّل نقطةM  منونقطة ، N  منD.  
  أثبت أنّ المستقيمين( )MA و( )MB متعامدان. 

  أثبت أنّ المستقيم( )MB  ٌّعلى المستوي  عمودي( )AMN.  
  ّالمستقيمين استنتج أن( )MB و( )MN متعامدان. 

  
 الزاوية AMB  نصف الدائرة فهي قائمة في تحصر قوس محيطيةM  إذن( ) ( )MA MB^.  

 ( )MB كل من عمودي على ( )MA و( )AN  إذن( )MB المستوي عمودي على ( )AMN.  

 ( )MB  عمودي على( )AMN  و( )MN  محتوى في المستوي( )AMN  إذن( ) ( )MB MN^.  

 الحل

A

B

M

N



D





 

160 

  تمرينات ومسائل   

الإجابات الصحيحة من بين بيّن . ABCDEFGHنتأمّل المكعّب  
  :يأتيلاث المقترحة فيما الإجابات الثّ 

  المستقيم( )EA  يوازي:   

    المستوي( )HFB.    المستقيم( )HB .    المستقيم( )CG.  

 المستوي ( )EAB  يوازي : 

    المستقيم( )HD.    المستوي( )HGC.    المستوي( )HGB. 

  المستقيم( )HG  عمودي على:  
    المستوي( )FGC.    المستوي( )EAD.     المستقيم( )AE. 

  2إذا كانAB ]فطول القطعة المستقيمة  = ]HB يساوي : 

   2 3.    3.     12.  

 

ثات متساوية وجوهه مثلّ أي  ،ABCDوجوه منتظم  نتأمّل رباعيّ  
] منتصفَ  I قطةلتكن النّ  .الأضلاع ]BC  قطة النّ وJ  َمنتصف [ ]CD. 

  : يأتيلاث المقترحة فيما بيّن الإجابات الصحيحة من بين الإجابات الثّ 

  المستقيم( )IJ  يوازي: 

    المستقيم( )BD.    المستوي( )BAD.       المستقيم( )AB. 

  تقاطع المستويين( )AIJ و( )ABC هو : 

    المستقيم( )AB.    المستقيم( )AI.       المستقيم( )IJ. 

  في رباعي الوجوهABCD يكون : 

   3

2
AI AB=.   AIJ  ّاقينمتساوي الس.     AIJ الأضلاع متساوي.  
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قطة من القطعة هي النّ  M قطةالنّ . ABCDنتأمّل رباعي وجوه  

]المستقيمة  ]AB  1التي تُحقِّق المساواة

4
AM AB=،  ّقطة والنN  هي

] قطة منالنّ  ]AC  ّ3تي تُحقّق المساواة ال

4
AN AC=،  ًقطة النّ  ،وأخيرا

P  هي منتصف[ ]AD.  

  ّأثبت أن( )MN  يقطع( )BC ّوأن ،( )NP  يقطع( )CD ، ّوأن( )MP يقطع ( )BD. 

   نسمّي I وJ وK  ّقاط على استقامةٍ هذه النّ  وقوعَ أثبت . رتيببالتّ  ابقةقاطع السّ نقاط الت 
  .واحدة

  

  
  المستقيمانيقع ( )MN و ( )BC  ي مستو الفي( )ABC ،
3دينا لو 

4

AN

AC
1و =

4

AM

AB
AN إذن = AM

AC AB
فهما ، ¹

  .I نقطة نسميها فيغير متوازيين ولا بُدّ أن يتقاطعا 
)ن يالمستقيم ونبرهن بالمثل أنّ  )MP و( )BD في يتقاطعان 

)ن يالمستقيم، و أنّ K نقطة نسميها )NP و( )CD عان اطقتي
  .J نقطة نسميها

  النقطةI لمستقيم تقع على ا( )BC  فهي نقطة من المستوي( )BCD وكذلك نجد أنّ النقطتين ،J 
)تنميان إلى المستوي  Kو )BCD . وبالمثل نرى أنّ النقطةI  تقع على المستقيم( )MN  فهي نقطة من

)المستوي  )MNP وكذلك تنتمي النقطتان ،J وK  تنميان إلى المستوي( )MNP.  
,النقاط  تنتمي إذن ,I J K  إلى الفصل المشترك للمستوين( )BCD  و( )MNP  فهي تقع على استقامة

    .واحدة
  

] منتصفَ  Mلتكن  .ABCD وجوهٍ  نتأمّل رباعيّ   ]AB،  لتكن وP 

] منتصفَ  ]CD،  أخيراً لتكن وN  ًمن  نقطة[ ]AC  3تُحقِّق

4
AN AC=. 

)المطلوب هو رسم تقاطع المستوي  )MNP  ّالوجوه  مع وجوه رباعي
ABCD.  
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M وN  هينالوجمشتركتان بين نقطتان ( )ABC و( )MNP  إذن( )MN  هو

)نجد أن بالمثل و  ،الفصل المشترك لهذين المستويين )NP الفصل المشترك  وه
)للمستويين  )ACD و( )MNP.  

)المستقيمان من جهة أخرى يقع  )MN و( )BC  يمستو اليقعان في ( )ABC 
AMلأنّ  وهما غير متوازيين AN

BM CN
   .نقطة تقاطعهما Iلتكن . ¹

I وP  هينالوجمشتركتان بين نقطتان ( )BCD و( )MNP ،إذن المستقيم ( )IP  هو الفصل
) المستقيم نقطة تقاطع Qلتكن . لهذين المستويين المشترك )IP  مع( )BC فتكون القطعة المستقيمة ،

[ ]PQ  هي تقاطع الوجهBCD  مع المستوي( )MNP . وأخيراً نرى أنّ القطعة المستقيمة[ ]QM  هي
)مع المستوي  ABDتقاطع الوجه  )MNP .طع المستوي تقا: بالنتيجة( )MNP  مع رباعي الوجوه
ABCD الرباعي  الشكل هوMNPQ.  
  

منتصف  Iعليه النقطة  ونضعُ  .ABCD اً منتظم وجوهٍ  نتأمّل رباعيَّ  
[ ]CD . نرسم القطعتين المستقيمتين[ ]AI و[ ]BI . ّالمطلوب إثباتُ أن

)المستقيمين  )AB و( )CD متعامدان.  

  

]. وجه من رباعي الوجوه المنتظم هو مثلث متساوي الأضلاعكل  ]AI  في المثلثمتوسط ACD  فهو
]لقطعة امحور  ]CD  إذن( ) ( )CD AI^ وبالمثل نجد أن ،( ) ( )CD BI^ . إذن( )CD  عمودي على

)مستقيمين متقاطعين في المستوي  )ABI فهو إذن عمودي على جميع مستقيمات هذا المستوي ،
)وخصوصاً على المستقيم  )AB .  

4طول ضلعه  ABCDEFGHنتأمّل مكعّباً   cm.  فيهO وO ¢ 
احسب أطوال أضلاع  .الترتيبب ADHEو ABCDالوجهين  امركز 

OGOالمثلّث  ¢.  

  
نريد حساب أطوال أو زوايا في الفراغ  نبحث عن أشكال مستوية حتى نتمكن من الاستفادة من  عندما

   .غيرهماو فيثاغورث و  ،تالس مثل مبرهات  المبرهنات المعروفة
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] القطعة المستقيمة ، تصلAHCفي المثلث  ]OO ] لعينضالبين منتصفي  ¢ ]AC و[ ]AH،  فهي توازي
]ساوي نصف طول الضلع الثالثة ي الضلع الثالثة، وطولها ]HC التي هي قطر المربع ،CGHD . إذن

4 2HC 2 و = 2OO ¢ =.  
[ ]OG هو وتر في المثلث القائم OGC  القائم فيC .إذن استناداً إلى مبرهنة فيثاغورث نجد  

2 2 2 8 16 24OG OC CG= + = + =  
2ومنه  6OG 2وأخيراً، . = 6O G OG¢ =   .OHGو OCG، لتطابق المثلثين =

4طول ضلعه  ABCDEFGHنتأمّل مكعّباً   cm.  مخططاً ارسم
الوجوه  رباعيّ كل المستوي المتّصل الممثِّل لسطح الشّ ل اً يمثّ شبكيَّ 

EACH.  

  
وطول  Eلأنه قائم في  AEHأسهل الوجوه رسماً هو المثلث  .1

4ضلعه القائمة  cm  ًفنرسمه أولا. 
مثلث متساوي الأضلاع، ولقد أنشأنا الضلع  HACالمثلث  .2

[ ]HA  فهذا ما يسمح لنا برسم النقطةC. 
]، فنقوم بإنشائه على Aمثلث قائم في  CAEالمثلث  .3 ]AC. 
]، فنقوم بإنشائه على Hمثلث قائم في  CHEالمثلث  .4 ]HC.  

  .انظر الشكل المجاور

4 :فيه  ،متوازي مستطيلات ABCDEFGH ليكن   cmAB BC= 3cmAEو = =.  
  َأثبت أنّ المثلّث EBD  ٌاقينمتساوي السّ  مثلّث. 

  ّكل المستوي المتّصل الشّ ل اً يمثّ مخططاً شبكيّ  ارسم بالقياس الحقيقي
 .EABDسطح الموافق ل

  
  

  المثلثانEAB وEAD القائمان في ،A طبوقان ،
4cmABلأن  AD= ]، و= ]EA إذن . ركةضلع مشت

EB ED= .  
  انظر الشكل المجاور.  
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]نقطة من  Mولتكن . ABCDالوجوه  رباعيُّ لدينا ليكن   ]BC. 
)مستقيماً موازياً للمستقيم  M من نرسمُ  )AB  ُفيقطع ( )AC  فيI ،

)كذلك مستقيماً موازياً للمستقيم  ونرسمُ  )CD  ُفيقطع ( )BD  فيJ ،
)المستوي  )MIJ  يقطع المستقيم( )AD  فيN. 

  أثبت أنّ كلاً من المستقيمين( )IN و( )MJ  المستقيم يوازي( )CD. 

  أثبت أنّ كلاً من المستقيمين( )JN و( )IM  يوازي المستقيم( )AB.  
 نوع الرباعيّ  ما IMJN؟  

  

  لما كان( ) ( )CD MJ والمستقيم ،( )MJ  محتوى في( )MIJو ،( )CD  محتوى في( )ACD 
)أن الفصل المشترك  استنتجنا )IN   لهذين المستويين مستقيم يوازي( )CD .  
  وكذلك لما كان( ) ( )AB MI والمستقيم ،( )MI  محتوى في( )MIJو ،( )AB  محتوى في

( )ABD  استنتجنا أن الفصل المشترك( )NJ   لهذين المستويين مستقيمٌ يوازي( )AB.  
  أنّ وجدنا( ) ( )IN MJ و( ) ( )JN MI  فالرباعيIMJN  متوازي أضلاع لأن كل ضلعين

  .نامتوازيفيه فمتقابلين 
  
]من  نقطةً  Eولتكن . ABCD وجوهال رباعيُّ  لدينا ليكن  ]ABو ،F 

] من نقطةً  ]ACو ،G  ًمن  نقطة[ ]AD .نفترض أنّ المستقيمين 
( )EF و( )BC المستقيمين سبة إلى وكذلك الأمر بالنِّ . غير متوازيين
( )FG و( )CD  والمستقيمين( )EG و( )BD.   

  عيّن تقاطع المستوي( )EFG  مع كلٍّ من المستويات( )ABC و( )ACD و( )ABD . 

   لإنشاء تقاطع المستوي( )EFG  مع المستوي( )BCD  يأتيفعلنا ما : 

  عرّفناK  نقطة تقاطع( )GF  مع( )CD وعرّفنا ،H  نقطة تقاطع( )GE مع ( )BD .
) فيكون المستقيم )HK  هو تقاطع المستويين( )EFG و( )BCD.   

  .أثبت صحّة هذا الإنشاء  
  لتكنI نقطة تقاطع ( )EF  مع( )BCD . ُالمستقيماتُ  هل تتقاطع ( )BC و( )HK و( )EF 

  ؟Iفي 
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 وضوحاً لدينا  

( ) ( ) ( )EFG ABC EFÇ )و = ) ( ) ( )EFG ACD FGÇ )و = ) ( ) ( )EFG ABD EGÇ =  
 K  نقطة تقاطع المستقيم هي( )GF  المحتوى في المستوي( )EFG  مع المستقيم( )CD  المحتوى

)في المستوي  )BCD ،  فالنقطةK  النقطةوكذلك نرى أنّ . صل المشترك لهذين المستويينالفتنتمي إلى 
H  لمستويين ل الفصل المشتركتنتمي إلى( )EFG و( )BCD . إذن( )HK  هو الفصل المشترك

  .للمستويين المذكورين
  قطة نّ التنتميI إلى المستقيم ( )EF  وتنتمي كذلك إلى المستوي( )BCD.  كان  مالو( )EF  هو

) الفصل المشترك للمستويين )EFG و ( )ABC  ّقطة نّ الوجدنا أنI  إلى المستويتنتمي ( )ABC، إذن 
)الفصل المشترك  تنتمي إلى I تنتمي )BC لمستويين ل( )ABC و( )BCD .  

) نكاما ول )HK لمستويين ل هو الفصل المشترك( )EFG  و( )BCD وجدنا أنّ النّقطة I  تنتمي إلى
) المستقيم )HK،  ّونعلم أنI  تقع على( )EF إذن ،I  هي نقطة مشتركة بين المستقيمات الثلاثة
( )BC و( )HK و( )EF.  
4مكعّباً طول ضلعه  ABCDEFGHليكن    cm،  وليكنO  مركز المربّعEFGH .  
    ّالمستقيم  أثبت أن( )OD هو الفصل المشترك للمستويين ( )EDG و( )HDBF. 

  ّالمستطيل  ارسم بالقياس الحقيقيHFBD  ّقطة وعيِّن عليه النO. 

  ّالمستقيمين أثبت أن( )HB و( )OD متعامدان. 

  المستقيمين  كذلك تعامدأثبت( )HD و( )EG . ّواستنتج أن( )EG 
) على المستوي عموديٌّ  )HFBD ٌّعلى  ، وأنّه عمودي( )HB. 

  ّأثبت أن( )HB  ٌّالمستوي على عمودي ( )DEG. 

  
  النقطة  تقعO المستقيم  على( )EG، إلى تنتمي  فهي
) يلمستو ا )EDG المستقيم ، وهي تقع أيضاً على( )HF 

) يلمستو إلى ا ميتفهي تن )HDBF .ن االنقطتفO وD 
)المستويين ركتان بين نقطتان مشت )EDG و( )HDBF، 

)المستقيم ف )OD لهذين المستويين هو الفصل المشترك.  

   لمّا كان 4 4 2
tan tan

42 2
HOD FBH= = أنّ  استنتجنا = HOD FBH=  لأنّ هاتين

دائري ومن ثَمّ  OIBFالزاويتين حادتان، فالرباعي  
2

OIB OFB
p

= )أو  = ) ( )OD HB^.  
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   المستقيم( )HD المستوي  عمودي على( )EFGH هفي اةمحتو اتالمستقيمال عمودي على جميعو فه، 
)على و  ) ( )EG HD^وفي الوقت نفسه ؛ ( ) ( )EG HF^  ّإذن  .اندمتعام مربعال يقطر  لأن( )EG 

)المستوي مستقيمين متقاطعين في عمودي على  )HFBD ومنه  ،ى المستويفهو عمودي عل( )EG 
)وبوجه خاص  .محتوى في هذا المستوي أي مستقيم يعامد ) ( )EG HB^.  
   ّوجدنا أن( ) ( )HB OD^  ّوأن( ) ( )HB EG^،  إذن( )HB مستقيمين متقاطعين  مودي علىع

)في المستوي  )DEG، فهو عمودي على هذا المستوي.  

 .DEFو ABCموشوراً قائماً قاعدتاه  ABCDEFليكن   
)منتصف  I قطةالنّ  كنتول )EF وO  مركز المستطيل

BCFE.  لتكن أخيراً وM  نقطة تقاطع( )AO  مع المستوي
( )DEF .الرباعي نّ أثبت أ EDFM  ضلاعالأمتوازي.  

  

F وM  نقطتان مشتركتان بين المستويين( )OAB و( )DEF إذن ،( )FM  هو الفصل المشترك لهذين
)ولكن . المستويين )AB  مستقيم من( )OAB و( )DE  مستقيم من( )DEF  وهذان المستقيمان متوازيان

)مشترك مستطيل، إذن الفصل ال ABEDلأنّ  )FM  يوازي( )DE.  
)نقطتان مشتركتان بين المستويين  Mو Eوبالمثل  )OAC و( )DEF إذن ،( )EM الفصل  هو

)ولكن . المشترك لهذين المستويين )AC  مستقيم من( )OAC و( )DF  مستقيم من( )DEF  وهذان
)مستطيل، إذن الفصل المشترك  ACFDالمستقيمان متوازيان لأنّ  )EM  يوازي( )DF.  

)متوازي الأضلاع لأنّ   EDFMنستنتج مما سبق أنّ  ) ( )FM DE  و( ) ( )EM DF.  

  :نفترض أنّ . Oالذي مركزه  ABCDمنتظماً قاعدته المربّع  هرماً  SABCDليكن  

OS OA OB OC OD a= = = = =  
  .Oسبة إلى بالنّ  Sنظيرة  Tونعرّف 
  ّأثبت أن 45SAC =   و 45SBD = . 

  َّن يأثبت أنّ الرباعيSATC وSBTD مربّعان. 

  ّم أثبت أنّ الوجوه الثمانية للمجسSABCDT  ٌمتساويةُ  مثلّثات 
  ما اسم هذا المجسّم؟ .الأضلاع
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 نكاما ل SABCD  ًاستنتجنا أنّ  هرماً منتظماSOA  قائم فيO  ّومن ثَم  
tan 1

OS
SAO

OA
= =  

وعليه  45SAC =  . ّونجد بالمثل أن 45SBD = .  
  قطرا الرباعيSATC إذن  .متعامدان ومتناصفان ومتساويانSATC ربّع، وكذلك نجد أنّ م

SBTD  ًمربّع أيضا.  
  لاحظ أنّ كل حرف من حروف هذا المجسم هو وتر مثلث قائم ومتساوي الساقين طول ضلعه يساوي
a 2، فطول كل حرف يساويaيسمى هذا المجسم . وه المجسم مثلثات متساوية الأضلاع، وجميع وج

  .ثماني وجوه منتظم
 

4مكعّباً طول ضلعه  ABCDEFGH ليكن  cm . ولتكنI  نقطة من
[ ]FE، وK  نقطة من[ ]FB وJ  نقطة من[ ]FG تُحقِّق الشروط:  

1cmFI 2و     = cmFJ 3و     = cmFK =  
مستوياً متّصلاً لسطحَيْ جزأَيْ  اً طاً شبكيّ طّ مخارسم بالقياس الحقيقي 

)المكعّب بعد قطعه وفق المستوي  )IJK .  
  .KIو JKو IJالفرجار لتتجنّب حساب  عملاست:  مساعدة
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  :متوازي مستطيلات، فيه ABCDEFGH ليكن  
4 cmAE BC= 6cmAB و  = =.  

] منتصف J النقطة تكنل    ]FG نقطةلا، و I  من[ ]AD  ّق التي تحق
1cmAI  رطالشّ  = .  

  . Jو Iأقصر طريق يصل بين  ،على سطح متوازي المستطيلات هذا ،ارسم  
  .ABCDEFGHمستوياً متّصلاً مناسباً لسطح  اً طاً شبكيّ مخطّ  قيّ ارسم بالقياس الحقي:  مساعدة

  

 مناقشة الحلول المختلفة الممكنة، وتعيين أقصر الطرق تجب
طريق  الشكل المجاور يبين أنّ طول أقصر .Jو I بين 

، ولقد رسمناه على متوازي المستطيلات كما يلي 85يساوي 
:  

 

5cmAB نفترض أنّ  ،ABCD منتظمالوجوه ال رباعيّ لدينا  ليكن   Kو Jو Iولتكن .=
] حروفهمنتصفات  ]AB و[ ]AC و [ ]AD مستوياً  اً طاً شبكيّ مخطّ  ارسم بالقياس الحقيقيّ  .رتيبالتب

الوجوه  من رباعيّ  AIJKالوجوه  مجسّم الذي نحصل عليه بعد حذف رباعيّ متّصلاً يمثّل سطح ال
ABCD.  
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)الذي نفترض فيه أنّ  SABCالوجوه  ليكن رباعيّ   )SA  ٌّعلى  عمودي( )ABC  وأنّ المثلّث
ABC  ٌفي  قائمB.  
   أثبت أنّ المستقيمين( )BC و( )SA متعامدان. 

  أثبت أنّ المثلّثSBC  قائم فيB.  
  لتكنH  نقطة من[ ]AB ّقطة ، نرسم المستوي المارّ بالنH 

)عموديّاً على  )AB فيقطع ،( )AC  ّقطةفي الن I ويقطع ،( )SC 
)، ويقطع Jفي )SB  فيK.  

  أثبت أنّ المستقيمين( )BC و( )HI متوازيان. 

  أثبت أنّ المستقيمين( )HI و( )KJ متوازيان. 

  أثبت كذلك أنّ المستقيمين( )KH و( )SA واستنتج توازي . متوازيان( )KH و( )IJ. 

  ّأثبت أنHIJK مستطيل. 

  ّ1نفترض أنAB 2SAوأنّ  = BC= AHوأنّ  = x= . 

  ّ2أثبت أنHI x=  بتطبيق نظريّة تالس في المثلّثABC. 

  ّأثبت أن( )2 1HK x=  .SABبتطبيق نظريّة تالس في المثلّث  -

  احسب( )x :مساحة المستطيلHIJK  بدلالةx. 

  ّأثبت أن( ) ( )24 1 1 1 2x x x- = - -. 

  مــا هــي قــيمةx ّتي تــجعل اــل ــ( )x أــكــبر مــا يــمكن؟ــ عــيِّن عــندئــذ مــوضع  H عــلى [ ]AB 
  .في هذه الحالة HIJK باعيّ الرّ  وبيِّن طبيعةَ 

  
 ( )SA المستوي  عمودي على( )ABC المستقيم الذي يحوي ( )BC إذن ( ) ( )SA BC^.  
 المستقيم( )BC  عمودي على المستقيمين المتقاطعين( )AB  و( )SA  فهو عمودي على المستوي

( )SAB، المستقيم  هذا المستوي وخصوصاً  فهو عمودي على جميع مستقيمات( )SB.  المثلثSBC 
  .Bقائم في 
  لما كان ( ) ( )AB HIJK^ ،  كان( ) ( )AB HI^.  أنّ  فرضاً لدينا و ( ) ( )AB BC^  لأن

) المستقيمان وهكذا يكون .Bفي قائم  ABCالمثلث  )BC و( )HI  من المستوي( )ABC ن ييدو عم
)على المستقيم  )AB فهما متوازيان.  
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 المستويان  يتقاطع( )SBC و( )HIJK  بالفصل المشترك( )JK . والمستقيم( )BC  من المستوي
( )SBC تقيميوازي المس ( )HI  من المستوي( )HIJK  ففصلهما المشترك( )JK  ًمن  يوازي كلا

)المستقيمين  )BC و( )HI.   
 لما كان ( ) ( )AB AS^ و( ) ( )AB KH^المستقيمان ، كان ( )AS و( )HK  من المستوي

( )SAB  عموديين على المستقيم( )AB فهما متوازيان.  
)المستويان  يتقاطع )SAC و( )HIJK  بالفصل المشترك( )IJ . والمستقيم( )AS  من المستوي( )SAC 

) يوازي المستقيم )HK  من المستوي( )HIJK  ففصلهما المشترك( )IJ  ًمن المستقيمين  يوازي كلا
( )AS و( )HK.   
  الرباعيHIJK  متوازي أضلاع فيه( ) ( )AS HI^ فهو مستطيل.   
  في المثلثABC لدينا( ) ( )HI BC،  المبرهنة الأساسية في التشابهحسب نجد :  

AH HI

AB BC
أو   =

1 2

x HI
2HIومنه  = x=.  

  في المثلثSAB  لدينا( ) ( )KH AS،  نجد  المبرهنة الأساسية في التشابهحسب إذن  
BH HK

AB SA
1أو  =

1 2

x HK-
)منه  و = )2 1HK x= -  

  مساحة المستطيلHIJK تساوي :  
( ) 2 2(1 ) 4 (1 )x HI HK x x x x= ⋅ = ⋅ - = ⋅ -  

  ًوضوحا.  
  2 المقداريبلغ( ) 1 (1 2 )x x= - -  أكبر قيمة له عندما يبلغ المقدار( )21 2x-  أصغر قيمة

1عندما  ،0وهي  له

2
x )مساحة المستطيل  عندها تكونو  ،= )1

2
1 0 1= - = حيث تقع ،H  في

] منتصف ]AB  1ويكونHK HI=   .اً عمربّ  HIJK والرباعيُّ  =
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    ةحليليّالأشعّة  والهندسة التّ
  

  مقدّمة عامّة
  الأشعّة والمساواة الشّعاعيّة

  جمع الأشعّة وطرحها

  ضرب شعاع بعدد حقيقيّ 
  الارتباط الخطيّ لشعاعين 
  مقدّمة في الهندسة التحّليليّة  
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  :الإجابة عن الأسئلة الآتية لنتأمّل الشّكل الآتي النّاتج عن رصف مقاطع زخرفيّة متماثلة، ولنحاول 

 

  ٌمختلفة انسحابات  
    وفق الانسحاب و  كلٍّ من الحالات الآتية عيّن صورة كلٍّ من المقطعين في:  

    A AT ¢  الّذي  ينقلA  إلىA¢ .   A PT   الّذي  ينقلA  إلىP.  
   A MT   الّذي  ينقلA  إلىM.   D NT   الّذي  ينقلD  إلىN.  

    على المقاطع الزخرفية مختلفة تأثيراتلنحاول فهم لماذا كان لهذه الانسحابات.  
    َكون للمستقيمين يأ( )AA¢ و( )AP نفسه ؟ أي هل هما متوزيان ؟ المنحى  

  للمستقيمات( )AA¢ و( )AM و( )DN  الانتقال، من  جهةقارن .  نفسه المنحىA  إلىA¢ ،
  .Nإلى  D، ومن Mإلى  Aومن 

  طولَيقارن AA¢ وDN.  

  
   
     و        .     و .  
     و        .     و .  

   
  لا ليس للمستقيمين( )AA¢ و( )AP نيزيا، فهما غير متو المنحى نفسه.  
  نعم للمستقيمات( )AA¢ و( )AM و( )DN المنحى نفسه .  

إلى  Aأما جهة الانتقال من  ، Nإلى  D  تقال منهي نفسه جهة الان  ¢Aإلى  Aجهة الانتقال من 
M  فهي جهة معاكسة لجهة الانتقال منA  إلىA¢.  
  ُطول AA¢  َلا يساوي طول DN.  
  
  

( )D NT  =4 5 ( )D NT  =3 4 ( )A MT  =3 1( )A MT  =4 2

( )A PT  =3 17( )A PT  =4 18 ( )A AT ¢ =4 6 ( )A AT ¢ =3 5
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  متماثلةانسحابات  
    وفق الانسحاب و و و كلٍّ من الحالات الآتية عيّن صورة كلٍّ من المقاطع في:  

    A AT ¢  الّذي  ينقلA  إلىA¢.   B BT ¢  الّذي  ينقلB  إلىB ¢.  
   C CT ¢  الّذي  ينقلC  إلىC ¢.   D DT ¢  الّذي  ينقلD  إلىD ¢.  
   E ET ¢  الّذي  ينقلE إلىE ¢.  

   ةعلى المقاطع الزخرفيّ  التأثير نفسهلماذا كان لهذه الانسحابات  اشرح.  
  باستعمال نقاط أخرى من الشّكل، اذكر انسحاباً آخر تأثيره على المقاطع الزخرفية يماثل تأثير

Aالانسحاب  AT ¢.  
  

  
     و  و  و  .  
   حصل على النتائج نفسها في حالة الانسحابات ونB BT ¢  وC CT ¢ وD DT ¢ وE ET ¢.  
 لأنها تشترك بالمنحى والجهة ومسافة الانتقال.  
 الانسحاب M AT   ًمثلا.  
  
 الأشعّة  
    ان الشّعاع”يقول ساطعAA¢


Aو  A¢


  .اشرح لماذا جافاه الصواب. “متماثلان 

   ي الشّكل، اذكر أشعة أخرى تمثّل كلاً من الشّعاعين باستعمال النّقاط فBC


EDو 


.  
  

  
  الشعاع مبدأ لأنAA¢


Aالشعاع ، في حين أنّ مبدأ ¢A النّقطة و نهايته A النّقطة هو  A¢


 هو 

  .، فليس لهما الجهة نفسهاAو نهايته النّقطة  ¢A النّقطة
  أشعة أخرى تمثّل الشعاعBC


Bهي   C¢ ¢


DEو  ¢


ED، أشعة أخرى تمثّل الشعاع 


Eهي   D ¢¢


 

CBو ¢


.  

  47صفحة  - فكّر 

ABواة الشّعاعيّة أَصحيح أنّ الشّرط اللازم والكافي لتحقُّق المسا   DC=
 

هو أن تكون القطعتان  
]المستقيمتان  ]AC و[ ]BD  متناصفتين، أي أن يكون منتصف[ ]AC  منطبقاً على منتصف[ ]BD ؟ 

 الحل

 الحل

( )A AT ¢ =7 9 ( )A AT ¢ =4 6 ( )A AT ¢ =3 5 ( )A AT ¢ =2 4

7 234
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Aوفق الانسحاب  Dصورة  Cلقد رأينا سابقاً أن كون  BT   الذي ينقلA  إلىB  يُكافئ كونC 

]بالنسبة إلى منتصف  Aنظيرة  ]DB  وهذا بدوره يُكافئ كون القطعتين المستقيمتين[ ]AC و[ ]BD 
)ومن جهة أخرى القول  . متناصفتين )A BT D C ABيُكافئ المساواة الشعاعية  = DC=

 
إذن . 

  :المقول المشار إليها صحيحة

( )AB DC =
 

]القطعتان المستقيمتان (  ]AC و[ ]BD متناصفتان(  

  

 
   48صفحة  -تدرّب 

  

  ليكنu
  الشّعاع الذي منحاه( )AB  وجهته منA  إلىB  3وطولهcm.  
 ارسم الشّكل المجاور في دفترك. 

  أنشئ الشّعاعينMN


EFو  


uبحيث   EF MN= =
 .  

  

  
فنُنشئ متوازي  BAM، وكذلك مع ABFEإلى متوازي الأضلاع   ABFنتمّم بواسطة الفرجار المثلث 

  :، كما في الشكل الآتي BAMNالأضلاع 
  

  
  

 الحل

 الحل

A
B

C
D

A BO CDO

A

F

B

M

E

N

A

F

B

M



 

  175  

  تأمّل الشّكل التالي، ثمُ املأ الفراغات فيما يلي.  

  

AH M=
 

 ،    PM M=
 

 ،   LI O=
 

 . 

NR L=
 

 ،    AK H=
 

 ،   KN G=
 

 . 

   النّقطةI  هي صورة  وفق الانسحاب الّذي  شعاعهKC


.  
   النّقطة  هي صورةP ب الّذي  شعاعه وفق الانسحاGD


.  

   النّقطةT  هي صورةG  وفق الانسحاب الّذي  شعاعه
S.  

   النّقطةN  هي صورةC  وفق الانسحاب الّذي  شعاعه
G.  

  

AH MT=
 

،    PM MJ=
 

،   LI RO=
 

. 

NR HL=
 

،    AK HR=
 

،   KN GJ=
 

. 

  النّقطةI  هي صورةQ  وفق الانسحاب الّذي  شعاعهKC


.  
  النّقطةM  هي صورةP  وفق الانسحاب الّذي  شعاعهGD


.  

 النّقطة T  هي صورةG  وفق الانسحاب الّذي  شعاعه
FS.  

 النّقطة N  هي صورةC  وفق الانسحاب الّذي  شعاعه
GR.  

  

  معيّناً  المجاور الشّكلفي نتأمّل ABCD. لتكن E وF ينظيرت A 
  :ل ما يأتيعلّ . بالترتيب C سبة إلىبالنّ  Dو

AB DC CF

EF DA CB

AC BF CE

= =

= =

= =

  

  

  







  

  

 الحل

A B C D E

F G H I J

K L M N O

P Q R S T

´ ´ ´ ´ ´

´ ´ ´ ´ ´

´ ´ ´ ´ ´

´ ´ ´ ´ ´

A
D

B
C

F
E
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  ــا كــان الربــاعي ABمعيّنــاً اســتنتجنا أن  ABCDلمَّ DC=

 
ــا، و   ســبة إلــىبالنّ  D نظيــرة Fكانــت  لمَّ

C  كانDC CF=
 

.  
  لمــا كــانABCD  ــاً اســتنتجنا أن DAمعيّن CB=

 
ــا ، و بة ســبالنّ  Dو A تــينظير  Fو Eكانــت  لمَّ

EFمتوازي أضلاع ومنه  ADEFكان  C إلى DA=
 

.  
  من  لديناAB CF=

 
ACنه متوازي أضلاع، وم ABCFومنه   BF=

 
 Eولما كانت . 

ACكان  C سبة إلىبالنّ  A نظيرة CE=
 

.  
 ABCD وCDEF  هما متوازيا أضلاع بحيث لا تقع النّقاطA وB 

  .على استقامة واحدة Fو Eو
  .متوازي أضلاع ABFEأثبت أنّ الرّباعيّ   

  

  
ABمتوازي أضلاع كان  ABCDلمّا كان  DC=

 
.  

DCمتوازي أضلاع كان  CDEFلمّا كان  EF=
 

.  
ABنجد أن  و من  EF=

 
 Fو Eو Bو Aالنّقاط لأن  متوازي الأضلاع ABFE باعيّ الرّ ، ف

  .لا تقع على استقامة واحدة
  

 
   50صفحة  -تدرّب 

  لتكنA وB وC نضع . ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدةu AB=
 وv AC=

 . أنشئ
  التي تُحقّق Hو Gو Fو E النّقاط

, , ,AE u v AF u v AG u v AH u v= + = - = - - = - +
         

  

  

  
  

 الحل

 الحل

 الحل

 H

B

EC

A

FG

v
u v- +

 

u


u-


v-


u v- -
  u v-

 

u v+
 

A B

CD

E F
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   54-تدرّب 

  اغات فيما يأتي بالأعداد المناسبةتأمّل الشّكل  المجاور، ثمُّ املأ الفر  

HD DC AB FB AC OC

CB KE FB ED AB HE

= = =
= = =

     
       
  

  

  
  

  
1

4 2
2
4 1

4
3 3

= - = =

= - = - =

    

    
HD DC AB FB AC OC

CB KE FB ED AB HE

  

  
 

  مُعلِّلاً إجابتك  الآتيةمن الخطأ في العبارات  الصواببيّن:  

   إذا كانABC  مثلثاًّ متساوي السّاقين كانAB AC=
 

. 
  إذا كانABCD  كانمتوازي الأضلاع BA BC BD+ =

  
. 

  إذا كان[ ]AI ي المثلّث متوسّطاً فABC  كان( )1

2
AI AB AC= +
  

.  
  3إذا كانAC AB=

 
2BC كان  BA=

 
.  

 ت إذا كانC  نظيرةA  بالنّسبة إلى منتصف[ ]BD  كان AC AB AD= +
  

.  
 

    خطأ لأن AB AC=
 

ABتقتضي أن يكون   AC. 
  صح استناداً إلى طريقة متوازي الأضلاع. 
  لديناإذ صح  

AI AB BI= +
  

  و AI AC CI= +
  

  
ــتــين  بــجمع 2AIنــجد    وــ اــلــمساوـاـ AB AC BI CI= + + +

    
ــما كــانــت   ــلــوـلـ مــنتصفَ  Iقطة نّ ا

[ ]BC  كان الشّعاعانBI


CIو 


0BIمتعاكسين أي   CI+ =
  

  إذن . 
2AI AB AC= +
  

  
  

 3 إذا كانخطأ، فAC AB=
 

3 كان  2BC BA BC AB AB AB= + = - + =
     

.  
 صح، استناداً إلى طريقة متوازي الأضلاع. 

  

 الحل

 الحل

A

C

B

O

D H E

F

L

K
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   56صفحة  -تدرّب 

    نتأمّل متوازي أضلاعABCD . ونعرّف النّقطتينM وN بالعلاقتين  
2CM AB=

 
1و     

3
=


CN AD  

  ًارسم شكلاً مناسبا.  
  استنتج أنّ المستقيمين( )AM و( )DN متوازيان.  

  
 الرسم.  
  نلاحظ أنّ الشعاعينCM


CNو 


ABمعرّفين بدلالة  


ADو 


 

AMلنحاول التعبير عن الشعاعين إذن 


DNو 


ABبدلالة  


 
ADو


  فنجد.مستفيدين من علاقة شالأيضاً  

1

3

2

3 3

DN DC CN

AB AD

AM AB BC CM

AB AD AB

AB AD DN

= +

= +

= + +

= + +

= + =

  

 

   

  

  

  

AMنستنتج أنّ الشّعاعين  ،إذن


DNو 


)فالمستقيمان  خطياً  مرتبطان  )AM و( )DN متوازيان.  
    ليكنABC  ًلتكن . مثلّثاI  منتصف[ ]ABو ،J  ّ1قطة المُعرّفة بالمساواة الن

3
CJ CB=
 

وأخيراً . 
  .متوازي الأضلاع JCGIقطة التي تجعل الرّباعيّ النّ  Gلتكن 
 قطة النّ بت أنّ أثG  هي منتصف[ ]AJ.  

 
تحقّق إحدى الخواص المميّزة لنقطة المنتصف  Gأن نبرهن أنّ  يكفي

0GAكأن نبرهن أنّ  GJ+ =
   باستعمال علاقة شال.  

  أثبت أنّ النّقطةG  هي مركز ثقل المثلّثACI.  

 
  لنبدأ باختيار شعاعين مستقلين خطياً مثلAB


BCو 


ول التعبير عن الأشعة التي تهمنا ولنحا 

] منتصف Iلأن : مثلاً . بدلالة هذين الشعاعين ]AB ،1 نجد

2
AI AB=
 

  
  ، نجدمتوازي الأضلاع JCGIومن كون  وبالاستفادة من علاقة شال

1 1 1

2 2 3
AG AI IG AB JC AB BC= + = + = +
      

  

 الحل

 الحل

A B

C
D M

N

A B

C

I

J

G
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  ومن جهة أخرى
2

1 2 1 1

2 3 2 3

GJ IB BC IB CJ BC

AB BC BC AB

G

C

J

B

I C= + + + = + +

= - + = +

     

   







  

AGنستنتج إذن أنّ  GJ=
 

]هي منتصف  G، فالنقطة  ]AJ.  
 لنحسب المقدار GA GI GC+ +

  
 :  

GGI CJGA C GJ JC

GJ JC

GA

GA

+ + = + +

= +

+

+

  



  






CJ+


0=
  

0GAإذن  GI GC+ + =
   

  .ACIهي مركز ثقل المثلث  G، وهذا يبرهن على أنّ 

   62 -فكّر 

  لماذا لا يمكن استعمال علاقة المسافة بين نقطتين في مَعْلَم غير متجانس ؟  

  
لأننا استندنا عند إثبات العلاقة على مبرهنة فيثاغورث، وعلى أنّ واحدة الأطوال على محوري الإحداثيات 

  .هي نفسها

 
   62 -تدرّب 

   ين الشّعاع، ارتباط ت الآتيةادرس، في الحالاu
 وv:  

 ( )2, 3u -
  و( )6,9v -

.       1 1
,

3 2
u
æ ö÷ç - ÷ç ÷÷çè ø
  2و 3

,
5 5

v
æ ö÷ç - ÷ç ÷÷çè ø
.  

 ( )3, 2u -
  و( )6, 1v -

.       ( )10, 5u -
  و( )4,2v -

.  

  
  يمكننا بسهولة ملاحظة التنّاسب بين مركّبات  الشّعاعينu

 وv. 
3vنستنج إذن أنّ  u= -

   والشّعاعانu
 وv خطياً  مرتبطان.   

 لا نرى تناسباً واضحاً بين مركّبات الشّعاع  هناu
  ومركّبات الشّعاعv

 . نلجأ إذن إلى شرط الارتباط
  : لدينا  وهنا

1 3 2 1 1 1
0

3 5 5 2 5 5
xy x y

æ ö æ ö÷ ÷ç ç¢ ¢- = ´ - - ´ - = - + =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
  

  .خطياً  مرتبطان vو u فالشّعاعان
 الخطي نلاحظ أنّ شرط الارتباط  انطلاقاً من :  

(6 2) ( 1 3) 9 0x y xy¢ ¢- = ´- - - ´ = - ¹  
uفالشّعاعان 
 وv  ًمستقلان خطيا.  

 الحل

 الحل

 2 3

6 9

u

v

-

-



 ( )3´ -
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  ّنيالشّعاعنجد بأسلوب مماثل لما سبق أن u وv في هذه الحالة ن خطياً يمرتبط.  
    نتأمّل في مَعْلَم النّقاط( 2,4)A ,0)و B(4,2)و - 1)C )و - 3, 0)D ]منتصف  Eلتكن . - ]AB .

  .AECDو ABCDن عيّن طبيعة الرّباعييَّ 

  نلاحظ أنّ   
4 ( 2) 6

2 4 2
AB

é ù é ù- -ê ú ê ú= =ê ú ê ú- -ê ú ê úë û ë û


0و       ( 3) 3

1 0 1
DC

é ù é ù- -ê ú ê ú= =ê ú ê ú- - -ê ú ê úë û ë û


  

2AB، إذن DC=
 

)لأنّ فيه  شبه منحرف ABCD، والرباعي  ) ( )AB DC.  
]منتصف  E من جهة أخرى، لأنّ  ]AB  ّ1استنتجنا أن

2
AE AB DC= =
  

 AECD، فالرباعي 
  .متوازي الأضلاع

   لنّقاط ا نتأمّل في مَعْلَم متجانس( 1,2)A- (2,1)وB و( 2, 1)C - احسب أطوال أضلاع المثلّث  -
ABC واستنتج نوعه.  

  
2بالعلاقة  Vو Uقطتين نتعطى المسافة بين  2( ) ( )v u v uUV x x y y= - +   بالتعويض نجد  .-

2 2

2 2

2 2

(2 1) (1 2) 9 1 10

( 2 1) ( 1 2) 1 9 10

( 2 2) ( 1 1) 16 4 20

AB

AC

BC

= + + - = + =

= - + + - - = + =

= - - + - - = + =

.  

ABولما كان  AC=  2و 2 2BC AC AB=   .متساوي الساقينو  قائم مثلث ABC استنتجنا أن +
    النّقاطمتجانس  مَعْلَمنتأمّل في ( 2,3)A  .D(5,1)و C(0,5)و B(4,5)و -

 ثمحيط المثلّ  احسب ABC. 

 تيحداثيإسب اح N منتصف القطعة CB  ّط ثم استنتج طول المتوسAN.  
  ينالشّعاعاحسب مركّباتAB


CDو 


. 

 أثبت أنّ المستقيمين ( )AB و( )CD متقاطعان.  
  .عدداً حقيقياً  kفيما يلي، نفترض 

 بدلالة  ،اكتبk ، ّقطةالنّ  تيإحداثي M حقّقتي تال AM kAB=
 

 .  
 بدلالة  ،احسبk،  الشّعاعمركّبات CM


.  

  عيّنk كي يكون الشّعاعان CM


CDو 


نقطة تقاطع إحداثيتي واستنتج  .مرتبطين خطّياً  
)المستقيمين  )AB و( )CD.  

  
  تعطى المسافة بين نقطتينU وV  2بالعلاقة 2( ) ( )v u v uUV x x y y= - +   بالتعويض نجد. -

 الحل

 الحل

 الحل
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2 2

2 2

2 2

(4 2) (5 3) 36 4 40 2 10

(0 2) (5 3) 4 4 8 2 2

(0 4) (5 5) 16 0 4

AB

AC

BC

= + + - = + = =

= + + - = + = =

= - + - = + =

  

   بالعلاقة ABC المثلّثمحيط وعليه يعطى 
2 10 2 2 4AB AC BC+ + = + +  

 قطة النّ  تاإحداثيN هما: 
2
+

= C B
N

x x
x ،

2
+

= C B
N

y y
y  إذن ( )2,5N  

  بالصيغة ANطول المتوسّط وعليه يحسب 
2 2(2 2) (5 3) 16 4 20 2 5= + + - = + = =AN  

  ينالشعاعكل من  كبتيمر لإيجاد AB


CDو  


  نكتب 
4 ( 2) 6

5 3 2
AB

é ù é ù- -ê ú ê ú= =ê ú ê ú-ê ú ê úë û ë û


5و     0 5

1 5 4
CD

é ù é ù-ê ú ê ú= =ê ú ê ú- -ê ú ê úë û ë û


  

 أنّ المستقيمين لإثبات ( )AB و( )CD نكتفي بإثبات عدم الارتباط الخطي للشعاعين انمتقاطع AB


 
CDو 


  فنحسب 

(6 4) (5 2) 24 20 44 0¢ ¢- = ´- - ´ = - - = - ¹x y xy  
ABفالشعاعان 


CDو  


)خطياً، والمستقيمان مستقلان   )AB و( )CD متقاطعان.  

  لاحظ أنّ إحداثيتي النقطةM  هما مركّبتا الشعاعOM


AMولكن العلاقة .  kAB=
 

  تقتضي أنّ  
OM OA AM OA kAB= + = +
    

  
  وعليه

2 6 2 6

3 2 3 2
M

M

x k
k

y k

é ù é ù é ù é ù- - +ê ú ê ú ê ú ê ú= + =ê ú ê ú ê ú ê ú+ê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û
  

 الشّعاعب مركّبات احسل CM

  نكتب، kبدلالة  ،

2 6 0 2 6

3 2 5 2 2
M

C

C

M

x x k k
CM

y y k k

é ù é ù é ù- - + - - +ê ú ê ú ê ú= = =ê ú ê ú ê ú- + - - +ê ú ê ú ê úë û ë û ë û


  

 كي يكون الشّعاعان CM


CD و 


  أي مرتبطين خطّياً يجب أن يتحقق شرط الارتباط الخطي 
( 4)(6 2) 5(2 2)

24 8 10 10 34 18 0

x y xy k k

k k k

¢ ¢- = - - - - =
= - + - + = - + =

  

18الآتية  kوحلُّ هذه المعادلة يعطي قيمة  9
34 17

= =k وتكون النقطة ،( )20 69
17 17

,M  الموافقة هي نقطة
)اطع المستقيمين تق )AB و( )CD.  
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  تمرينات ومسائل   
  :الآتيةبيّن الإجابات الصّحيحة من بين الإجابات المقترحة في كلّ من الحالات   
  ليكنABC  مثلّثاً، مركز ثقلهG ومنتصف القطعة ،[ ]AC  هوJ عندئذ ،:

   2

3
AG BJ=
 

  1

2
GJ GB= -
 

  GA GB AB- =
  

  
 مَعْلَمفي ال ( ); ,O i j

  ّ2، نفترض أن 3OM i j= - +
   1.5وON i j= -

   عندئذ ،:
  OMN  مثلّث.  O  وM وN3   .على استقامة واحدة 4.5MN i j= -

  
.  

 المتجانس  مَعْلَملنتأمّل في ال( ); ,O i j
  (4,5) النّقاطA (2,1)وB 8)و, 3)C . عندئذ:

  OA

 وBC


=2  .مرتبطان 


BC AB .  ABC  م ومتساوي السّاقينقائ.  

 مَعْلَملنتأمّل في ال ( ); ,O i j
  (2,0) النّقاطA (6,2)وB (3,5)وC 1)و, 4)D . عندئذ:

  ( )AB  و( )CD 1  .متقاطعان

2
CD AB= -
 

  ABCD  شبه منحرف.  
 مَعْلَملنتأمّل في ال ( ); ,O i j

   ّ(2,0)قطة النA 3 عاعالش، و 2u i j= -
  . قطة  النّ ولتكن 

( ),M x y  للعلاقةالمحقّقة AM u=
   ٍعندئذ :

  1x =  7وy = -.  1x =  3وy =.  M   هي صورةA وفق الانسحاب  
uشعاعه  الّذي       

.  

  :المعرّفة بالعلاقات  Qو Pو Nو M النّقاطعيِّن . Aمثلّثاً قائماً في  ABC ليكن  
,

,

= + = -

= + = -

     

     
AM AB AC AN AB AC

AP CA BA AQ AC AB
  

  
  النقطةM  هي النقطة التي تجعلBACN متوازي الأضلاع. 

  النقطةN  ّق تحقAN CB=
 

CBوفق انسحاب شعاعه  A، فهي صورة 


. 

  النقطةQ  ّق تحقAQ AN= -
 
 .Aبالنسبة إلى  Nنظيرة  Qفالنقطة  ،

  النقطةP  تحقّقAP AM= -
 

 .Aبالنسبة إلى  Mنظيرة  P، فالنقطة 

  :أثبت أنّ . أربع نقاط في المستوي Dو Cو Bو Aلتكن   
 ( )AB CD AC BA DA- - - =

    
. 

 الحل
B

A C

MN

QP



 

  183  

 AD BC AC BD+ = +
   

. 

  
  لنرمز بالرمز الأيسر من العلاقة المعطاة إلى الطرف  ( )AB CD AC BA= - - -

   
 إنّ . 

0

AB CD AC BA

AB BA DC CA

DA DA

= - - +

= + + +

= + =


   

   

 
  

  لنرمز بالرمز  إلى الفرق بين طرفي المساواة المطروحة( )AD BC AC BD= + - +
   

: 

0

AD BC AC BD

AD BC CA DB

AD DB BC CA

AB BA

= + - -

= + + +

= + + +

= + =


   

   

   

  

 

  . فالمساواة المقترحة صحيحة

OAنــــضع .  Oمــــسدّساً مــــنتظماً مــــركــــزهــــ   ABCDEFلــــيكن    i=
  

OBوــ j=
   . اــكــتب اــلأــشعّةAF


FEوــ 


EDوــ 


DCوــ 


CBوــ 


BAوــ 


BFو 


 

FDو


DBو 


iين بدلالة الشّعاع 


jو 


.  

  

2

AF BO j

FE AO i

ED AB OB OA j i

DC OB j

CB OA i

BA OA OB i j

BF OF OB BA OB i j

FD OD OF OA BA

= = -

= = -

= = - = -

= =

= =

= - = -

= - = - = -

= - = - -

  
  
     
  
  
    
      
    

2j i

DB OB OD j i

= -

= - = +

  
    

.  

  الوقوع على استقامة واحدة  
3DCرباعيّاً فيه  ABCDليكن :  الفرْض AB=

 
 ، ولتكن

M  منتصف[ ]ADو ،N  منتصف[ ]BCو ،P  منتصف
[ ]BD ًوأخيرا ،Q  منتصف[ ]AC.  

 الحل

 الحل

O
A

BC

D

E F

i


j


A B

CD

M P Q N

A B

D

M P
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  .تقع على استقامة واحدة Qو Pو Nو M النّقاطإثبات أنّ :  الطلب

  
 3 العلاقة نستنتج منDC AB=

 
)أن   ) ( )DC AB  الرباعي وABCD شبه منحرف.  

  في المثلثABD،  ّقطةالن M  منتصف[ ]ADو ،P  منتصف[ ]BD 1 إذن

2
MP AB=
 

. 

  في المثلثADC، النّقطة M  منتصف[ ]ADو ،Q  منتصف[ ]AC 1 إذن

2
MQ DC=
 

. 
)إذن  ) ( ) ( ) ( )MP AB DC MQ   والنقاط ،M وP وQ وكذلك. تقع على استقامة واحدة  
  في المثلثBDC، النّقطة P  منتصف[ ]BDو ،N  منتصف[ ]BC 1 إذن

2
PN DC=
 

.  

  في المثلثABC، النّقطة Q  منتصف[ ]ACو ،N  منتصف[ ]BC 1 إذن

2
QN AB=
 

.  
)إذن  ) ( ) ( ) ( )NP DC AB NQ   والنقطة ،N  تقع أيضاً على المستقيم( )PQ . والنقاط الأربعM 
  .تقع على استقامة واحدة Qو Pو Nو

 ترجمة العلاقات الشّعاعيّة  
AB نعرّف. مثلّثاً  ABCليكن  : الفرْض i=

  وAC j=
  النّقاط، و P وQ وR  بالعلاقات:  

2 1 1
, ,

3 3 3
AP i AQ j BR BC= = = -
      

]هي منتصف القطعة المستقيمة  P النّقطةإثبات أنّ :  الطلب ]QR.  

  
 مباشرة الشّكل المفتاحي نتعرّف  . ولدينا فرضاً عبارتا الشّعاعين

AP


AQو 


iبدلالة  
 وj


 . 

)إذن في المعلم  ); ,A i j
   2لدينا

3
( , 0)P 1و

3
(0, )Q.  

  1في المساواة الشّعاعيّة

3
BR BC= -
 

معروفة، إذن يمكننا منها استنتاج  Cو B، إحداثيّات 
 :، فنكتب نفسه في المَعْلَم R تيإحداثيّ 

1 1
( )

3 3
AR AB BR AB BC AB AC AB= + = - = - -
       

  

1                                   ومنه  4 1
( )

3 3 3
AR i j i i j= - - = -
      

)إذن في المعلم  ); ,A i j
   4لدينا 1

3 3
( , )R -.  

  إنّ إحداثيتي النقطةM  منتصف القطعة[ ]QR  في المعلم( ); ,A i j
  هما 

 الحل

 الحل

A B

C

i
 P

Q

R

j
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2

2 3
R

M
Qx x

x
+

0و ==
2
R

M
Qy y

y
+

==  
]هي منتصف القطعة المستقيمة  Pفالنقطة . نفسها Pوهما إحداثيّتا النقطة  ]QR. 

 ة�قاط معرّفة بعلاقات شعاعيّ  
  : المعرّفتين بالعلاقتين الشّعاعيّتين الآتيتين Nو Mقطتين أنشئ النّ . ABCليكن المثلّث  

2 (1)

2 (2)

MC BC AB

NA NB AC

+ =

+ =

  

    

  
 معلوماً، أمكننا تعيين النّقطة u وكان الشّعاع ،عطاةم D إذا كانت النّقطة بوجه عام،

P  المحقّقة للعلاقةDP u=
  . (2)و (1)ومن هنا تأتي فكرة تحويل كلّ من العلاقتين 

   .الحالة هذهإلى 
  تظهر النّقطة  (1)في العلاقةMيغة، المراد تعيينها، مرّة واحدة وهذا يدعونا إلى كتابة العلاقة بال  صِّ

2MC AB BC= -
  

 أو. 
2

2

CM MC BC AB

BC BA

= - = -

= +

   

   

BCوبجمع الشعاع 


  إلى طرفي المساواة السابقة واستعمال علاقة شال نجد 
2( )BM BC BA= +

  
 

  .ومنه الإنشاء المبين في الشكل
  علاقة  باستعمال (2)تظهر النّقطة  المراد تعيينها مرّتين فعلينا إذن تحويل العلاقة  (2)في العلاقة

 . شال
2 2( )

3 2 3 2

AC NA NB NA NA AB

NA AB AN AB

= + = + +

= + = - +

     

     

  إذن
3 2

( )

AN AB AC AB CA AB

AB CB BA BC

= - = + +

= + = - +

     

     

  .ومنه الإنشاء المبين في الشكل

 الحل

u


D

P
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 إثبات شعاعي  
] المستقيمة منتصف القطعة ¢A ، ولتكنGمركز ثقله  ABCلنتأمّل مثلّثاً   ]BCو ،D  نظيرةG 

]منتصف القطعة  Gأثبت شعاعيّاً أنّ . ¢Aالنّقطة سبة إلى بالنِّ  ]AD.  

  
 رسم مثلّثاً لنABC  النّقاط  عليهعيّن لنوA¢ وG وD.  
 لمّا كان G  ّث مركز ثقل المثلABC   ّاستنتجنا أن 

2AG GA¢=
 

  
  ّومن ناحية أخرى، لأنD  نظيرةG  بالنسبة إلىA¢  ّ2استنتجنا أنGD GA¢=

 
نستنتج  مما سبق .

0GAأنّ  GD+ =
   ّوهذا يعني أن ،G  هي منتصف[ ]AD.  

 ثلاثة مربعات  
  ABCD وDCEF وFEGH  ضلع كلّ منها  لُ ثلاثة مربّعات طو

]منتصف القطعة  I النقطة .1يساوي  ]AC، وJ  نقطة تقاطع
)المستقيمين  )CD و( )AH . ًناسب أثبت أنّ النّقاطمَعْلَم مب مستعينا I 

  .تقع على استقامة واحدة Jو Fو

  

 ولنختر المَعْلَم  اً دقيق اً رسمالشّكل أوّلاً  رسمنل( ); ,A i j
  حيث AD i=

 
ABو  j=

 
يجعل هذا . 

 ونجد أن .الاختيار إحداثيّات رؤوس المربّعات أعداداً صحيحة
1 1
2 2

(0,0), (2, 0), (1,1), (3,1), ( , )A F C H I  
  النّقاط وقوعنريد إثبات I وJ وF النّقطة  تيامة واحدة، علينا إذن البحث عن إحداثيّ على استق 

J . 1ولكن
3

AJ AH=
 

1، إذن 
3

(1, )J. 
  لنحسب إذن مركّبات كل من الشعاعينJI


FJو 


 فنجد 

1 1 1 1 1
2 2 3 2 6

1 1
3 3

( 1, ) ( , )

(1 2, 0) ( 1, )

JI

FJ

= - - = -

= - - = -



  

 الحل

 الحل

A

B C

M

N

A

B CA¢

D

G

A

B C

D

E

F

H

I

G
J
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2FJإذن  JI=
 

JI، و 


FJو 


  .على استقامة واحدة واقعة Jو Fو Iمرتبطان خطياً، فالنقاط  
 الوقوع على استقامة واحدة بطريقتين  
]منتصف القطعة  I ، وليكنAاوية في قائم الزّ  ABCلنتأمّل مثلّثاً   ]ABو ،J  نظيرC  بالنسبة

1المحقّقة للعلاقة النّقطة  K، وأخيراً لتكن Aالنّقطة إلى 

3
BK BC=
 

.  
  .تقع على استقامة واحدة Kو Jو I أثبت أنّ النّقاط

  
 عن أولاً نعبّر لAJ


ACبدلالة  


 Aبالنسبة إلى  Cنظيرة  Jلمّا كانت . 

AJستنتجنا أنّ ا AC= -
 

]منتصف  Iولأنّ .  ]AB  ّاستنتجنا أن 
1

2
AI AB=
 

1و 

2
BI AB= -
 

. 
 النّقاط لإثبات وقوع I وJ وK  على استقامة واحدة، علينا إثبات ارتباط

IJين الشّعاع


IKو 


 :هناك طريقتان. 
 الطريقة الأولى  

) مَعْلَملنختر ال ); ,A i j
   حيثAB i=

 
ACو  j=

 
يجعل هذا . 

أعداداً صحيحة، كما يجعل من السهل تحديد  ABCالاختيار إحداثيّات رؤوس المثلّث 
  فنجد أنّ . النّقاطإحداثيّات باقي 

1
2

(0,0), (1, 0), (0,1), ( , 0), (0, 1)A B C I J -  
)لتعيين  , )x y  إحداثيّتيK  1نلاحظ أنّ المساواة الشعاعية

3
BK BC=
 

  :تكتب كما يأتي 
1
3
1
3

1 0 11
0 1 03

x

y

é ùé ù é ù- - -ê úê ú ê ú= = ê úê ú ê ú- -ê ú ê ú ê úë û ë û ë û
  

2هما  Kفإحداثيّتا النقطة  1
3 3

( , IKوهكذا يمكننا حساب مركّبات الشعاعين  .(


IJو 


  فنجد 
2 1 1

13 2 6
1 1 6
3 3

1 1
12 2
2

1

20

10

21 0 1

IK

IJ

é ù é ù é ù-ê ú ê ú ê ú= = =ê ú ê ú ê ú- ê úê ú ê ú ë ûë û ë û
é ù é ù é ù- -ê ú ê ú ê ú= = = -ê ú ê ú ê ú- - - ê úê ú ê ú ë ûë û ë û



  

3IJإذن  IK= -
 

IJ فالشعاعان، 


IKو 


تقع على  Kو Jو I مرتبطان خطياً والنقاط 
  .استقامة واحدة

 الثانية الطريقة  
IJين الشّعاعلإثبات ارتباط 


IKو 


علم أنّ فن. نفرّق كلاً منهما إلى مجموعٍ شعاعيّ  

IJ IA AJ= +
  

1ستنتج من ذلك أنّ فن 
2

IJ AB AC= - -
  

 .  

 الحل

A B

C

J

I

K
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IK لتعبير عنل


ABبدلالة  


ACو 


  :نكتب ما يلي  
1 1

2 3
1 1 1 1

( )
2 3 6 3

IK IB BK AB BC

AB AC AB AB AC

= + = +

= + - = +

    

      

3IJوهنا نلاحظ مجدداً أنّ  IK= -
 

IJ فالشعاعان، 


IKو 


 Jو I بطان خطياً والنقاطمرت 
  .تقع على استقامة واحدة Kو

 النّقطةسبة إلى بالنّ  Aنظيرة  I، ولتكن ABCلنتأمّل مثلّثاً  
Bو ،K  صورةB  وفق انسحاب شعاعهCA


نقطة  M، و

)تقاطع المستقيمين  )CK و( )AB.  
  ّالنّقطة  أثبت أنM  منتصف القطعة هي[ ]KC. 
  ين الشّعاعما العلاقة التي تربطBI


BMو 


 Bاستنتج أنّ   ؟

  .CKIمركز ثقل المثلّث هي 

  
 لما كانت K  النّقطةصورة B  وفق انسحاب شعاعهCA


BK كان  CA=

 
 ACBKالرباعي و  

]متوازي أضلاع قطراه  ]AB  و[ ]KC كانت النّقطة متناصفان ، ولما كان قطرا متوازي الأضلاعM 
] كل من منتصف ]KC و[ ]AB.  وبوجه خاص[ ]IM  متوسّط في المثلثICK.  

   لــما كــانــت اــلــنّقطةI  نــظيرةــA إــلــى  بــالــنسبةB   كــانــتB اــلــقطعة اــلــمستقيمة مــنتصف  [ ]AI  أــي
IB BA=
 

]منتصف هي   Mأنَّ  رأيناولقد  .  ]AB  2إذنBA BM=
 

2IB  ومنه،  BM=
 

فالنقطة .  
B  هي نقطة من المتوسط[ ]IM  في المثلثICK  تبعد عن الرأسI  مثلي بعدها عن منتصف الضلع

  .، أو مركز ثقلهICKقي متوسطات المثلث المقابلة، فهي إذن نقطة تلا
  ويمكن بأسلوب آخر أن نلاحظ أنّ 

0BC BK BI BC CA AB+ + = + + =
        

  .ICKمتوسطات المثلث هي نقطة تلاقي  Bفالنقطة 
]منتصف القطعة  I نسمّيو ، ABC نتأمّل مثلّثاً   ]AB.  

  النّقطةأنشئ J  التي تحقّقAJ AC= -
 

. 

    ّ1 استنتج أن

2
IJ AB AC= - -
  

.  
  النّقطة لتكنK  2المحقّقة للعلاقة 0KB KC+ =

  
. 

  اكتبBK


BCبدلالة  


  .Kة النّقطثمّ أنشئ  

 الحل

A

B

C

K

I

M

A B

C

J

I

K
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    ّ1استنتج أن 1

6 3
IK AB AC= +
  

3IJوأن   IK= -
 

 I النّقاطالقول عن  كماذا يمكن. 
  ؟ الةفي هذه الح Kو Jو

  
 علم أنّ نIJ IA AJ= +

  
1ستنتج من ذلك أنّ فن 

2
IJ AB AC= - -
  

 .  
   2من العلاقة 0KB KC+ =

  
2نستنتج أنّ   0KB KB BC+ + =

   
3BKومنه ،  BC=

 
.  

  لتعبير عن لIK


ABبدلالة  


ACو 


  :نكتب ما يلي  
1 1

2 3
1 1

( )
2 3
1 1

6 3

IK IB BK AB BC

AB AC AB

AB AC

= + = +

= + -

= +

    

  

 
  

3IJوهنا نلاحظ أنّ  IK= -
 

IJ اعانفالشع، 


IKو 


تقع على  Kو Jو I مرتبطان خطياً والنقاط 
  .استقامة واحدة

التي تحقّق النّقطة  E ، ولتكنABCD متوازي الأضلاعليكن  
1
4

AE AB=
 

3التي تحقّق النّقطة  Gو 
4

AG AD=
 

نرسم . 
) لمستقيماازي يو  اً مستقيم Eمن  )AD  فيقطع المستقيم( )CD 
)لمستقيم اوازي ي اً مستقيم Gنرسم من و ، F النّقطةفي  )AB 

)فيقطع المستقيم  )BC  النّقطةفي H.  
  ّ1أثبت أن 1

4 4
GF AB AD= +
  

3وأنّ   3
4 4

EH AB AD= +
  

. 
  أثبت أنّ المستقيمات( )FG و( )EH و( )AC متوازية. 

  
  ّنلاحظ أن  

1 3 1 1 1

4 4 4 4 4

GF AF AG AE AD AG

AB AD AD AB AD AC

= - = + -

= + - = + =

     

       

  وأن

1 3 3 3 3

4 4 4 4 4

EH EB BH AB AE AG

AB AB AD AB AD AC

= + = - +

= - + = + =

     

       

 الحل

 الحل

A B

CD

E

F

G H
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  1نستنتج من المساواتين الشعاعيتين

4
GF AC=
 

3و 

4
EH AC=
 

)أنّ المستقيمات   )FG 
)و )EH و( )AC متوازية.  

د  )متجانس  مَعْلَمالمستوي ب نزوِّ ); ,O i j
  . ٍّالنّقاطمن الحالات التالية إذا كانت  بيّن في كل M 

  .على استقامة واحدةتقع  Pو Nو

( )1
3

(4, 1), (7, 3), ( 5,5)

( 2,3), ( 3,7), ( 5,14)

2, , (3, 1), (0,1)

M N P

M N P

M N P

- - -

- - -

- -







.  

  

  
  12في الحالة الأولى 3

8 2
4PN

é ù é ù
ê ú ê ú
ê ú ê ú- -ê ú ê úë û ë û

= =


9و  3

6 2
3PM

é ù é ù
ê ú ê ú
ê ú ê ú- -ê ú ê úë û ë û

= =


فالشعاعان مرتبطان خطياً والنقاط  

M وN وP تقع على استقامة واحدة. 
  2في الحالة الثانية

7
PN

é ù
ê ú
ê ú-ê úë û

=


3و 

11
PM

é ù
ê ú
ê ú-ê úë û

=


3فالشعاعان مستقلان خطياً   11
2 7

(  Mوالنقاط  ¹(

  .تقع على استقامة واحدةلا Pو Nو
  ً3وأخيرا

2
PN

é ù
ê ú
ê ú-ê úë û

=


2و  3
24/3

PM PN
é ù
ê ú
ê ú-ê úë û

= =
 

 Pو Nو Mفالشعاعان مرتبطان خطياً والنقاط  

 .تقع على استقامة واحدة
)و B(8,2)و A(3,7) النّقاطلتكن      4, 2)C - ) الشّعاعو  - )2,5u

 . ّعدد حقيقيّ  نقرن بكلk 
CM : المحقّقة للعلاقة M لنّقطةا ku=

 .  
   النّقطة تيإحداثيّ  احسب M  بدلالةk  الشّعاعواستنتج مركّبات AM


. 

   ين الشّعاعلارتباط  الشرط التحليليّ  عمالباستAM


ABو 


 الّذي  kالعدد الحقيقيّ  احسب 
)نقطة من المستقيم  Mيجعل  )AB. 

  
  إذا رمزنا( , )x y  إلى إحداثيتي النقطةM  استنتجنا من المساواةCM ku=

   ّأن  
4 2 2

2 5 5

x k
k

y k

é ù é ù é ù+ê ú ê ú ê ú= =ê ú ê ú ê ú+ê ú ê ú ê úë û ë û ë û
  

2)ومنه  4,5 2)M k k- AM، ومركّبتا الشعاع -


2تعطى بالصيغة   4 3 2 7

5 2 7 5 9

k k

k k
AM

é ù é ù- - -ê ú ê ú=ê ú ê ú- - -ê ú ê úë û ë û
=


.  

  8لمّا كان 3 5 1
5

2 7 5 1
AB

é ù é ù é ù-ê ú ê ú ê ú= =ê ú ê ú ê ú- - -ê ú ê ú ê úë û ë û ë û
=


AMين الشّعاعلارتباط استنتجنا أنّ الشرط اللازم والكافي  


 

ABو


2هو   7 5 9 0k k- + - 16أو  =
7

k )نقطة من  Mجعل ت تيال kوهي قيمة . = )AB. 

 الحل

 الحل
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د  )متجانس  مَعْلَمالمستوي ب نزوِّ ); ,O i j
  النّقاط، ونتأمّل ( )3,0A )و - )6,3B و( )1,8C .

) حسابنهدف إلى  , )x y  ّالنقطة تيإحداثي K  ّائرة المارّة برؤوس المثلّث مركز الدABC.  
   ّالقول إنK  ّائرة المارّة برؤوس المثلّث مركز الدABC،  ّيكافئ القول إنK  متساوية البعد

KAعن رؤوس المثلّث، إذن  KC= وKA KB= .2 المقادير احسبKA 2وKB 
  .ابقرط السّ اتجة من الشّ ثمّ اكتب العلاقات النّ  yو xبدلالة  2KCو
  ّ2استنتج أن 7x y+ 3و  = 6x y+ =. 
  ّالنقطة تياحسب إحداثي K.  
 

  
 نااعتماداً على صيغة المسافة بين نقطتين لدي  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( 3)

( 6) ( 3)

( 1) ( 8)

KA x y

KB x y

KC x y

= + +

= - + -

= - + -

  

  2المساواة بإصلاح 2KA KC=  2و 2KA KB=  2نجد 7 0x y+ - 3، و= 6x y+ =.  
 بالحل المشترك لجملة المعادلتين  

2 7

3 6

x y

x y

+ =
+ =

  

1xنجد  3yو =   .(1,3)هما  Kفإحداثيتا النقطة . =
  : بالعلاقاتالمعرّفة  Gو Bو A اطالنّقلتكن و  ،OIJK متوازي الأضلاعليكن  

1 1 3
, ,

2 3 5
OA OI OB OK AG AB= = =
     

  
  .على استقامة واحدة Jو Gو O النّقاطاً مناسباً وأثبت أنّ مَعْلَماختر 

  
) مَعْلَملنختر ال ); ,O i j

   حيثOA i=
 

OBو  j=
 

  فيكون  .
2 3 2 3OJ OI OK OA OB i j= + = + = +

        
  ومن جهة أخرى 

3
( )

5
3 2 3
( )

5 5 5

OG OA AG i OB OA

i j i i j

= + = + -

= + - = +

    

      

 الحل

 الحل
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5OJإذن  OG=
 

OJ، فالشعاعان 


OGو 


على استقامة  واقعة Jو Gو O النّقاطمرتبطان خطياً و  
  .واحدة

) قاطالنّ لتكن   )1,2A و( )6,0B و( )2,5C .النّقطة تيإحداثيّ  احسب G  مركز ثقل المثلّث
ABC.  

  

: هذا تطبيق مباشر للعلاقتين
3

A B C
G

x x x
x

+ +
و  =

3
A B C

G

y y y
y

+ +
7فنجد ، =

3
(3, )G.  

في مثلّثان متساويا الأضلاع ومتوضّعان كما هو مبيّن  BJCو ABCD .AIB ليكن المربّع 
تقع على استقامة واحدة  Jو Iو Dيهدف التّمرين إلى إثبات أنّ النقط  .المجاور الشّكل 

  .مختلفين أسلوبينب
 واياالزّ  عمالاست. الطريقة الأولى.  

 وايا من الزّ  قياس كلٍّ  احسبDIA وAIB وBIJ. 
    ّ180بيّن أنDIJ =  .ماذا تستنتج؟ 
  إحداثيّات النّقاط ثُمّ احسباً مناسباً، مَعْلَماختر . مناسب مَعْلَميار اخت  . الطريقة الثانية  D وI وJ 

  .ثمّ أثبت أنّها تقع على استقامة واحدة

 
  يقة الأولىالطر .  
  المثلثAIB  60 إذنمتساوي الأضلاعIAB =  ، منهو  

90 60 30DAI DAB IAB =  - = - =    
إنَّ أي .  75من زاويتي القاعدة يساوي قياس كل ف .Aرأسه متساوي الساقين  AIDالمثلث لكن و 

75AID = .  
30 مثلث متساوي قياس زاوية الرأس فيه IBJالمثلث وكذلك فإن  60 90IBJ = + =  قياس ، ف

45BIGأي إنَّ  45يساوي ته كل من زاويتي قاعد = .  
  60لمّا كانAIB =   ّاستنتجنا أن   

75 60 45 180DIJ DIA AIB BIJ =  +  +  = + + =     
   .واحدةستقامة تقع على ا Jو Iو Dفالنقاط الثلاث 

 الطريقة الثانية.    
) مَعْلَملنختر ال ); ,O i j

   حيثAB i=
  وAD j=

 . فيكون لدينا  

 الحل

 الحل

A B

CD

J
I
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( )0,0A و( )1, 0B و( )1,1C و( )0,1D و( )1 3
,

2 2
I و( )3 1

1 ,
2 2

J + .  

1         من ثَمّ و  3
1

2 2

æ ö÷ç= + - ÷ç ÷çè ø

  
DI i j  3و 1

1
2 2

æ ö÷ç= + +÷ç ÷çè ø

  
DJ i j  

لشعاعين لإثبات ارتباط الشعاعين  شرط الارتباط الخطينطبق 
DJ  و

DI فنجد   

( )
( )

1 1 3 3
1 1

2 2 2 2

1 3 1 1
1 0

4 4 4 4

æ öæ ö÷ ÷ç ç¢ ¢- = ´- - - +÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè øè ø

= - - - = - + =

xy yx
  

الشعاعان ف
DJ  و

DI  ًالنقاط و مرتبطان خطياD وI وJ  واحدةٍ  مةٍ على استقاواقعة. 
Bو ¢Aولتكن . مثلثاً  ABCليكن   Cو ¢ ]منتصفات الأضلاع  ¢ ]BC ،[ ]CA و[ ]AB  ،بالتّرتيب

  التي تحقّق Hثمُّ لنتأمّل النّقطة . ABCمركز الدائرة المارة برؤوس المثلث  Oولتكن النّقطة 
OH OA OB OC= + +
   

  
  2أنّ أثبتAH OA¢=

 
. 

    ّاستنتج أن ( )AH  هو الارتفاع النازل من الرأسA  في المثلّثABC.  
   أنّ  أثبت بأسلوب مماثل ( )BH  هو الارتفاع النازل من الرأسB  في المثلثABC . ماذا

  ؟ ABCبالنِّسبة إلى المثلّث  Hتمثّل النّقطة 
     النّقطةلتكن G  مركز ثقل المثلّثABC . 

  أثبت أنّه أياً كانت النّقطةM  3من المستوي كانMG MA MB MC= + +
   

.  
   3رة السابقة أنّ بالاستفادة من الفق أثبتOG OH=

 
 Gو Oماذا تستنتج بشأن النّقاط . 

  ؟ Hو

  
    لمّا كانتA¢ صف منت[ ]BC  ّاستنتجنا أن  

2 2 0 2

OB OC OA A B OA A C

OA A B A C OA OA

¢ ¢ ¢ ¢+ = + + +

¢ ¢ ¢ ¢ ¢= + + = + =

     

      

OHوعليه نستنتج من  OA OB OC= + +
   

  أنّ  
2AH OH OA OB OC OA¢= - = + =

     
  

  لمّا كانتA¢  منتصف الوتر[ ]BC تنتجنا أنّ اس( )OA¢  هو محور[ ]BC فهو عمودي على ،
[ ]BC 2، ونستنتج من المساواةAH OA¢=

 
)أنّ   ) ( )AH OA¢  إذن( ) ( )AH BC^ فالمستقيم ،

( )AH  هو الارتفاع النازل منA  في المثلثABC.  
  ّنستنتج بأسلوب مماثل أن( )HB  عمودي على( )AC  فالمستقيم( )BH  هو الارتفاع النازل منB 

  .ABCهي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث  Hفالنقطة . ABCفي المثلث 

A الحل

B CA¢

B ¢C ¢

O
G

H
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   0انطلقاً من المساواةGA GB GC+ + =
     ّنستنتج أن  

0MA MG MB MG MC MG- + - + - =
        

3MGوهذا يُكافئ  MA MB MC= + +
   

.  
  باختيارM  منطبقة علىO  ّنستنتج أن  

3OG OA OB OC OH= + + =
    

  
يسمّى هذا المستقيم، في حالة مثلث غير متساوي . تقع على استقامة واحدة Gو Hو Oفالنقاط 

  .الأضلاع، مستقيم أويلر
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  معادلة مسـتقيم

  وجمل المعادلات الخطيّة

  
  ةمة عامّمقدّ  
  معادلة مستقيم  

  ةجمل المعادلات الخطيّ  
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  تدرّب   
    تأمّل المعادلة( )  2: التالية 3 5x y- + ل ، تلك التي تمثّ  الآتيةيّات عيِّن، من بين الثنائ. =

)حلولاً للمعادلة  ) :  

  

( )

1 1 1 7
3, ,2 ,

3 3 4 4
1 3

2,1 ,2 0,
2 5

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç- ÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
æ ö æ ö÷ ÷ç ç- ÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

  

  
  

 
  1تمثّل الثنّائيّة لا 7

,
4 4

æ ö÷ç ÷ç ÷÷çè ø
) معادلةلل حلاً   ) ّ1    ، لأن 7

4 4

19
2 3 5

4
- ´ + ´ = ¹.  

  1لا تمثّل الثنّائيّة
,2

3

æ ö÷ç ÷ç ÷÷çè ø
) معادلةحلاً لل  )  ّ16  ، لأن

2 3
1

3
5

3
2- ´ + ´ = ¹. 

  1لا تمثّل الثنّائيّة
3,

3

æ ö÷ç- ÷ç ÷÷çè ø
) معادلةحلاً لل   )  ّ1  ، لأن

32 5
3

3 7- ´ + ´ = ¹-.  

  3لا تمثّل الثنّائيّة
0,

5

æ ö÷ç ÷ç ÷÷çè ø
) معادلةحلاً لل  ) ّ3    ، لأن

5
50

9
2 3

5
- ´ + ´ = ¹.  

  1تمثّل الثنّائيّة
,2

2

æ ö÷ç ÷ç ÷÷çè ø
) معادلةحلاً لل  ) ّ22     ، لأن 5

1

2
3- ´ + ´ = .  

  لا تمثّل الثنّائيّة( ) معادلةحلاً لل -2,1( )2   نّ ، لأ 3 7 52 1- ´ + ´ = ¹-.  

  ّالآتية  ) رجة الأولىمن الدّ  (،  ، التوابع التآلفيّة لنا في مَعْلَم متجانسمث:   
1 7 3 5 1 9

: : :
2 2 2 2 2 2

h x x g x x f x x - +  -  +    
  

  ة النّقطتنتمي( 1,4)A-  ،؟عليهما  دلَّ إلى مستقيمين 
  َتكون إحداثيّات  معادلتين خطيّتين استنتج جملةA  ًلها حلا. 
 (3,2) في حالةابقين لبين السّ الطّ  حلّ  أعدB  ُ7)ثم, 8)C. 

  
  1لنحسب قيمة كل من التوابع المعطاة عندx = )فنجد  - 1) 4f - )و = 1) 4g - = - 
)و 1) 4h - )نستنتج أنّ النقطة  .= 1,4)A ولا  hو fمعادلة كل من الخطين البيانيين للتابعين تحقق  -

  :فهي إذن تقع على المستقيمين اللذين معدلتاهما . gتحقق معادلة الخط البياني للتابع 
1 9

( )
2 2

y f x x= = 1و   + 7
( )

2 2
y h x x= = - +  

 الحل

 الحل

C

1

A

B1

O
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  ّنستنتج أن( 1,4)A   هي الحل المشترك لجملة المعادلتين -
2 9

2 7

y x

y x

ì = +ïïíï = - +î

-

ï
  

  ّ(3)ونجد بالمثل أن 6f (3)و = 2g (3)و = 2h تحقق معادلة كل  B(3,2)قطة نستنتج أنّ النّ . =
فهي إذن تقع على . fولا تحقق معادلة الخط البياني للتابع  hو gمن الخطين البيانيين للتابعين 

  :ذين معدلتاهما المستقيمين الل
3 5

( )
2 2

y g x x= = 1و   - 7
( )

2 2
y h x x= = - +  

  هي الحل المشترك لجملة المعادلتين B(3,2)نستنتج أيضاً أنّ 
2 3 5

2 7

y x

y x

ì = -ïïíï = - +ïî
  

(7)وكذلك نجد أنّ  8f (7)و = 8g (7)و = 0h ,7)نستنتج أنّ النّقطة . = 8)C  تحقق معادلة كل من
لمستقيمين فهي إذن تقع على ا. hولا تحقق معادلة الخط البياني للتابع  gو fالخطين البيانيين للتابعين 

  :اللذين معدلتاهما 
1 9

( )
2 2

y f x x= = 3و  + 5
( )

2 2
y g x x= = -   

,7)نستنتج أيضاً أنّ  8)C هي الحل المشترك لجملة المعادلتين  
2 9

2 3

3

5

y x

y x

ì = +ïïíï = -ïî
  

 
) بالصيغةالتابع التآلفي المعرف  fليكن    ) 2 3f x x= -.  
     (0)احسب المقاديرf (1)وf  (2)وf . ّ0)قاط ثم ارسم بدقة الن, (0))A f 1)و, (1))B f 

,2)و (2))C f.  
     َقاط تقع النّ أA وB وC على استقامة واحدة ؟  
    ارسم المستقيم   ّتين النّقطب المارA وB،  ًواختر عليه نقطةM  واحسب من الشكل

)إحداثيتيها  , )u v مراعياً الدقة .  
     َتتحقّق المساواة أ( ) 2 3v f u u= =   ؟ -
    ماذا تستنتج من و ؟  
  
  
  

 مثال



 

198 

  
   ّ(0)نجد مباشرة أن 3f = (1)و - 1f = (2)و - 1f =.  
   0)ونلاحظ من الشكل أنّ النقاط, 3)A ,1)و - 1)B تقع على  C(2,1)و -

  .استقامة واحدة
  3)نلاحظ من الشكل أنّ المستقيم يمر بالنقطة, 3)M ّونلاحظ أيضاً أن ،

)إحداثيّتيها  , )u v  تحققان( ) 2 3v f u u= = -.  
  نستنتج أنّ المستقيم( )AB  هو التمثيل البياني للتابعf.  

   فكّر 

)مجموعة نقاط المستوي  1dلتكن    , )M x y  2التي تحقّق إحداثياتها العلاقة 3 1y x+ = ، ولتكن -
2d توي مجموعة نقاط المس( , )M x y  3التي تحقّق إحداثياتها العلاقة 1

2 2
y x= -  1dقارن بين . -

هل هي وحيدة ؟ ماذا تستنتج بشأن معادلة مستقيم بوجه عام ؟. 2dو
  

  
2ادلتين نلاحظ أن المع 3 1y x+ = 3و - 1

2 2
y x= - أي . متكافئتان، فلهما مجموعة الحلول نفسها -

1إنّ  2d d= .ونستنتج أنّه بوجه عام لا تكون معادلة المستقيم وحيدة.  

  80صفحة  -تدرّب 
    َد المستوي بمعْل   :يأتيبيّن الإجابة الصحيحة من بين الإجابات الثلاث المقترحة فيما . منزوِّ

 3
1

2
y x= ه للمستقيم . dهي معادلة  -  :هو  dشعاعٌ موجِّ

  1

3
v
é ù
ê ú
ê úê úë û


.  1

1.5
v
é ù
ê ú
ê úê úë û


 .  1

1.5
v
é ù
ê ú
ê úê úë û

-
. 

 1
4

2
y x= - ه للمستقيم . dهي معادلة  +  :هو  dشعاعٌ موجِّ

  0.5

4
v
é ù
ê ú
ê úê úë û

-
.  2

2
v
é ù
ê ú
ê úê úë û


 .  

0.5

1
v
é ù
ê ú
ê úê úë û-


. 

 2
3v
é ù
ê ú
ê úë û

 ه للمستقيم الذي معادلته  :هو شعاع موجِّ

  3 2y x= + .  3
1

2
y x= - + .  3

2
y x= . 

  المستقيم معادلةd  ّة النّقطب المار( )2,1A  موازياً المستقيمD 3 الذي معادلته 1y x=  :ي ه -
  1 1

3 3
y x= + .  3 5y x= - .  3y x= . 

 الحل

 الحل

C

1

A
B

1

O
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  ليكنd  3المستقيم الذي معادلته 2

2 5
y x= )ة النّقطكي تقع  tيِّن العدد ع. - , 3)M t على d. 

 

)ة النّقط قعت , 3)M t المستقيم على d  تاإحداثي حققتإذا وفقط إذا M  معادلة  المستقيمd أي إذا ،

3 المساواة تحققت 2
3 ( )

2 5
t= 34أي  -

15
t =.  

  
    معادلة المستقيم اكتبd ة النّقطالمار بA  ويقبلu

  ًالآتيتينفي الحالتين  شعاعاً موجّها:  
  ( 4, 3)A -  5و

3u
é ù
ê ú
ê úë û-
      (5, 3)A  0و

2u
é ù
ê ú
ê úë û

  

  
)لة المستقيم المار بالنقطة نعلم بوجه عام أن معاد , )a b  وشعاع توجيههu a

b
é ù
ê ú
ê úë û

 هي   

( ) ( ) 0y b x aa b- - - = 
  5هذه الحالة المعادلة المطلوبة هي في( 3) 3( 4) 0y x- + + 5أو  = 3 3 0y x+ - =.  
  0هنا المعادلة المطلوبة( 3) 2( 5) 0y x- - - 5x أو = .  
  
    اكتب معادلة المستقيمd تين النّقطالمار بA وB  الآتيتينفي الحالتين :  

  (2,1)A  3)و, 1)B -        ( 5, 0)A -  2)و, 3)B - 

  
  يقبل المستقيمd  الآتيةالمعادلة : A A

B A B A

y y x x

y y x x

- -
=

- -
1أي   2

1 1 3 2

y x- -
=

- - -
  أو 

2 3y x= - +.  
  يقبل المستقيمd  0 :المعادلة الآتية 5

3 0 2 5

y x- +
=

- - +
7 أي  3 15 0y x+ + =.  

    ّث نتأمّل المثلABC (1,3) حيثA و( 3,5)B )و - 1, 1)C - -.  
   ة النّقط تيعيّن إحداثيA¢  منتصف[ ]BCة النّقط تي، وإحداثيB ]منتصف  ¢ ]AC.  
    1اكتب معادلة المتوسطd  المتعلق بالرأسA.  
   م اكتب معادلة المستقيD تين النّقطالمار بA وB.  
    اكتب معادلة المستقيم¢D تين النّقطالمار بA¢ وB   .D¢و Dماذا تقول عن المستقيمين . ¢

 الحل

 الحل

 الحل
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  ةالنّقطلما كانت إحداثيّات A¢  مستقيمةالقطعة المنتصف [ ]BC  ُالعلاقتين ى بطَ عْ ت:  

   
2

B C
A

x x
x ¢

+
 و     =

2
B C

A

y y
y ¢

+
=  

  كانت
3 1

2
2Ax ¢

- -
= = 5  و    - 1

2
2Ay ¢
-

= =  
) ومنه )2,2A¢   نجد بالمثل أنّ و ، -

   1 1
0

2Bx ¢
-

= 3  و    = 1
1

2By ¢
-

= =  
) ومنه )0,1B ¢.  
  1المتوسطd  (1,3) نقطتينمار بالالمستقيم الهوA و( 2,2)A¢   وهو يقبل المعادلة  .-

A A

A A A A

y y x x

y y x x¢ ¢

- -
=

- -
3أي   1

2 3 2 1

y x- -
=

- - -
  

3 ومنه 8 0y x- - =.  
 D 1) نقطتينبال هو المستقيم المار, 3)A و( 3,5)B   وهو يقبل المعادلة  .-

A A

B A B A

y y x x

y y x x

- -
=

- -
3أي   1

5 3 3 1

y x- -
=

- - -
  

2ومنه  7 0y x+ - =.  
 ¢D  تين النّقطالمار بهو المستقيم( 2,2)A¢ B(0,1)و -   وهو يقبل المعادلة  ¢

B B

A B A B

y y x x

y y x x
¢ ¢

¢ ¢ ¢ ¢

- -
=

- -
1أي   0

2 1 2 0

y x- -
=

- - -
:  

2 ومنه 2 0y x+ - =.  
)الميل نفسه  D¢و Dنلاحظ أن للمستقيمين  )1

2
ة هندسيَّة وهذه المسألة توضح خاص. ، فهما متوزيان-

  .زي الضلع الثالثةوايالمستقيم الواصل بين منتصفي ضلعين في مثلث :  معروفة
  
  
  
  
  
  

 الحل
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  تمرينات ومسائل   
د المستوي بمَعْلَم    )نزوِّ ); ,O i j

  . ّ5)قاط ونتأمّل الن, 2)A )و B(11,0)و - 1,6)C ، أوجد معادلة -
 .ABCت المثلّث لكلٍّ من متوسطا

  
  ةالنّقط اتإحداثيّ تعطى I  منتصف القطعة المستقيمة[ ]BC  تعطى بالعلاقتين:  

2
B C

I

x x
x

+
و     =

2
B C

I

y y
y

+
=  

) ومنه )5, 3I.  
,5) تينالنّقطمار بالمستقيم الهو  Aالمتوسط المتعلق بالرأس  2)A  Iو Aقطتين للنّ  .I(5,3)و -

] إذن. نفسها 5 الفاصلة ]AI 5محور التراتيب ويقبل  يواز يx   .معادلةً  =
 ةالنّقط يتإحداثيّ  نحسب بالمثل J  منتصف القطعة[ ]AC (2,2)، فنجدJ . المتوسط المتعلق بالرأس
B (11,0) تينمار بالنّقطالمستقيم هو الB (2,2)وJ.  يقبل المعادلة فهو :  

J J

B J B J

y y x x

y y x x

- -
=

- -
2أي      2

0 2 11 2

y x- -
=

- -
  

9ومنه   2 22 0y x+ - =.  
  ةالنّقط تيإحداثيّ وكذلك نحسب K  منتصف القطعة[ ]AB 8)، فنجد, 1)K المتوسط المتعلق .-

) تينمار بالنّقطالمستقيم هو ال Cبالرأس  1,6)C ,8)و - 1)K   : يقبل المعادلة فهو  .-
K K

C K C K

y y x x

y y x x

- -
=

- -
1أي      8

6 1 1 8

y x+ -
=

+ - -
  

9ومنه  7 47 0y x+ - =.  
د المستوي بمَعْ   )لَم نزوِّ ); ,O i j

  . ّقاط ونتأمّل الن( )1,5A و( )1, 1B - )و - )5,2C ونعرّف ،
]منتصف القطعة المستقيمة  Iالنقاط  ]ABو ،J  منتصف القطعة المستقيمة[ ]ACو ،K 

]منتصف القطعة المستقيمة  ]BC ًلكلٍّ من المستقيمات  ، أوجد معادلة( )IJ و( )IK و( )KJ. 

  
 (0,2)د مباشرة أنّ نجI 7و

2
(3, )J 1و

2
(2, )K.  

    ّوأن( )IJ 6   يقبل معادلة 11 12 0y x+ - =.  
)و   )IK 4   يقبل معادلة 3 8 0y x+ - =.  
)و   )JK 2   يقبل معادلة 6 11 0y x- + =.  

  

 الحل

 الحل
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  .، واشرح النتيجة هندسيّاً  الآتيةحلّ جمل المعادلات  

( )
( )

4 5 3 5

5 5 1 2 3 2

3 5 6 7

6 2 10 2 1

5 1 35 3 9
0

3 4 8 2 4
1 1 7 1 1 17

3 20 8 3 2 36
1 2 1 2 2 4 3

1 2 1 2 2 6 0

x y x y

x y x y

x y x y

x y x y

x y x y

x y x y

x y x y

x y y x

ü ü- = + =ï ïï ïý ýï ï- = - - =ï ïþ þ
ü ü+ = - = -ï ïï ïý ýï ï+ = + =ï ïþ þ
ü üï ïï ï- = + =ï ïï ïý ýï ïï ï- = + =ï ïï ïþ þ
ü üï- - = - = -ïïý ýï+ + = - - - =ïïþ

 

 

 


ïïï
ïïïþ


  

   
 5 3 5

2 3 2

x y

x y

ü+ = ïïýï- = ïþ
   

7نجمع المعادلتين طرفاً مع طرف فنجد  7x 1xومنه  =  الأولىفي المعادلة  xنعوّض قيمة . =
0yنجد ف yلنحسب  ) لهذه الجملة حلٌ وحيد هوف. = )1,0.  

: : المستقيمان 5 3 5d x y+ :و = 2 3 2d x y¢ - )ة النّقطفي  متقاطعان = )1,0.  

 4

5 5 1

x y

x y

ü- = ïïýï- = - ïþ
   

0بطرح خمسة أمثال المعادلة الأولى من الثانية نصل إلى التناقض  21= ، هذا التناقض يبرهن أنه لا -
  .يوجد أي حل لهذه الجملة

: : المستقيمان 5d x y- :و = 5 5 1d x y¢ - =   .متوازيان وغير منطبقين -

 6 7

2 1

x y

x y

ü- = - ïïýï+ = ïþ
  

6الأولى نحسب من المعادلة  7y x= 6)2، ثمُّ نعوّض في الثانية فنجد + 7) 1x x+ + ، ومنه =
1x = 1yنجد  y، وبالعودة إلى قيمة - ) لهذه الجملة حلٌ وحيد هوف .= )1,1-.  

: : المستقيمان 6 7d x y- = :و - 2 1d x y¢ + )في النّقطة  متقاطعان = )1,1-.  

 3 5

6 2 10

x y

x y

ü+ = ïïýï+ = ïþ
   

، فالمعادلتان متكافئتان، وهناك عدد 2ظ أن المعادلة الثانية تنتج من الأولى بضرب طرفيها بالعدد نلاخ
)} :لا نهائي من الحلول لهذه الجملة  ,5 3 ) : }x x x= - Î  .  

: : المستقيمان 3 5d x y+ :و = 6 2 10d x y¢ +  .انمنطبق =

 الحل
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3 9

0
2 4
1 1 17

3 2 36

x y

x y

üïï+ = ïïýïï+ = ïïþ

   

3من المعادلة الأولى نستنتج أن 
2

x y= 17، وبالتعويض في الثانية نصل إلى التناقض -
36

0 ، إذن =
  . ليس هناك أي حل لهذه الجملة

3 : المستقيمان 9
2 4

: 0d x y+ 171و = 1
3 2 36

:d x y¢ +   .متوازيان وغير منطبقين =

 
5 1 35

3 4 8
1 1 7

3 20 8

x y

x y

üïï- = ïïýïï- = ïïþ

      

1ظ أن المعادلة الثانية تنتج من الأولى بضرب طرفيها بالعدد حنلا
5

، فالمعادلتان متكافئتان، وهناك عدد 
  . ذه الجملةلا نهائي من الحلول له

5 : المستقيمان 1 35
3 4 8

:d x y- 71و = 1
3 20 8

:d x y¢ -  .منطبقان =

 2 2 4 3

2 6 0

x y

y x

üï- = - ïïýï- = ïïþ
   

3من المعادلة الثانية نجد 
2

y x=وبالتعويض في الأولى نجد ،: ( )3
2

2 2 4 3x- =  أو، -

)بصيغة مُكافئة  ) 1
4 3 4 3

2
x- = 2x، أي - 3yنجد  y، وبالعودة إلى =  فللجملة. =

) حلّ وحيد هو )2, 3.  
:المستقيمان و  2 2 4 3d x y- = :و - 2 6 0d y x¢ - )ة النّقطفي  متقاطعان = )2, 3.  

 ( )
( )

1 2 1

1 2 1 2

x y

x y

üï- - = ïïýï+ + = - - ïïþ
      

)بملاحظة أنّ  )( )1 2 1 2 1- + = 1نستنتج أنّ ضرب المعادلة الثانية بالمقدار  - يعطي  -2
ومجموعة الحلول هي نقاط المستقيم الذي . فللجملة عددٌ لا نهائي من الحلول .المعادلة الأولى ذاتها

)معادلته  )1 2 1x y- - =.  

  إيجاد معادلة مستقيم 

د المستوي بمَعْلَم  )نزوِّ ); ,O i j
  . ليكنd 2 معادلته المستقيم الذي 9y x= - d، وليكن + ¢ 

3yالمستقيم الذي معادلته  x= dو dيتقاطع المستقيمان . + محور  dويقطع . Iفي  ¢
d ، كما يقطعA التراتيب في ]منتصف  Eلتكن . Bمحور الفواصل في  ¢ ]AI ولتكن ،F 

)أوجد معادلة للمستقيم . Eبالنسبة إلى  Bة النّقطنظيرة  )IF.  
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 dهما الحل المشترك لجملة معادلتي المستقيمين  Iإحداثيّتا نقطة التقاطع 

dو   أي ¢

2

2 9

3

y x

y x

ì = - +ïïí -ï = +ïî
  

  . وهذا ما يتفق مع الشكل I(2,5)فنجد 
]بالنسبة إلى منتصف  Bهي نظيرة  Fإنّ  ]IA فهي إذن صورة ،I  وفق

BAالانسحاب الذي شعاعه 


BAأي   IF=
 

)المستقيم .  )IF  هو المستقيم
BAويقبل الشعاع  Iالمار بالنقطة 


ولكن . شعاعَ توجيه 

3 1

9 3
3BA

é ù é ù
= =ê ú ê úê ú ê úë û ë û


)، فالمستقيم  )IF  مستقيم يمر بالنقطةI  وميلهm 

): ، فهو يقبل معادلة 3يساوي  )I Iy m x xy- = 5أو  - 3( 2)y x=- التي تأخذ بعد  -
3الاختصار الصيغة  1y x= -.  

   معادلة مستقيم والوقوع على استقامة واحدة 
1شبه منحرف فيه  ABCDليكن 

3
DC AB=
 

اطع نقطة تق Eولتكن . 
)نقطة تقاطع المستقيمين  Fقطري شبه المنحرف، و )AD و( )BC .

)، أنّ المستقيم  أثبت، باستعمال مَعْلَم من اختيارك )EF ة النّقطيمر بI 
]منتصف  ]DC ة النّقط، وبJ  منتصف[ ]AB .  

  
)نختار معلماً  ; , )A i j

   فيه للمستوي i AB=
 وj AD=

 (0,0)، فيكونA 1)و, 0)B (0,1) وD .
  لما كانو 

 1 1
3 3

AC AD DC j AB j i= + = + = +
      

  
1 كان

3
( ,1)C.  ًلمستقيم ل نكتب معادلة( )AC  لمستقيم ل معادلةً و( )BD لم عفي الم( , , )A i j

 
 .  

  
  المستقيم( )AC (0,0) بالمبدأ مرُّ يA 1 وبالنقطة

3
( ,1)C ، 3  يقبلفهوy x=    ًمعادلة.  

  المستقيم( )BD (1,0)تين النّقطيمر بB (0,1)وD ،1    فهو يقبلy x+ =    ًمعادلة.  
1:  نجد  و  المعادلتين جملة بحل 

4
x = ،3

4
y 1 هما E ةنّقطال اتإذن إحداثي، = 3

4 4
( , )E.  

  المستقيم( )BC  (1,0)يمر بالنقطتينB 1و
3

( ,1)C . ولأنّه يمر بالنقطةB  فهو يقبل معادلة من
)الشكل  1)y m x= 1بشرط مروره بالنقطة  m، حيث تتعين -

3
( ,1)C  3فنجد

2
m = -.  

 الحل

 الحل

I

1

A

B
1

O

E

F

d

d ¢

A B

CD

E
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3إذن  3
2 2

y x= - )هي معادلة للمستقيم  + )BC.  3ة النّقطعند محور التراتيب وهو
2

(0, )F.  
  المستقيم( )EF  1يمر بالنقطتين 3

4 4
( , )E 3و

2
(0, )F.  ولأنّه يمر بالنقطةF  فهو يقبل معادلة من

3الصيغة 
2

y mx= 1بشرط مروره بالنقطة  m، حيث تتعين + 3
4 4

( , )E  3فنجدm = -.  
3إذن 

2
3y x= - )هي معادلة للمستقيم  + )EF.  

  منتصف القطعة المستقيمة[ ]DC  1هو النقطة
6

( ,1)I وإحداثيّتاها تحققان معادلة المستقيم ،( )EF 
)على  Iوضوحاً، إذن تقع  )EF .  

  منتصف القطعة المستقيمة[ ]AB  1هو النقطة
2

( , 0)J تحققان معادلة المستقيم ، وإحداثيّتاها( )EF 
)أيضاً إلى المستقيم  Jوضوحاً، إذن تنتمي النقطة  )EF .وهي النتيجة المطلوب إثبات صحتها. 

  معادلة مستقيم والتناظر بالنسبة إلى �قطة  
د المستوي بمَعْلَم ن )زوِّ ); ,O i j

  . ليكنd  3المستقيم الذي معادلته
2

6y x= ة النّقط، ولتكن +
(2,2)A . ًللمستقيم  أعطِ معادلةd   .Aة النّقطسبة إلى بالنّ  dنظير المستقيم  ¢

  
)تكون  , )M x y¢ ¢ )نظيرة  ¢ , )M x y  (2,2)بالنسبة إلىA إذا وفقط إذا كانت ،A قطعة منتصف ال

[ ]MM 4x، وهذا يُكافئ قولنا ¢ x¢ = 4yو - y¢ = -.  
)الآن، تنتمي النقطة  , )M x y  إلى المستقيمd 4)، إذا وفقط إذا انتمت نظيرتها ¢ ,4 )M x y¢ - ى إل -

  ، وهذا الشرط يُكافئd، أي إذا حققت إحداثيّتا هذه الأخيرة معادلة المستقيم dالمستقيم 
3

4 (4 ) 6
2

y x- = - +  
3أو 

2
8y x= 3معادلة  إذن ال. -

2
8y x= dيم هي معادلةٌ للمستق - ¢.  

  ، وحلّ المعادلات مساحات السطوح  
سنتيمتراً مربّعاً، ومجموع مساحتي  60مساحة المستطيل في الشكل المجاور   

  .المستطيلأوجد بُعدي . سنتيمتراً مربّعاً  169المربّعين 

  
  :فتكون مساحة المستطيل  .yه الآخر بعدَ و  xالمستطيل  يأحد بُعدَ رض تنف

  60x y⋅ =   
2          مجموع مساحتي المربعينو  2 169x y+ =   

2، ونعوّض 2x )غير المعدوم(بالعدد  المعادلة  نضرب طرفي 2 2( )yx xy=  من  3600بقيمتها 
4                         فنجد  2169 3600 0x x- + =   

 الحل

 الحل

y
x
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  ولكن
4 2 2 225)( 144)

( 5)( 5)( 1

169 3600 (

2)( 12)

x

x x

x x

x

x

x

- --

-

+

= - + +

=  

من  yوعندئذ نستنتج قيمة . 12، أو 5هي  xفإذا تذكّرنا أنّ أبعاد المستطيل أعداد موجبة استنتجنا أنّ 
  .5و 12وهكذا نرى أنّ بُعدا المستطيل المنشود هما . المعادلة 

  المستقيمات المتلاقية  

د المستوي بمَعْلَم  )نزوِّ )
 

; ,O i j . ّ(3,0)قاط ونتأمّل النA (3,4)وB (0,4)وC ثمُّ نعرّف ،I 
]منتصف القطعة المستقيمة  ]OAو ،J  منتصف القطعة المستقيمة[ ]AB . أثبت أنّ المستقيمات

( )AC و( )IB و( )OJ تتلاقى في نقطة واحدة. 

  
   :طريقة أولى
]منتصف  Iا تإحداثي ]OA هما ( )3

2
, 0I وإحداثيّتا ،J  منتصف[ ]AB  (3,2)هماJ. 

)المستقيم  · )OJ  يمر بالمبدأO (3,2)نقطة وبالJ  ً3فيقبل معادلة 2 0y x- = .  
)يقبل المستقيم  · )IB  المعادلة الآتية:  

I I

B I B I

y y x x

y y x x

- -
=

- -
   وأ   

3
2
3
2

0

4 0 3

xy --
=

- -
  

3 أي 8 12 0y x- + )وهي معادلةٌ للمستقيم  ،= )IB.  
)المستقيمين  جملة معادلتي حلّ ب )OJ و( )IB  نحصل على إحداثيّتي نقطة تقاطعهما: ( )4

3
2,M.  

)يقبل المستقيم  · )AC  1 :المعادلة الآتية
3 4

x y
+ 3أو  = 4 12y x+ النقطة  تاإحداثيّ تحقّق  .=

( )4
3

2,M معادلة المستقيم ( )AC لى أيضاً ع قعتهي ف( )AC  المستقيمات و( )OJ و( )IB و( )AC 
  .تتلاقى في نقطة واحدة

  :طريقة ثا�ية
OAنلاحظ أنّ  OC OB+ =

  
متوازي الأضلاع، ولأنّ قطريه متناصفان استنتجنا أنّ  OABCفالشكل  

( )AC  متوسط في المثلثOAB . واستناداً إلى التعريف( )OJ و( )BI  هما أيضاً منتوسطان في
)فالمستقيمات . المثلث نفسه، ولكن نعلم أن المتوسطات في مثلث تتلاقى في نقطة واحدة )OJ و( )IB 

)و )AC تتلاقى في نقطة واحدة.  
احسب هذين . 616، أمّا الفرق بين مربّعيهما فيساوي 14يساوي  yو xالفرق بين عددين  

 .العددين

 الحل
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لنوضّح في البداية أنّ مقولة الفرق بين عددين تعني الكبير مطروحاً منه الصغير، وهي من ثَم المسافة 

  .التي تفصل بينهما على محور الأعداد
هو أصغرهما،  yهو أكبر العددين وأنّ  xنّ يمكننا دون الإقلال من عمومية المسألة أن نفترض إذن أ

  :وهنا علينا أن نناقش حالتين 
   2حالة 2x y> .نفتصبح المسألة تعيي x وy  بحيث  

14x y- 2  و  = 2 616x y- =  
  ولكن

2 2616 ( )( ) 14( )x y x y x y x y= - = - + = +  
44x إذن y+ 14xبأخذ نصف مجموع المعادلتين . = y- 44xو = y+ 29xنستنتج أنّ  = = 

15y نجدومن ثَمّ    .في هذه الحالة 15و 29، فالعددان هما =
  
  2حالة 2x y< . فتصبح المسألة تعيينx وy  14 بحيثx y- 2  و  = 2 616y x- =  

44xوبأسلوب مماثل للحالة السابقة نستنتج أنّ  y+ = - .  
14xومجدداً بأخذ نصف مجموع المعادلتين  y- 44xو = y+ = 15xنستنتج أنّ  - = ومن ثَمّ  -

29y نجد =   .في هذه الحالة -15و -29، فالعددان هما -
 x وy احسب هذين . 12قلوبيهما يساوي ، والفرق بين مربّعي م6الفرق بين مقلوبيهما . عددان
 .العددين

  
xولنفترض أن  yو xالعددين المطلوبين بالرمزين  يمقلوبَ  لنرمز إلىكما في المسألة السابقة،  y>. 

  :هنا علينا أن نناقش حالتين 
   2حالة 2x y> . فتصبح المسألة تعيينx وy  بحيث  

6x y- 2  و  = 2 12x y- =  
2                    ولكن 212 ( )( ) 6( )x y x y x y x y= - = - + = +  
2x إذن y+ 6xبأخذ نصف مجموع المعادلتين . = y- 2xو = y+ 4xنستنتج أنّ  = ومن  =

2y ثَمّ نجد = 1، فالعددان هما -
4

1و 
2

  .في هذه الحالة -
   2حالة 2x y< . فتصبح المسألة تعيينx وy  6بحيثx y- 2  و  = 2 12y x- =  

2xوبأسلوب مماثل للحالة السابقة نستنتج أنّ  y+ = - .  

 الحل

 الحل
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6xومجدداً بأخذ نصف مجموع المعادلتين  y- 2xو = y+ = 2xنستنتج أنّ  -  ومن ثَمّ نجد =
4y = 1، فالعددان هما -

4
1و -

2
  .في هذه الحالة 

 .احسب هذين العددين .216، أمّا جداء ضربهما فيساوي 6يساوي  yو xالفرق بين عددين   

  
هو أصغرهما،  yهو أكبر العددين وأنّ  xيمكننا دون الإقلال من عمومية المسألة أن نفترض أنّ 

6x بحيث  yو xفتصبح المسألة تعيين  y- 216xy  و  = =  
zأو إذا رمزنا  y= 6xنجد - z+ 216xz  و  = = -  

2هما جذرا المعادلة  zو xإذن  6 216 0T T- - )2أو  = 23) 2 5T - هما العددان  zو xإذن . =
18xفإذا كان  .-12و 18 12yكان  = 12xوهو الحل الأوّل، وإذا كان  = = 18yكان  - = - 

  .وهو الحل الثاني
 .متراً  44متراً مربّعاً، ومحيطه  120حقل مستطيل مساحته  احسب بُعدَي 

 
120x فيكون yو xالحقل ي بُعدَ طول أنّ رض تنف y⋅ 2و = 2 44x y+ 22xو أ = y+ إذن . =
x وy  2فهما جذرا المعادلة  120وجداء ضربهما  22عددان مجموعهما 22 120 0T T- + = .

  .12و 10هما  yو xوبالحل نجد أن 
، وطول اً سنتيمتر  36، ومحيطه Aرأسه  ABCاقين مثلّث متساوي السّ  احسب أطوال أضلاع 

 .سنتيمتراً  12يساوي  Aارتفاعه النازل من 

 
2فيكون  .طول وتر المثلث نصفإلى  xلنرمز بالرمز  212x أمّا . طول الضلع القائمة في المثلث +

22        محيطه فيساوي إذن 2 144 36x x+ + =  
2أو  144 18x x+ =   لهذه المعادلة يجب أن يحقق xأنّ أي حلّ بتربيع الطرفين نرى . -

2 2144 324 36x x x+ = - +  
5xأو بعد الإصلاح  5xوبالعكس نتحقّق مباشرة أنّ  .=   هو حلٌّ للمعادلة  =

2 144 18x x+ = -  
  .13,13,10أطوال أضلاع المثلث هي و . فهو إذن حلها الوحيد

د المستوي بمَعْلَم متجانس    )نزوِّ ); ,O i j
   . ّكل المجاور ثُمّ أجب تأمّل الش

  : يأتيعمّا 
  أوجد معادلة للمستقيمd.  

 الحل
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  1أوجد معادلة للمستقيمd  نظير المستقيمd الفواصل بالنسبة إلى محور.  
  2أوجد معادلة للمستقيمd  نظير المستقيمd التراتيب بالنسبة إلى محور.  
  3أوجد معادلة للمستقيمd  نظير المستقيمd  بالنسبة إلى المبدأO. 

  
 المستقيمd 0)تين النّقطيمر ب, 3)B 4)و, 0)A  1فمعادلته

4 3

x y
+ 3، أو = 4 12x y+ =.  

  إنّ نظيرة النقطة( , )M x y  بالنسبة إلى محور الفواصل هي( , )M x y¢ )، وعليه تقع - , )M x y  على
1d  إذا وفقط إذا وقعت نظيرتها( , )M x y¢ 3أي إذا كان  dعلى  - 4( ) 12x y+ -  1d، فالمستقيم =

3يقبل  4 12x y-   .معادلة =
  إنّ نظيرة النقطة( , )M x y  بالنسبة إلى محور التراتيب هي( , )M x y¢ )، وعليه تقع - , )M x y  على

2d  إذا وفقط إذا وقعت نظيرتها( , )M x y¢ )3أي إذا كان  dعلى  - ) 4 12x y- +  2d، فالمستقيم =
3يقبل  4 12x y- +   .معادلة =
  إنّ نظيرة النقطة( , )M x y  بالنسبة إلى المبدأO  هي( , )M x y¢ - )، وعليه تقع - , )M x y  3علىd 

)إذا وفقط إذا وقعت نظيرتها  , )M x y¢ - )3أي إذا كان  dعلى  - ) 4( ) 12x y- + -  3d، فالمستقيم =
3يقبل  4 12x y+ =   .معادلة -

عمري بقدر ضعفي عمرك الذي كنتَ فيه عندما كان « : ه عن عمره فأجابهسأل رجلٌ صديقَ  
فكم عمر كلٍّ . »سنة 63مجموع عمرينا  يصبحري بقدر عمرك، وعندما يصبح عمرك بقدر عمري عم

  ديقين؟من الصّ 

 
 xلنرمز إذن إلى عمر الصديق بالرمز  .على أنَّ عُمر الصديق أكبر من عُمر الرجل الثانية قولةالمتدل 

xفيزيد عمر الصديق عن عمر الرجل بمقدار . إلى عمر الرجل yوبالرمز  y- .  
xقبل    y- بعد   الآن  سنةx y- سنة  

y  x  2x  عمر الصديق y-  
2y  عمر الرجل x-  y  x  

2)2أي  “عمري بقدر ضعفي عمرك الذي كنتَ فيه عندما كان عمري بقدر عمرك” )x y x=   أو  -
  3 4x y=   

2)أي  “سنة 63مجموع عمرينا  يصبحعندما يصبح عمرك بقدر عمري ” ) 63x y x- +   أو =
  3 63x y- =   

21y نجد في   بحل جملة المعادلتين 28xو = =.  

 الحل
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نفترض أنّ . قائمتان Bو Aشبه منحرف فيه الزاويتان  ABCD ليكن 
3AD 4BCو = 5ABو = نختار نقطة . وجميع الأطول مُقاسة بالمتر =
F  من القطعة المستقيمة[ ]AB قّقتُح DF FC= . احسبAF. 

  
)نختار معلماً متجانساً  ; , )A i j

   5)بحيث يكون, 0)B (0,3)وD ّ5)، ويكون من ثَم, 4)C، ( , 0)F x ،
2أمّا الشرط . xوالمطلوب عيين  2DF FC= 22 فيُطتب بالشكل 29 (5 4)x x+ = - +  

16وبالتربيع والإصلاح نجد 
5

x =.  
 Cنظيرة  K، وDسبة إلى بالنّ  Oة النّقطنظيرة  Mولتكن . Oمربّعاً مركزه  ABCDليكن  

  .ADBإلى مركز ثقل المثلّث  Iمز وأخيراً نرمز بالرّ . Bسبة إلى بالنّ 
   ليكن( ; , )A i j

   4المَعْلَم المتجانس الذي فيهAB i=
  4وAD j=

   . أوجد إحداثيّات النقاطA 
  .Iو Kو Mو Oو Dو Cو Bو
   ُيقطع المستقيم( )MI  َالمستقيم  ( )AB  فيQ ُويقطع المستقيم ،( )MC  َالمستقيم( )AD  فيP .

 .على استقامة واحدة Pو Qو Kنريد إثبات وقوع النقاط 
  اكتب معادلة للمستقيم( )MI  ّة النّقط تيواستنتج إحداثيQ. 
 ستقيم اكتب معادلة للم( )MC  ّة النّقط تيواستنتج إحداثيP. 
  أثبت أنّ النقاطK وQ وP تقع على استقامة واحدة.  

   
 (0,0) ونجد ،الرسم الدقيق يساعدA 4)و, 0)B 4)و, 4)C (0,4)وD 
)و 2,6)M ,4)و - 4)K 4وأخيراً  - 4

3 3
( , )I.  

  المستقيم يقبل( )MI المار بالنقطتين ( 2,6)M 4و - 4
3 3

( , )I.  المعادلة
)  :الآتية  )( ) ( )( ) 0I M M I M Mx x y y y y x x- - - - - =  

5التي تُكافئ  7 16y x+ 16النقطة في اصل يقطع هذا المستقيم محور الفو  .=
7

( , 0)Q.  
)المستقيم يقبل  )MC المار بالنقطتين ( 2,6)M ,4)و - 4)C. المعادلة  

1
6 ( 2)

3
y x- = - +  

3التي تُكافئ  16y x+ 16حور التراتيب في النقطة يقطع هذا المستقيم م. =
3

(0, )P.  

)يقبل المستقيم  )PQ  1المعادلة
16 / 7 16 / 3

x y
+ 7أو  = 3 16x y+ ونتحقّق مباشرة أنّ النقطة . =

(4, 4)K   .تقع على استقامة واحدة Pو Qو Kفالنقاط . تُحقّق معادلة هذا المستقيم -
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