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  مُقدّمة

  
  

مخططات  على للصف الثالث الثانوي العلمي  الجزء الأولدليل المدرس لمادة الرياضيات  يشتملُ 
الحصص الدرسية  ليكون عوناً للمدرس في بناء خطته الدرسية وتحليل محتوى للوحدة الأولى من  لتوزيع

كل جزء وجدول للتدريبات والتمارين والمسائل المتشابهة ليناقش المدرس عدداً منها وما تبقى منها يحله 
للجميع المسائل  الطالب بنفس الطريقة وتضمن الدليل أيضاً حلول التدريبات والأنشطة والتمارين و 

  . الوحدات 
فالتدريبات تهدف إلى تقويم الطالب وتمكنه من المعارف لذلك يجب التركيز  على الواجب المنزلي 
وبإمكان المدرس اختيار عدد من التدريبات  لتكون أمثلة تجري مناقشتها اثناء الحصة الدرسية وليتابع 

تعلم اليها كونها مزودة بأسئلة وشروحات بعدها المدرس التركيز على أنشطة الوحدة لحاجة الم
. ويجب الاهتمام بمنهجية الكتاب ومراعاة تسلسل عرض وحدةوتوضيحات كمدخل لحل تمارين ومسائل ال

الوحدات والدروس وابراز اهمية كل من المقدمة والانطلاقة النشطة وتكريساً للفهم وكذلك الأفكار الرئيسية 
و لكل منها  امتلاكها يجبُ  منعكساتٌ و  أفكار يجب تمثلهام  لكل وحدة والتي جرى عرضها تحت اس

  أهميته. 
  :إيجابية نحو الرياضيات واحترام ما  ة تهدف إلى تنمية اتجاهاتٍ تحفيزيّ  مةهي مقدِّ و المقدمة

  . المختلفة مات في ميادين العلوماسهإه العلماء من قدمّ 
  ٌمزودة بأسئلة م التي يحتاجها المتعلّ المهارات الأساسية  إلى تعزيرِ  تهدفُ  :نشطةٌ  انطلاقة

  وحدة والإضاءة على مفاهيمها.وشروحات وتوضيحات كمدخل لل

  ٌوهي في أغلب الأحيان تعرض حلولاً تتضمن مختلف الفقرات الموجودة في الدرس  :أمثلة
اتباعها  يجبُ  نموذجية جرى صوغها صياغة لغوية سليمة وبأسلوب منهجي علمي لتكوّن نماذجَ 

 الأنشطة والتدريبات والمسائل.  عند حلِّ 

 : تطرح سؤالاً هاماً للمناقشة يتعلق بفكرة الدرس الأساسية في مادة التعلم والإجابة  تكريساً للفهم
عنه بطرائق متعددة موضحة بالأمثلة المناسبة لتكريس الفهم عند المتعلم حيث تتم إعادة طرح 

 أفكار الدرس بأساليب مختلفة. 

 حيث ة في الوحدة أساسيّ  قضايا ومفاهيمَ إلى  التنويهُ وهي فقرةٌ يجري فيها  :أفكار يجب تمثلها
  .طٍ ومبسَّ  مختصرٍ  ها بأسلوبٍ صياغتُ تُعادُ 
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  ٌالتفكير قبل البدء على كيفية للمتعلم  إرشاداتٍ  وهي فقرةٌ تتضمن امتلاكها: يجبُ  منعكسات
 استعمالإلى ذهنه وكيفية  بالإجابة عن سؤال، وما هو المنعكس السريع الذي يجب أن يتبادر

 .ةأمثلة توضيحيّ  فية ساسيّ الأ مفاهيمَ القضايا و ال

  ٌيقع فيها الطلاب الأخطاء الشائعة التي إلى بعض الإشارة حيث جرت ها: بَ تجنُّ  يجبُ  أخطاء
 منقوص. أسلوبفي غير مكانها، أو ب عادة، أو المفاهيم التي يستعملها الطلاب

 :وعة من التمرينات والتطبيقات الحياتية صيغت على شكل في نهاية كل وحدة مجم أنشّطة
 أنشطة تفاعلية.  

  ِعن  م الذاتيَّ التعلُّ  عُ المشكلات وتشجّ  على طرائق حلِّ  ب المتعلّمَ رِّ دَ هي فقرة تُ و  :البحثَ  لنتعلم
ه يطرح على نفسه الأسئلة الصحيحة لِ عْ بمنهجية التفكير الاستقصائي وجَ  الطالب طريق تزويد

 بلغة سليمة.  ة هذه الحلولصياغثمُّ صول إلى حلول المسائل بهدف الو 
  ُتمارين ومسائل متنوعة ومتدرجة في صعوبتها تشمل في بعض الأحيان  وهي: ماً إلى الأمامِ دُ ق

 . لديه ص تعلم كثيرة وتعزز مهارات حل المسائل والتفكير الناقدرَ م فُ علِّ تَ للمُ  تتُيحُ مواقف حياتية 
  

أن  المدرّس  يتطلّب من دليل المدرس  تحقيق الأهداف المرجوة من على أنّ وهنا نريد التأكيد 
موجّه للعملية التعلُّمية، فيطرح المُيسر و الدور يختار الطريقة المناسبة والاسلوب الأفضل  لييؤدي 

لحلول اً، ويوجه ممهداً الطريق لحل المسائل، ويصوغ ا، ويرتب الأفكار ترتيباً منطقيّ ناسبةالتساؤلات المُ 
    ورة.صياغة لغوية سليمة على السبّ 

وفي النهاية، نريد أن نتوجّه بالشكر إلى عدد من الزملاء الذين قدموا إلينا أشكالاً مختلفة من 
ستاذ لاوا ،محي الدين اسماعيلشكر الاستاذ ونخص بالعلى المسودات الأولى من الحلول  المساعدة

  . رضوان دعبول
 البنّاءة دة وتزويدنا بمقترحاتهمالإسهام معنا في إنجاح هذه التجربة الجدي وأخيراً نأمل من زملائنا

  المتعلقة بهذا الكتاب متعاونين معاً لتطوير الكتاب المدرسي باستمرار.
   المُعدّون                                                                           
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                  مصطلحات المنطق الرياضي   

  
  

  الاقتضاء  
  . مثال 1

  لنتأمل المقولة الآتية :
و  CBA،ــ كــانــت اــلــزاــوـيـــتانــ Aمــثلثاً مــتساوـيـــ اــلــساقــين فــي  ABCإــذــاــ كــانــ « 

BCA  متساويتين«  
 كانت  صحيحاً   » Aمثلث متساوي الساقين في ABC« الافتراض  كانالآتي : إذا تؤكد هذه المقولة 

  . صحيحة Cو Bالمساواة بين الزاويتين 
)يــقالــ أــحــيانــاً:ــ إــذــاــ كــانــت اــلــقضية  )P    : »ABCمــثلث مــتساوـيـــ اــلــساقــين فــيA «   ّصحيحة،ــ فــإن

)القضية )Q :»الزاويتانCBA وBCAتكون صحيحة . »متساويتان  

  . حالة عامّة2

)ضية بــوجــه عــامــ ،ــ نــقولــ إــنــّ اــلــق . 1 )P  تــقتضي اــلــقضية( )Q ــ لــندلــّل بــذلــك أــنــه عــندمــا تــكونــ،( )P 
)صحيحة، تكون )Q  ّصحيحة ، أو إن ( )Q  ُهي نتيجة( )P.  

)«ن أنّ للتعبير ع. 2 )P تقتضي( )Q« يستعمل المنطقيون الرمز ،( ) ( )Q P.  
  ويمكن أنْ يُعبّر عن هذا الاقتضاء بصيغٍ متعددة ، منها :

  إذا( )P ، ّفإن( )Q     ( )P،  ْإذن( )Q    إذا كان( )Pكان ،( )Q .  
  

  أمثلة
  2«إذاx 2« فإنّ ،  »= 4x =«  
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 »AB DC=
 « ، ْإذن »ABCD  متوازي الأضلاع«     ( )*  

 المثلث  إذا كانABC  متساوي الساقين فيA ،كان  BCA CBA=     

  
   : في حالة الاقتضاء( )P  تقتضي( )Q : ًنقول أيضا ،  
)إنّ القضية .1 )P  هي شرطٌ كافٍ للقضية( )Q .  

)المثال  فنقول في AB: أنْ يكون*( DC=
  شرط كافٍ ليكون ،ABCD متوازي الأضلاع . وهذا يعني 

ABأنه يكفي أنْ يتحقق الشرط  DC=
  كي يكون ،ABCD  متوازي الأضلاع  

)إنّ القضية  2. )Q  هي شرطٌ لازمٌ للقضية( )P .  
)اــلــمثالــ فــنقولــ فــي  مــتواــزـيـــ اــلأــضلاعــ ،ــ شرطــ لاــزـمـــٌ لــيتحقق اــلــشرط  ABCD:ــ أــنــْ يــكونــ اــلــمضلع *(
AB DC=
  وهذا يعني أنه يلزم، أو يجب، أنْ يكون المضلع .ABCD  متوازي الأضلاع، إذا تحقق

ABالشرط  DC=
 .  

  . اقتضاءاتٌ ضمنية3

اللذان لهما  bو aدُ الاقتضاء مضمراً ، كما هو الحال في المقولة الآتية : العددان الحقيقيانأحياناً، يَرِ 
   القيمة المطلقة ذاتها ، هما متساويان أو متعاكسان. والتي يُعَبّر عنها بالآتي :

  متساويين أو متعاكسين. كاناالقيمة المطلقة نفسها،  bو aللعددين الحقيقيينكان  إذا

  . اقتضاءاتٌ معاكسة 4
  توضيح بمثال1. 

)نفترض أنّ القضية  )P  تقتضي القضية( )Q، العدد  « كان   إذا ، على سبيل المثالn  يقبل القسمة
)لنرَ إذا  .»3يقبل القسمة على  nالعدد  «كان  ،» 6على  )Q  تقتضي( )P.  

)في هذا المثال ، يعبّر عن  )Q  تقتضي( )P  :قَبِل إذا   « بالصيغة التاليةn  فإنّ ، 3القسمة علىn 
فعلى سبيل المثال، لا الحصر،  . من السهل رؤية أنّ هذه المقولة غير صحيحة،» 6يقبل القسمة على 

  .6 ، لكنه لا يقبل القسمة على3يقبل القسمة على  15العدد
)«الاقتضاءُ  يسمّى )Q تقتضي( )P« تضاء الاقتضاءَ المعاكس للاق»( )P تقتضي( )Q«  

  وكما وجدنا ، يمكن للاقتضاء المعاكس أن يكون خطأً.
  مثال آخر 2.
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)اـلــقضية  )P  : »ABC  2مــثلثٌ ،ــ تــحقق أــضلاعــه 2 2BC AB AC= )،ــ تــقتضي اــلــقضية »   + )Q : 
  .  يعبّر عن الاقتضاء المعاكس بالمقولة الآتية :»Aقائم في ABCالمثلث«
2كان ،Aقائماً في  ABCإذا كان المثلث  «  2 2BC AB AC= +«.  

)في هذه الحالة ، الاقتضاء المعاكس صحيح :  )Q  تقتضي( )P .  
 التكافؤ  

)نقول إنّ القضيتين )P  و( )Q متكافئتان في حالة( )P تقتضي( )Q و ،( )Q  تقتضي( )P.  
a«القضية  عددين حقيقيين موجبين كانت bو aكان  إذا مثال: b£«  2«مكافئة للقضية 2a b£«.  

)كانت القضيتان إذا  ترميز: )P و ( )Q  متكافئتين ، كتبنا( ) ( )P Q.  
  ويمكن أنّ يعبّر عن هذا التكافؤ بصيغ متعددة منها :

 ( )Pتكافئ ( )Q       ( )P  إذا وفقط إذا( )Q .  
2«عــددين حقيقيــين مــوجبين، عندئــذٍ:  bو aلــيكنمثــال:  2a b£«  تكــافئ»a b£«فــي حالــة . أو ،a  و
b  2عددان حقيقيان موجبان، يكون 2a b£  إذا وفقط إذا كانa b£  .  
  يقال أيضاً إنّ القضية( )Q  هي شرط لازمٌ وكافٍ للقضية( )Pأو إنّ القضية ،( )P  ٌهي شرطٌ لازم

)وكاف للقضية )Q ٌوهكذا، فإنّ البحثَ عن شرطٍ لازمٍ وكافٍ لتكون قضية .( )P  صحيحةً ، هو البحث
)عن قضيةٍ مكافئة للقضية  )P .  

هـــو  »   اـــلأـــضلاعـــ  مـــتساوـيـــــ  ABC« ونـــ  مـــثلثاً،ـــ إـــنـــّ شرطـــاً لاـــزـمـــــاً وــكــــافـــياَ لـــيك ABCلـــيكنمـــثالـــ :ـــ 
»60B C= = «.  

  و  استعمال 
أولاهما تقتضي الثانية. فلا معنى خاص بالمنطق الرياضي، ويستعمل، حصراً، بين قضيتين  الرمز .1

A  متساوي الساقين فيABCإذا المثلث  «للكتابة  AB AC=« نطرح «، ولا معنى للكتابة
2المساواة  3x 3من المساواة = 4x طرفاً من طرف  = 1x   . ولكنْ »=

  
  

ــين  ــلــعبارـتـ ــلــمقصودــ بــأوـلـــى ا ــ كــانــ ا ــذــا ــ كــانــ «   ،ــ إ ــذــا ــلــمثلث  إ كــان ،ــ Aمــتساوـيـــ اــلــساقــين فــي ABCا
AB AC=«:نكتب ،  

A ( )AB متساوي الساقين في ABC(المثلث « AC=(«  
ذا كان المقصود بالعبارة الثانية  2نطرح المساواة  « وإ 3x 4من المساواة  = 3x طرفاً من طرف  =

1xفنجد   ، نكتب:»=
     » )2 3x 3و = 4x = ( )3 2 4 3x x- = -( «  
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3( «  و  2 4 3x x- = - ( )1x = («    
2«   نستنتج أنّ:  3)x ) و = 2x =  ( )1x =«  

 حـــــصراـــــً بـــــين قـــــضيتين مـــــتكافـــــئتين أـــــيـــــ كـــــلٌ مـــــنهما تـــــقتضي اـــــلأـــــخـــــرىـــــ.ـــــ فـــــمثلاً   يـــــستعمل  . 2
 »2 4 2x x£  ــــ لأــــنــــّ   » £ ــــتضاءــــ خــــطأٌ ، ــــلاــــق 2«   ا 4 2x x£  ـــ  » £ ــــتضاء خــــطأٌ.ــــ وـ ــــلاــــق ا
 »2 4 2x x£  2« صحيحٌ.ـــ وـلأـــــنـــّ اـــلاـــقـــتضاءـــ  »   £ 4 2 2x x£  - £ £ ،ـــ  صحيح فـــإنّ » +
»2 4 2 2x x£  - £ £   صحيح. » +
 أو « ؛ » و « استعمال «  

ضياتــ،ــ كــما فــي اــلــلغة اــلــمألــوفــة،ــ بــين قــضيتين،ــ يــراــدــ بــه أــنــ تــكون فــي اــلــريــا » وــ  « يــستعمل اــلــحرفــ .  1
.   القضيتان محققتين في آنٍ   nيعني أنّ  » 3مضاعف للعددو   زوجي nالعدد الطبيعي   «   كمثالمعاً

    .3مضاعف للعدد n زوجي، والثانية nيمتلك في آنٍ معاً الصفتين: الأولى 
  .  »أو «ليس الأمر كذلك بالنسبة إلى الحرف . 2
، إمّا أن يكون الباب مفتوحاً فهو » مغلقٌ أو الباب مفتوحٌ   « كمثال ، مانعاً فقد يكون في اللغة المألوفة  

غير مغلق، أو أن يكون مغلقاً فهو غير مفتوح. بالنتيجة، لا يمكن أن يكون الباب مفتوحاً و مغلقاً في آنٍ 
55X«   لعلوم إذا: يقبل الطالب في كلية اكمثال، مخيّراً   » أو« معاً. وقد يكون  200Yأو³ حيث  » ³

على مجموع درجاته. ففي هذه الحالة، يقبل الطالب  Yعلى درجته في مادة الرياضيات، ويدل Xيدل 
  في كلية العلوم إذا حقّق واحداً من الشرطين دون الآخر، أو إذا حقٌق الشرطين في آنٍ معاً.

مضاعفٌ   أوزوجيٌ  nعدد الطبيعي ال  « كمثال مخيّراً غيرَ مانع.  » أو« يستعمل  بينما في الرياضيات، 
، إمّا أنْ يمتلك واحدةً من الخاصتين دون الأخرى، وإمّا أن يمتلك كلتا الخاصتين. nفالعدد   ،» 3للعدد 
زوجي و مضاعف  nوغير زوجي؛  3مضاعف للعدد n؛ 3زوجي وغير مضاعف للعدد  nأي : 
  .3للعدد 

  يمكن أن . فعلينا أن نتفهّم الأخطاء التي»أو «؛  »و «يجب إذنْ، أخذُ الحذر عند استعمال . 3
  عددين حقيقيين، نكتب :  bو aترتكب (على سبيل المثال) عندما يكون 

  0a b´ 0aيكافئ   = 0bأو   = 0a(بمعنى: إمّا   = 0b  و  = 0a، وإمّا  ¹ 0b و  ¹ = 
0a، وإمّا  0bو  = = .(  
 2 2 0a b+ 0aيكافئ  = 0bو  = = .  
لمكمّماتا     

  . مثال أول1
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مهما «   كمثال ، » أيّاً كان« أو  » في حالة« أو » مهما يكن« صادفتَ سابقاً قضايا تتضمن عباراتٍ من قبيل 
]من المجال   xالعدد الحقيقي   يكن ]0,1 ،2x x£ «يراد به مكمّم شمول  . نسمّي كلاً من تلك العبارات .

]من المجال  xفي هذا المثال : كل عنصر 2x، يحقق  0,1[ x£.  
2(في هذا المثال، القضية المطروحة صحيحة. للتحقق، ادرسْ إشارة المقدار  0x x- £.(  

  . بوجه عام2
مهما « كتبنا  Pيحقق  Eصفة معينة، وإذا كان كل عنصر من Pمجموعة معينة، وكانت Eانت إذا ك
)، Eمن x يكن )P x«.  

  . مثال ثان3
يــحقق اــلــمعادــلــة  nطــبيعي   عــددــ يــوجــد  «   اــلــمثالــ  عــلى سبيل  ،» يــوجــد  « قــضايــا أــخــرىــ تــتضمن اــلــعبارـةـــ 

2 30 0n n+ - =«.  
 من  nث يكون بحي n. يراد به في هذا المثال: يوجد عنصر مكمم وجود  » يوجد« نسمي العبارة  
2و 30 0n n+ - =   .   

5n(في هذا المثال، القضية المطروحة صحيحة. ضعْ    فتتحقق المعادلة). =
  . بوجه عام4

، Pيحقــق  Eصــفة معينــة لعناصــرَ منهــا، وإذا وُجــد عنصــر مــنPمجموعــة معينــة، وكانــت Eإذا كانــت 
)و  Eمن  x ،xيوجد  «كتبنا  )P x«  .  
 نفي قضية  
  . شرح، مثال1

)انطلاقاً من كل قضية  )P نتعرّف قضية أخرى نرمز لها بالرمز ،( )P تلك هي نفي ،( )P .  
ليس متساوي   ABCالمثلث   « هو القضية  »   متساوي الساقين  ABCالمثلث   « نفي القضية . مثال: 1

  .» الساقين
)إذا كانت . 2 )Pصحيحة، كانت( )P خطأً، وإذا كانت( )P  صحيحة، كانت( )P .ًخطأ  
). حالة القضية (2 )1P و( )2P(  
)  لــنتفحص اــلــقضية.  1 )P »  اــلــعددــ  n   ــ إــنــّ  نــفي » 5مــضاعــف لــلعددــ وــ   3مــضاعــف  لــلعددــ.( )P ،
)أــيــ )P  اــلــعددــ  « هــوn ــ نــستنتج أــنــّ (»   5مــضاعــفاً لــلعددــ   لــيسأــوــ   3مــضاعــفاً لــلعددــ   لــيس.( )2P 
)و )1P( ) هي( )2P أو( )1P.(  
)نفــي القضــية. مثــال آخــر: 2 )P »  المثلــثABC  أي» متســاوي الســاقين وقــائم ،( )P  هــو القضــية» 

)،وهـذا يعنـي أنّ » ليس متسـاوي السـاقين أوليس قائماً  ABCالمثلث  )P  صـحيحة فـي ثـلاث حـالات
  هي: ABC، أي ، ثلاث حالات ممكنة للمثلث 



  

15  

  ليس متساوي الساقين. وقائم   -
  يس قائماً.ل ومتساوي الساقين  -
  ليس متساوي الساقين. وليس قائماً  -

). حالة القضية (3 )1P  أو( )2P(  
إلى عدد النقاط على الوجه الذي يظهر. واضح  Xنرمي حجر نرد مرةً واحدة، ونرمز بالرمز. مثال: 1

}الممكنة هي  Xأنّ مجموعة قيم  }1, 2, 3, 4, 5, 6W ).  لنتأمل القضية = )P »X أو فرديX  
)، واضح أيضاً أنّ القضية »3 )P كونتتحقق عندما يX عنصراً من  

}اــــــــلــــــــمجموعــــــــة  }1, 3, 5, 2E )،ــــــــ إــــــــذــــــــنــــــــ نــــــــفي= )P ــــــــ أــــــــيــــــــ،( )P هــــــــي،ــــــــX  عــــــــنصر مــــــــن
}المجموعة }\ 4, 6EW   .» X  3و ليس فرديّاً  X«، فهي  =

)(. بوجه عام: 2 )1P  أو( )2P( ) هي( )1P  و( )2P.(  
  )مثال مضاد  (. نفي قضية شمول 4
)لنتأمل القضية. مثال: 1 )P »  فنجدْ نفيَها »   جميع الأعداد الأولية هي أعدادٌ فردية  ،( )P   »   يوجد

  .»رديعدد أولي غير ف
)عندما تكون . في الحالة العامة: 2 )P  قضية شمول على مجموعة معينةE مهما  « ، تعرض بالشكل

)الخاصة  x  يحقق ،Eمن  xيكن العنصر )P « في المثال السابق، إذا كانت .E  مجموعة الأعداد
)الأولية، تكتب  )P  مهما يكن  « بالشكل  n من  E ،n  يوجد   « كل . ويكتب نفيها بالش» فرديn 

  .»ليس فرديّاً  nو  Eمن
)في هذا المثال  )P  ليست صحيحة و( )P  2صحيحة. (دليل ذلك هوn =.(  

)لتكن . مثال آخر:3 )P  :2x x£ على[ ]0,1E )  ،Eمن x  مهما يكن « ، نكتبها  = )P x « أي ،» 
2x يكن Eمن xمهما يكن  x£ « يوجد  «، ونكتب نفيهاx  منE 2وx x>«.  

)في هذا المثال  )P صحيحة و( )P .(تحققْ من ذلك) .ليست صحيحة  
  . مثال مضاد4

)يتبين ممّا سبق أنه لإقامة الدليل على عدم صحة قضية شمول  )P  على مجموعةE ُيكفي إيجاد ،
)يكون في حالته  خطأً. نقول عندئذٍ إننا أقمنا الدليل على أنّ ،  Eمن  xعنصرٍ  )P  ليست صحيحة

  .مثال مضادبسرد 
  . تمرين محلول5
)بالعلاقة  المعرّف على  fأثبت أنّ التابع   ) 2f x x x=   اً.، ليس زوجيّ +
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)، كان  من  xأيّاً كان   « زوجي، يكافئ  fالقول إنّ الإثبات:  ) ( )f x f x- ولكي ننفي صفة  . » =
)بحيث  x، يكفي إيجاد عدد حقيقي fالزوجية عن ) ( )f x f x- 1x. يمكننا اختيار ¹ ، إذ إنّ  =
( )1 0f - )و  = )1 2f )، إذن = ) ( )1 1f f- ¹.  

  . نفي قضية وجود5
)لتكن القضية . مثال:  )P » د طبيعييوجد عد n2، مكتوب وفق النظام العشري، ينتهي مربعهn  بالرقم

3«.( )P  أي عدد طبيعي «هي n2، لا ينتهي مربعه ، مكتوب وفق النظام العشريn  3بالرقم«  .  
)في هذا المثال  )P ليست صحيحة و( )P .صحيحة  

)عندما . في الحالة العامة: 2 )P  يوجد على الأقل عنصرٌ  « د، تكتب قضية وجوx  من مجموعة معينة
E،  معينة   يحقق خاصة( )P x «ويكون نفيها .( )P   »  مهما يكنx  منE،  لا يحققx  الخاصة

( )P x«  .  
  . نقض الفرْض 6

)لـــــتكن اـــــلـــــقضية.ـــــ مـــــثالـــــ:ـــــ 1 )P   »   اـــــلـــــمثلثABC  قـــــائـــــم فـــــيA « ـــــ  وــــلــــــتكن اـــــلـــــقضية،( )Q  
 »2 2 2AB AC BC+ )، من المعلوم أنّ »   = )P  تقتضي( )Q أي إذا كان المثلث ،ABC  قائماً في
A 2،  كان 2 2AB AC BC+ =.  

2ABلنفترض أنّ  3ACو  = 4BCو  = ليس  ABC، ولنثبت، في هذه الحالة، أنّ المثلث =
2. يكفي إثبات أنّ Aقائماً في  2 2AB AC BC+ 2، وهذا واضحٌ لأنّ  ¹ 2 13AB AC+ ، في =

2حين  16BC =.  
)وهكذا، نكون قد أثبتنا المطلوب بإثبات أنّ ( نفي  )Q  يقتضي نفي( )P.(  

)القول [. في الحالة العامة: 2 )P  تقتضي( )Qئ القول [] يكاف( )Q تقتضي( )P فإذا طُلب .[
)برهان [ )P تقتضي( )Q] يمكننا برهان ،[( )Q تقتضي( )P  نسمي هذه الطريقة في البرهان .[

  .نقض الفرْض
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  تذكرة بالمتتاليات
  الإثبات بالتدريج

  
  

  عموميات عن المتتاليات 

  الإثبات بالتدريج  أو الاستقراء الرياضي  
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  نقاط التعلمّ الأساسـية في هذه الوحدة
  
 التذكرة بخواص المتتاليات الحسابية والهندسية.  -
 التذكرة بطرائق دراسة المتتاليات المطّردة. -
 ة البرهان بالتدريج، وحلّ مسائل على ذلك.تعلّم صياغ -
  

  دريج            تذكرة بالمتتاليات الإثبات بالت   مخطط دروس الوحدة الأولى

  الاهداف  العامة للوحدة  الاولى
  تذكرة بالمتتاليات: تعريفاً، وأنواعاً، وعلى

الخصوص المتتاليات الحسابية والهندسية، 
ودها ه من حدودساتير مجموع عدد منت

  الية؟المتت

  .الإثبات بالتدريج  

 حصص 9عدد الحصص 
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   الدرس الأول : عموميات عن المتتاليات

  تعريف المتتالية  ،اطراد متتالية الحصة الأولى : 

  
  
  

       .دريج ) ، بالت nذي الدليل متذكرة بمفهوم المتتالية ( تعريفها من خلال تعريف صريح للحد العا أهداف الدرس
  .  جهة اطراد دالة

، مضاعفات العدد  14الاهتمام بالمرتكزات المعرفية لمفهوم المتتالية العددية من خلال أمثلة مناسبة ( من الكتاب ص    التعلم
 ) وأمثلة يقدمها الطالب . 3

   ق تعريف المتتالية : ائطر 
(a  تعريف صريح للحد ذي الدليلn   

):nالتعبير عن متتالية بتعريف صريح للحد ذو الدليل   )nu f n  حيثn  متغير غير مستمر مع أمثلة متى
أو مجموعة جزئية غير منتهية  ة على تكون المتتالية معرف

منها
22 3

, 1 , cos( )
1 3n n n

n n
u u n n u

n


    

  
(b :تعريف متتالية بالتدريج  

1 التعبير عن المتتالية بعلاقة تدريجية وحد بدء: ( )n nu f u 14مثال ص  

1ية عرض مثال عن علاقة تدريجية وحد بدء لا يعرف متتال 01, 5n nu u u    ثم ذكر الشرط إذا كانf 
)يكن  Iمن xوتحقق الشرط مهما يكن Iمعرف على  )f x  عنصراI  

ننا تعريف متتالية أمك  0n n
u

  0بإعطاء حد البدءu منI 1والعلاقة ( )nu f u  0مثال 13 , 3 1n nu u u   
)0 حيث : )n nu   

1 1
n

n
n

v
v

v 
 0و

1
1 , 1,

2
v   
   
  عرض متتالية أبراج هانوي وتخمين الصيغة المعبرة عنها

  واستنتاج الشكل التدريجي لمتتالية أبراج هانوي 
  :  جهة اطراد متتالية عددية

  .  15مناقشة التعريف مع الطلاب وتثبيته من خلال الكتاب  ص 
  

   يتبع 
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    يةكيف ندرس جهة اطراد متتال  تكريساً  للفهم
1nدراسة إشارة الفرق  nu u  :3، 2(  3رقم 18صفحة  تدرب.  (  

1nدام المعيار : يمكن استخ موجبة إذا كانت حدود المتتالية

n

u

u
 ،1ومقارنتها مع العدد،    

  )  .5,4(  3رقم 18صفحة  تدرب
)كتابة  )nu f n   ودراسة اطراد التابع( )f n على المجالI) 17مثال صفحة . (  

  ) .  9رقم 1( مسألة  استخدام طريقة الاستقراء في برهان الاطراد كما  سنرى لاحقاَ ويمكن 
  ة لايعني اطراد التابع الممثل لها . ويجب التأكيد أنّ اطراد متتالي

  يجب التأكيد أنّ اطراد المتتالية قد يبدأ من حد معين وليس من الحد الأول 
: لتكن المتتالية  مثال 

2 10 26nu n n    حيثn   
 5uبين أنّ هذه المتتالية مطردة بدءاً من 

  من تمرينات ومسائل1,2,15,16) ، مسألة  8، 7,6( 18تدرب صفحة   ريبات داعمة تد
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  مناقشة التدريبات الداعمة لحصة الثانية :ا

  : المتتالية الحسابيةة لثالحصة الثا

 
 
 
 

  
 
 

  
 

 

  ةتذكرة بمفهوم المتتالية الحسابية ، الحد العام للمتتالية الحسابية ، خاصة ثلاث حدود متتالي أهداف الدرس
  حسابية متعاقبة  ، مجموع حدود متتالية حسابية . 

بإضافة نفس  ننتقل من حدّ إلى الحدّ الذي يليه محاورة الطالب بتعريف المتتالية الحسابية :   التعلم
4 أمثلة ( )rالعدد الثابت(الأساس 3nu n   .( 

  ، 0باستعمالكتابة الحد العام لمتتالية حسابية nu u nr  
   ) 5 و  3الفقرة  2رقم 8 1تدرب ( صفحة  : مثال 

)وبشكل عام :  )n mu u n m r    حيث n m   
n حيث   nو mأياً كان العددان الطبيعيان  m     1الفقرة  2 رقم 8 1( صفحة  (  

 وبشكل تدريجي :
0

( )n n nu   : 1حيث n nu u r   و
0

 nu a 
  1مجموع حدود متتالية حسابية مع التأكيد أنّ عدد الحدود يساويb a   حيثb  ترتيب

 ،  aترتيب الحد ذا الدليل  b  ،aالحد ذا الدليل 

 0 1 0

1
.

2n n n

n
S u u u u u


     

أو                           1 1.
2n n n

n
S u u u u      

 خاصية ثلاثة حدود متتابعة a  وb  وc  : 2هيa c b   
)0كيف نثبت أنّ    تكريساً  للفهم )n nu  ؟متتالية حسابية  

1nثبات  إ nu u r    حيثr. عدد ثابت 
 ) 1و 7، الفقرة 2( 18تدرب صفحة   تدريبات داعمة 
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  ةالهندسي : المتتاليةخامسة لوا الحصة الرابعة

  
 
 

هندسية ،  ةتذكرة بمفهوم المتتالية الهندسية ، الحد العام للمتتالية الهندسية ، خالصة حدود متتالي أهداف الدرس
  مجموع حدود متتالية هندسية . 

بالضرب  الذي يليهننتقل من حدّ إلى الحدّ  محاورة الطالب بتعريف المتتالية الهندسية :   التعلم

1أمثلة ( )qنفس العدد الثابت(الأساسب
 3

2

n

nu
   
 

 . 

  : كتابة الحد العام لمتتالية هندسية، بأكثر من طريقة 

)0للمتتالية  )n nu  :0 n
nu u q              1رقم 8 1تدرب ( صفحة (  

)1أو للمتتالية  )n nu   :1
1 n

nu u q         3الفقرة  2 رقم 8 1تدرب ( صفحة (  

m فإنّ   pو mالطبيعيان وبشكل عام: أياً كان العددان  p
m pu u q    

  ) 2الفقرة  2رقم 8 1تدرب( صفحة  

0وبشكل تدريجي : 

1

 
n

n n

u a

u q u




 
   

  1د متتالية هندسية مع التأكيد أنّ عدد الحدود يساوي مجموع حدوb a   حيثb  ترتيب
بشرط  aترتيب الحد ذا الدليل  b  ،aالحد ذا الدليل 

1q :
1

0 1 0

1
.

1

n

n n

q
S u u u u

q






  


  

1أو     1

1
.

1

n

n n

q
S u u u

q



 


  ) 7الفقرة  2 رقم 8 1تدرب ( صفحة    

 خاصية ثلاثة حدود متتابعة a  وb  وc  : 2هيa c b   

  ) 8الفقرة  2رقم 8 1تدرب ( صفحة   

)0  للفهمتكريساً  )n nu   ّمتتالية هندسية؟ كيف نثبت أن  

1nإثبات     nu u q    حيثrعدد ثابت  

 0,6 1مسائل :     تدريبات داعمة 
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 وفق الأهداف ( المتتاليات )    تمارين الوحدة الأولى ترتيب    
  تمارين عامة  التمارين المقترحة  المفهوم الرياضي

  ورقة عمل
  ة اطراد المتتالي

1nبالاعتماد على اشارة  nu u   

1nبالاعتماد على 

n

u

u
  أو  

  بالاعتماد على دراسة اطراد التابع 

  نحل التمارين التالية : 
 (2,3)3رقم 18صفحة  تدرب
  ) 5,4( 3رقم 18صفحة  تدرب

  1مسألة 

نحل 
المسائل 
  التالية 

3,8,12,13

14,16,19

  المتتالية الحسابية :    
nu 0     الحد العام u n r       أو ( )n mu u n m r    

مجموع حدود متتالية :  0 1 0

1
.

2n n n

n
S u u u u u


      

أو :    1 1.
2n n n

n
S u u u u     

  خاصية ثلاث حدود متعاقبة في متتالية حسابية .

  نحل التمارين التالية : 
)الفقرة  2رقم 8 1تدرب صفحة  4 , 5 , 1 )    
   ) 7الفقرة 2رقم 8 1تدرب صفحة  

  
  
  

  ) 9الفقرة 2رقم 8 1تدرب صفحة  
  المتتالية الهندسية : 

) 0     الحد العام )n nu  :0 n
nu u q      أو

                        
 m p

m pu u q   

مجموع حدود متتالية : 
1

0 1 0

1
.

1

n

n n

q
S u u u u

q






  


  

أو :   
 

1 1

1
.

1

n

n n

q
S u u u

q



 


  

  خاصية ثلاث حدود متعاقبة في متتالية هندسية .

  التالية : نحل التمارين 
  ) 1رقم 8 1تدرب ( صفحة  
  ) 3الفقرة  2 رقم 8 1تدرب ( صفحة  

  ) 7قرة الف 2 رقم 8 1( صفحة  
  

     ) 8الفقرة  2 رقم 8 1تدرب ( صفحة  
  نحل المسائل التالية 

  0,9,8,6 1مسائل :  
  مبدأ الإثبات بالتدريج

  خطوات مبدأ الاستقراء الرياضي
 أي أن يُحسب الحدُّ ذو الدليل لتدريج.اn   بدلالة الحدود التي

)عرّف المتتالية كأن نُ سبقته.  ) 0n nu ثُمّ  0uبأن نُعطى الحدّ  ³
حساب كلّ حدٍّ في   فيد، تتسمّى علاقة تدريجيّةنعطى علاقة، 
  ه.تسبق التي ودالحدالحد أو ية بدلالة من حدود المتتال

  نحل التمارين التالية : 
  21تدرب صفحة  

  ) 9و  8( رقم22صفحة 1مسألة
,17مسألة  2,4,5,13,15  

  3,4,11,12,15,16ثم 7 لنتعلم البحث معاً   مسألة  مسائل : التخمين ، المتراجحات
7, 1,6   حل مسائل الوحدة :   7,9,10,11,15,18,19, 1,2,4,6 مسائل :    ,10,11,13,
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  دريج أو الاستقراء الرياضي الدرس الثاني :  البرهان بالت
  : مبدأ الإثبات بالتدريج  السادسةالحصة 

  .لدرسكيف تثُبتُ صحّة استقرائك إثباتاً رياضياتياً ؟ هذا ما سنتعلّمه في هذه ا أهداف الدرس
1محاورة الطالب بالانطلاقة النشطة ، ثم مناقشة مبدأ الإثبات بالتدريج  من الكتاب صفحة   التعلم 9  

2مناقشة المثال المحلول صفحة  2، ثم المثال المحلول صفحة 0 1  

  متى نستعمل الإثبات بالتدريج ؟   تكريساً  للفهم
أو في مجموعة من النمط : يتحول في  nعند إثبات صحة خاصة تتبع متحولاً طبيعياً 

0{ : }n n n . 
 21تدرب صفحة    تدريبات داعمة 
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  : حل مسائل  بعة والثامنة والتاسعة الحصة السا
   9و 8 و7رقم  سألةالم شةناقم الحصة السابعة : لنتعلم البحث معاً:

  
  فقط ) ت( أحد الطلبا13و  11مسألة من مسائل قدماً إلى الأمام : الحصة الثامنة : 

  المنزل . يوتكليف الطلاب بحل الباقي ف 
  

  لحلها في ورقة العمل . 19وشرح مسألة  18مسألة  :  ةتاسعالحصة ال
  
 كنشاط لا صفيها المدرس مع من يحلها من الطلاب يناقش يكلف الطالب بها ورقة عملمن مسائل وتمارين  ماتبقى أما

  ل عامة في نهاية العام الدراسي . . ثم يعرض حلها في لوحة الإعلانات . أو تناقش كمسائ
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  عدد الحصص  مخطط الدروس  العنوان

  الفقرة

المتتالية  – نطلاقة نشطة + عموميات عن المتتالياتا 
  المتتالية الهندسـية –الحسابية 

  دراسة جهة اطراد متتالية 

  مبدأ البرهان بالتدريج

  حصتين

 –لنتعلم البحث معاً  –متى نسـتعمل الإثبات بالتدريج 
  .19المسالٔة 

  

  ثلاث حصص

  حصصاربع   قدماً إلى الأمام  

  حصص 9    مجموع الحصص

ومناقشـتها في الصف ليتمكن الطالب من فهمها  الأنشطة يجب أن تعطى أهمية من قبل المدرس : توجيه 
  في حل التمارين.  واسـتخلاص النتائج  كي تتاح له الفرصه في اسـتعمال النتائج التي يحصل عليها
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   18 صفحة درَّبْ تَ   

  1ليكن
2

3

n

n nu n في حالة =+ Î  0. أثبت أنَّ المتتالية( )n nu   أساسها.  جِدْ هندسية و متتالية  ³
  

 
nلاحظ أن 

nu aq= 1يث ح

3
a 2و =

3
q 1فهي  متتالية هندسية حدها الأول  =

3
a وأساسها  =

2

3
q =.  

  
 : الأسئلة الآتية تتعلّق بمتتاليات حسابية أو هندسية  
  0( )n nu 2 فيها متتالية حسابية ³ 41u 5و  = 13u =   20u. احسب -
  

  
5من العلاقة  2 (5 2)u u r- =   نستنتج أن أساس هذه المتتالية الحسابية يساوي -

5 2 18
3

u u
r

-
= = -،  

20وعليه يكون  2 (20 2) 41 324 283u u r= + - = - = -.  
  0( )n nu 7 هندسية فيهامتتالية  ³

1

1080
u 10و  =

25
2197

u   .30u. احسب =
  

   
mمن العلاقة  p

m pqu u 10نستنتج أنّ  =- 7
10 7u u q -= ومنه   ⋅

 
325 1

2197 1080
q=  أي  

3 3
3

3

5 6

13
q

´
=  

 وعليه
 

30

13
q= إذن

30 10 20

30 10
30 25 30

13 2197 13
u u

-æ ö æ ö÷ ÷ç ç= ⋅ = ⋅÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
.  

 الحل

 الحل

 الحل
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 0( )n nu 1 وفيها 3حسابية أساسها متتالية  ³ 2u = ، واستنتج قيمة nبدلالة  nu. احسب -

30المجموعين  31 32u u u+ 1و  + 2 20u u u+ + +.  
  

  
1من العلاقة  3( 1)nu u n- = 31 نستنتج أنّ  - 88u 30، ومنه = 31 32 313 264u u u u+ + = =.   

( )1 20
1 2 20 20 10 2 55 530

2

u u
u u u

+
+ + + = ´ = ´ - + =  

 
 0( )n nu 1 وفيها 3هندسية أساسها متتالية  ³ 2u = ، واستنتج قيمة nبدلالة  nu. احسب -

1المجموعين  2 7u u u+ + +  2و 4 6 2nu u u u+ + +.  
  

  
7

1 2 7 1 3 2186u u u+ + + = - = -  
)0حظة أنّ وبملا )n nv 2nحيث  ³ nv u=  نجد 9هندسية أساسها   

( )2 4 6 2 2
1 9 3

9 1
1 9 4

n
n

nu u u u u
-

+ + + = = - -
-

  
  

 0( )n nu 0 فيهاو  -2أساسها متتالية حسابية  ³ 3u = 25احسب  .- 26 125u u u+ + +.  
  

   
25 125

25 26 125 (125 24) 15453
2

u u
u u u

+
+ + + = - ´ = -  

  
 0( )n nu 0 فيهاو  2أساسها  هندسيةمتتالية  ³ 1u 3ب احس .= 4 10u u u+ + +.  
  

  
8

3 4 10 3
1 2

2040
1 2

u u u u
-

+ + + = =
-

  
  

 الحل

 الحل

 الحل

 الحل
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  1احسب المجموع 3 5
2 2 2

1 2 3 10S = + + + + + + +.  
  

  
20نلاحظ أنّ  21

2 1 2 3 4 5 20
2

S
´

= + + + + + + =  105إذنS =.  
 a  وb  وc  علماً أن احسبهامن متتالية هندسية.  متواليةثلاثة حدود  

36.75a b c+ + 343abcو  = =  

  
2acالية هندسية إذن المتت b= 3 ومنه 3343 7b = 7bإذن  = c، فإذا كان =

q
b

7كان  =
a

q
= 

7cو q= 1، ومن ثّم 3 119
7 36 7

4 4
q
q

æ ö÷ç + = - =÷ç ÷÷çè ø
1أو   17 1

4
4 4

q
q

+ = معادلة تؤول إلى . هذه =

)من الدرجة الثانية  4)(4 1) 0q q- -   . ومنه الحلان=
7

( , , ) ,7,28
4

a b c
æ ö÷ç= ÷ç ÷÷çè ø

7أو    
( , , ) 27,7,

4
a b c

æ ö÷ç= ÷ç ÷÷çè ø
.  

  

 ( )
0n n

v
³

0متتالية معرفة تدريجياً وفق   1v 1و  = 1
n

n
n

v
v

v+ =
+

.  

  َّتحقق أن 0nv  أياً كان العدد الطبيعيn.  
  أثبت أنَّ المتتالية( )

0n n
u

³
1المعرفة بالعلاقة  

n
n

u
v

  متتالية حسابية. =

  استنتج عبارةnv  بدلالةn.  
  

  
  لتكن( )E n  0الخاصّةnv 0. لما كان < 1 0v = صحيحة. وإذا افترضنا  E(0)استنتجنا أن  <

)أنّ  )E n  0صحيحة كانnv 1وكان من ثمّ  < 1 0nv + > 1. إذن < 0nv + ناتج من بصفته  <
)قسمة عددين موجبين تماماً. إذن  1)E n 0nvصحيحة. فنكون قد أثبتنا بالتدريج أنّ  +   .nأياً كان  <

  ّ1نلاحظ أن

1 1
1n

n n
n n

v
u u

v v+
+

- = - )0. فالمتتالية = )n nu متتالية حسابية حدها الأول  ³

0 1u 1nu. إذن 1وأساسها  = n= +.  
  ّ1نستنتج مباشرة أن 1

1n
n

v
u n

= =
+

  .nأياً كانت  

 الحل

 الحل

 الحل
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 درس جهة اطراد كلٍّ من المتتاليات الآتيةا.  

2

2

0
0 0

1 11

2 1 3
3 1

4
3 1 1

210 1
1,1, 2,

12 3
2

n n n

n n nn

n n n nn n

n
u u n u

n n
n n

u u u
n n
uu u

u u u uu u+ ++

-
= = + =

+
+

= = =
- +

ì =ïì ìï= =ï ïïï ïí í íï ï ï= = -=ï ï ïî îïî

  

  

  

  

  

  
  2عندما يكبر مقام كسر يصغر. ولأن 2( 1)n n+ استنتجنا أنّ  nأياً كان العدد الطبيعي  <

1n nu u+ )1في هذه الحالة، ومن ثّمّ  > )n nu   متناقصة. ³

ويمكن أيضاً أن نحسب الفرق 
2 2

1 2 2 2 2

( 1) 3(2 1)
3

( 1) ( 1)
n n

n n n
u u

n n n n
+

+ - +
- = =

+ +
لنجده موجباً فنستنتج  

)1مجدداً أنّ  )n nu   متناقصة. ³

ويمكن أيضاً أن نحسب النسبة 
2

1

1
n

n

u n

u n
+ æ ö÷ç= ÷ç ÷÷ç +è ø

فنستنتج مرة ثانية أنّ  1لنجدها أصغر من  

1( )n nu   متناقصة ³
  
 الجذر التربيعي متزايدٌ، فإذا كان  تابعn  ً3طبيعياً كان عددا( 1) 1 3 1n n+ + >   ومن ثَمّ  +

1 3( 1) 1 3 1n nu n n u+ = + + > + =  
)1فالمتتالية  )n nu   أيضاً يمكن أن نحسب الفرق أو النسبة لنصل إلى النتيجة. وهنا. متزايدة ³

  
  ّنلاحظ هنا أن  

1
2 1 2 1 9

0
5 4 ( 4)( 5)n n

n n
u u

n n n n+
+ -

- = - = >
+ + + +

  

)1فالمتتالية  )n nu    . متزايدة ³
  
   ّ1عندما يكبر مقام كسر يصغر. إذن من الواضح أن 2 2

1 1

( 1) 1 1
n nu u

n n
+ = < =

+ + +
 ،

)1ومن ثّمّ  )n nu   متناقصة. ³

 الحل
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  2في حالةn 1 لدينا <
7

0
( 1)( 2)n nu u
n n+

-
- = <

- -
إذن إذن المتتالية متناقصة. كما يمكن  

2أن نكتب 
3 4 4

3n
n

u
n n+
+

= = 3، وعندما يكبر المقام يصغر الكسر إذن + 2n nu u+ في حالة  >+
1n    ، والمتتالية متناقصة.³
  
  1في حالةn 1لدينا  ³ 1 1

1 9 1
0

10 10 10
n n n n n

n n n
u u+ + +

+ - +
- = - = )1فالمتتالية   > )n nu ³ 

0متناقصة بدءاً من الحد ذي الدليل  1n =.  
  
  حسابية أساسها سالب فهي متناقصة.متتالية  
  
 فهي متناقصة. أصغر من الواحدساسها ية حدودها موجبة وأمتتالية هندس  
  
 متزايدةفهي  أكبر من الواحدساسها متتالية هندسية حدودها موجبة وأ.  
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   21صفحة    تَدرَّبْ 

  1نعرف في حالة عدد طبيعيn 2المقدار  ³ 2 2 21 2 3nS n= + + + + ،  
   1احسبS 2وS 3وS 4وS 1. ثمُّ عبر عنnS   . nو nSبدلالة  +
   1أثبت بالتدريج أنّه في حالة أية عدد طبيعيn   لدينا : ³

( 1)(2 1)

6n
n n n

S
+ +

=.  
  

  
  

1 2 3 4

1 5 14 30n

n

S
  

1nSإلى  nSمن ونلاحظ أنّه للانتقال  )2نجمع  + 1)n 2، أي +
1 ( 1)n nS S n+ = + +.  

  لتكن( )E n  الخاصة( 1)(2 1)

6n
n n n

S
+ +

=. 

 (1) لخاصةاE 1لأنّ  صحيحة
1(1 1)(2 1)

1
6

S
+ +

= = . 
  نفترض( )E n تكون  صحيحة عندئذ( 1)E n  صحيحة لأنّ  +

2
2

1
( 1)(2 1) ( 1)(2 7 6)

( 1)
6 6

( 1)( 2)(2( 1) 1)

6

n
n n n n n n

S n

n n n

+
+ + + + +

= + + =

+ + + +
=

  

)فالخاصة  )E n  1صحيحة أياً كانتn ³.  
  1ليكنx ³ )نرمز  n. في حالة عدد طبيعي - )E n  1)إلى المتراجحة ) 1nx nx+ ³ . أثبت +

)أنّ المتراجحة  )E n  محقّقة أياً كان العدد الطبيعيn.  

     
 (0) لخاصةاE 1)0لأنّ  صحيحة ) 1 1 0x x+ = ³ + . 
  نفترض( )E n تكون  صحيحة عندئذ( 1)E n  صحيحة لأنّ  +

1

2

(1 ) (1 )(1 )

(1 )(1 )

1 ( 1)

1 ( 1)

n nx x x

x nx

n x nx

n x

++ = + +
³ + +

³ + + +
³ + +

  

)فالمتراجحة  )E n  صحيحة أياً كانتn.  

 الحل

 الحل
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  تمرينات ومسائل

)بيّن أيُّ المتتاليات   ) 0n nu   ).0nالآتية مطّردة (ربما بدءاً من حدّ معيّن  ³

2

2

0 0

1 1

1
2 3 1

2

1 1
1

!
2 8

1 1
13 3 22 2 2

4 4

n
n n n

n

n n n

n n
n n n n

n
u u u n

n

n
u u u

n nn
u u

u
u u u u+ +

+
= = = - +

+
æ ö÷ç= = + = - ÷ç ÷÷çè ø

ì ì= =ï ïï ïï ï = + + +í íï ï= + = +ï ïï ïî î



 

  

  



  

!تذكّر أنّ    ( 1) 1n n n= ´ - ´ ´  1في حالةn ³.  

 
   .متناقصة        ة.متزايد       متزايدة.  
 طردة.ليست م          .متناقصة      0متناقصة بدءاً من الدليل 2n = .  
 متزايدة .           .ثابتة       .متزايدة  

2nلديناعندما  حالة  مثلاً في   ما يأتي: ³
2

1

( 1) 2 1
1

1 1 1
n

n

u n n n n n

u n n n+

+ - + ´
= = ³ >

+ + +
  

1لدينا  وفي حالة  1 0
3

( ) 0
4

n

n nu u u u+

æ ö÷ç- = - >÷ç ÷÷çè ø
  (لماذا؟) 

  

)المتتالية   ) 0n nu 0معرفة وفق  ³ 2u 1و  = 2 3n nu u+ = أي عدد طبيعي غير   في حالة -
  .n معدوم
  1احسبu ،2u ،3u ،4u ،5u  ثمَّ خمِّنْ عبارةnu  بدلالةn.  
  3بحساب عبارةnu 0nعند كل  -   .nبدلالة  nu، عبِّرْ عن ³

 
 لدينا   

0 1 2 3 4 5

2 1 1 5 13 29n

n

u - - - -
  

 الحل

1

2

 الحل
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)ولكن نلاحظ أيضاً أننا عند حساب حدود المتتالية  ) 0n nu نعدّل  ثمُ 2نضرب في كل مرة بالعدد  ³
تؤدي دوراً ما في هذه المتتالية، لذلك ننشئ جدولاً يضم  2، فنتوقّع أنّ قوى العدد 3الناتج بطرح العدد 
  معاً لنجد في آن 2وقوى العدد  الحدود المطلوبة

0 1 2 3 4 5

2 1 1 5 13 29

2 1 2 4 8 16 32

- - - -n
n

n

u  

، 3وهنا سرعان ما نرى أن مجموع كل عنصر من السطر الثاني مع العنصر الذي تحته ثابتٌ، ويساوي 
32أي إنّ  =+n

nu  3ومنه التخمين 2= - n
nu.  

  ّ1بملاحظة أن 3 2( 3)n nu u+ - = )نرى أنّ المتتالية  - )nv  3المعطاة بالصيغةn nv u= - 
2nnv. إذن -1وحدها الأوّل  2متتالية هندسية أساسها  = 3ومنه  - 3 2nn nu v= + = ، أياً -

  .nكانت 
  

)المتتالية   )nu  0معرفة وفق 3u 1و  = 4n nu u+ = - أي عدد طبيعي غير  في حالة +
  . nبدلالة  nuثمَّ حدد  nبدلالة  nuوخمِّنْ عبارة  1u ،2u ،3u ،4u ،5uاحسب  .n معدوم

   لدينا 
0 1 2 3 4 5

3 1 3 1 3 1n

n

u
  

  وهكذا نرى أنّ 

  
2بصيغة أخرى  nuويمكن التعبير عن  ( 1)nnu = + . وكذلك n، التي يمكن إثبات صحتها بدلالة -

  يمكن اتباع أسلوب التمرين السابق.
  

1دلالة على الجداء  !nبالرمز   nنذكّر في حالة عدد طبيعي غير معدوم   2 3 n´ ´ ´ ´ ،
  الخاصتين الآتيتينبالتدريج أثبت  ».عاملي n«الذي نقرأه 

1 2 2 3 3 ( 1) 1n n n+ ´ ! + ´ ! + + ´ ! = + !- .  
1! 2nn -³ .  

  
  لتكن( )E n  1الخاصة 2 2 3 3 ( 1) 1n n n+ ´ ! + ´ ! + + ´ ! = + !-.  

 الحل
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u

n
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  (1)الخاصة صحيحةE  ّ1لأن 1! 2! 1´ = -. 
  لنفترض الخاصة( )E n عندئذ صحيحة 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 2)!

1 2 2 ( 1)

1

1n n nn n n n

n

+ ´ ! + + ´ ! + + ´ + ! = + + ´ + !
= +

+ !-
-

  

)فالخاصة  1)E n )الخاصة و ، صحيحة + )E n 1مهما كان  صحيحةn ³.  
  لتكن( )E n  1الخاصة! 2nn -³.  

  (1)الخاصة صحيحةE  ّ01لأن! 1 2= =. 
  لنفترض الخاصة( )E n 1في حالة  صحيحةn  عندئذ ³

1( 1)! ) 2( 221 nnnnn -+ = ⋅ ³ ⋅ =!+  
)فالخاصة  1)E n )لخاصة او ، صحيحة + )E n  1مهما كان صحيحةn ³.  

  

1nفي حالة عدد طبيعي   1ليكن  ،³ 1 1
1

2 3nu n
= + + + + 2 وn n nv u u= أثبت . -

)أنَّ المتتالية  )nv .متزايدة  

  
  . إذنnو 1الأعداد الطبيعية بين  يساوي مجموع مقاليب nuلاحظ أنّ 

1

1 11

1
1 1

2

1

2 3 2
1 1 1

2 3 2 1 2 2

n

n

v
n

v
n

n n

n n n

n

n+

= +
+

= + +
+

+ + +
+ +

+ + +
+ ++




  

  وعليه

1
1 1 1

2 1 2 2 1
1 1

2 1 2 2
1

0
(2 1)(2 2)

n nv v
n n n

n n

n n

+ - = + -
+ + +

= -
+ +

= >
+ +

  

)1فالمتتالية  )n nv    متتالية متزايدة تماماً. ³

5 

 الحل
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 a  وb  وc 0وأعداد حقيقية  ثلاثةa هي ثلاثة حدود متعاقبة من  cو  bو  a. نعلم أنَّ ¹
من  متواليةهي ثلاثة حدود  cو 2bو 3aكما نعلم أنَّ  .qمتتالية هندسية، نرمز إلى أساسها بالرمز 

  .qاحسب  متتالية حسابية.
  

   
)2الحدود الثلاثة هي إذن   , , ) ( , , )a b c a qa q a=  ّ3)ولأن ,2 , )a b c  حدود متوالية من متتالية حسابية كان

3 2(2 ) 4a c b b+ = 0aومنه (لأنّ  = ¹ (2 4 3 0q q- + q{1,3}، وهذا يعطي = Î.  

 الحل

6
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    لنتعلمّ البحث معاً 

   صُغ افتراضاً ثُمّ تحققّ من صحته    
)0نتأمّل المتتالية  )n nu 0وفق تدريجياً المعرفة  ³ 7u 1و  = 10 18n nu u+ = عند كل عدد  -

  .nبدلالة  nuالتعبير عن  هذا التمرين إلىنهدف في  .nطبيعي 

   ّنحو الحل  

    يمكننا حساب تدريجيةمتتالية معرفة بعلاقة نعلم أنّه في حالة ،nu  لحدود أن نكون قد عرفنا ابشرط
في هذا النمط من   .nمباشرةً بدلالة  nuإيجاد طريقةٍ لحساب والمطلوب هنا هو  التي تسبقه.

 ه.دليلو  ة الحدّ الربط بين قيم الةحدوداً أولى من المتتالية ثمَّ نحاول في كل ح المسائل، نحسب
  ...1u ،2u ،3u ،4u ،5uاحسب 

  لدينا        
0 1 2 3 4 5

7 52 502 5002 50002 500002n

n

u
  

    َّبينهما عددٌ من يوجد ، و 2وينتهي بالرقم  5كل حد من الحدود المحسوبة يبدأ بالرقم نجد أن
بدلالة  nuهذا بالتعبير عن لك بالتأكيد، سيسمح  الحد. دليل هذا، أي بnبقيمة  الأصفار يتعلق

n.  
 . 5و 4، 3، 2، 1القيم  nعيّن عدد الأصفار المشار إليه أعلاه عندما تأخذ  .1
  .nة ما عدد الأصفار بدلال .2
5تحقّق أنّ  .3 10 2k

ku = ´ }من  kفي حالة  + }1,2,3,4,5. 
  .n . ثمُ أثبت صحة اقتراحك أياً كانتnبدلالة  nuاقترح صيغة للحدّ  .4

1nيساوي  nuمن الواضح أنّ عدد الأصفار في الكتابة العشرية للحد  1في حالة  - 5n£ £ .
5الصيغة  نستنتج إذن 10 2k

ku = ´ }من  kفي حالة  + لنبرهن إذن صحة الخاصة  .1,2,3,4,5{
( ) : 5 10 2n

nE n u = ´ 0nأياً كانت  + ³.  
  (0)الخاصةE  ّ5صحيحة لأن 2 7+ =.  
 صحة الخاصة نفترض ل( )E nعندئذ . 

1
1 5 110 18 10( ) 18 52 10 20n n

nnu u +
+ = - = - = ´+ +´  

)فالخاصة  1)E n )، والخاصة صحيحة + )E n  1صحيحة مهما كانn ³. 

7 
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   هندسية متخفيّةمتتالية  
)0نتأمّل المتتالية  )n nu 0u وفقتدريجياً المعرفة  ³ s= و  

  2
1

1

2n nu u n n+ = + +   ( )*  
  من الدرجة الثانية عيّن كثير حدودP  0المتتالية  تُحقّقبحيث( )n nt التي حدها العام  ³

( )nt P n=  العلاقة التدريجية( 2نفسها أي  *(
1

1

2n nt t n n+ = +   .nأياً كانت  +
  0أثبت أنَّ المتتالية( )n nv nالتي حدها العام  ³ n nv u t=   متتالية هندسية. هي -
  اكتب عبارةnv  َّثمnu  بدلالةn وs .  
   ّنحو الحل  

    نبحث عن كثير حدود من الدرجة الثانيةP 2. لنكتبه إذن بالصيغة( )P n an bn c= + +. 
)نستفيد من كون المتتالية التي حدها العام  cو bو aلتعيين الأمثال  )nt P n=  تُحقق العلاقة

  التدريجية.
)0بيّن أنّ  .1 )n nt )تحقق العلاقة التدريجية  ³  إذا وفقط إذا كان *(

21 2 1 0
2 2 2

a b c
n a n a b

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç- + + - + + + =÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
  

  .nأياً كان العدد الطبيعي 
 . ثمُّ عين هذه الأعداد.cو bو aاستنتج من ذلك جملة بسيطة من المعادلات تحققها  .2

    0لإثبات أنّ المتتالية( )n nv 1nبحيث تتحقق المساواة   qهندسية، يكفي أن نجد عدداً  ³ nv qv+ = ،
  .qعيّن 

    0بمعرفةv وq  يمكننا استنتاجnv ثمُّ لأنّنا نعرف ،nt يمكننا إنجاز المطلوب.  
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  

  
  نبحث عن كثير حدود من الدرجة الثانيةP 2. لنكتبه إذن بالصيغة( )P n an bn c= + لتعيين  .+

)دها العام نستفيد من كون المتتالية التي ح cو bو aالأمثال  )nt P n= .تُحقق العلاقة التدريجية   
1ntو ntبتعويض  2بقيمتهما في  +

1
1

2n nt t n n+ = +   نستنتج صحة العلاقة +
21 2 1 0

2 2 2

a b c
n a n a b

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç- + + - + + + =÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
  

0nباختيار . nأياً كان العدد الطبيعي  1nو = 2nو =   نستنتج جملة المعادلات =

8 

 الحل
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2 2 0

7 3 4

14 4 12

a b c

a b c

a b c

+ + =
+ + =
+ + =

   

  من المعادلتين الثانية والثالثة لنجد الجملة المُكافئة cنستعمل الأولى لحذف 
2 2 0

5 4

6 6

a b c

a b

a b

+ + =
+ =
+ =

  

2aمن الثالثة نجد  ثمُّ بطرح الثانية 6b، ثمُّ = = 8cو -  a. ونتيقّن بالعكس، أنّ هذه الخيار لقيم =
  يجعل المساواة  cو bو

21 2 1 0
2 2 2

a b c
n a n a b

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç- + + - + + + =÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø  
)0تحقق المتتالية  ، ومن ثَمّ nمحققة أياً كانت قيمة  )n nt 22حيث  ³ 6 8nt n n= - العلاقة  +

)التدريجية  )*.  
  هنا لدينا  

2
1

2
1

1

2
1

2

n n

n n

u u n n

t t n n

+

+

= + +

= + +
  

) بالطرح نستنتج أنّ  )1 1
1

2n n n nu t u t+ +- = )0فالمتتالية ، - )n nv nالتي حدها العام  ³ n nv u t= - 

1متتالية هندسية أساسها 

2
0، وحدها الأوّل  8v s= 8 ، إذن-

2
n n n

s
u t

-
-   ومن ثَمّ  ، =

2( 8)2 2 6 8n
nu s n n-= - + - +  

  وهي النتيجة المرجوة.
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      الأمام إلى قدُُماً 

1aونفترض أنّ  bو aنُعطى عددين حقيقيين   )0المتتالية نتأمّل  .¹ )n nv التي تحقق   ³

1n nv av b+ =   . nالعدد الطبيعي  ، أياً كان+
  ًعيّن تابعاf  1يحقق ( )n nv f v+ 0nأياً كانت قيمة  = ³.  
  احسب  حلّ المعادلة( )f x x=.  
   0نعرّف المتتالية( )n nu nحيث  ³ nu v= -   .0أنّ  أثبت( )n nu ية، واستنتج متتالية هندس  ³

nu   بدلالةn وa وb 0وv ثمُّ استنتج .nv .بدلالة هذه المُعاملات  

  

  
  ذا التمرين، تمرين مباشرٌ ومحلول بصفته نشاطاً في الصف الثاني الثانوي.ه
  

)0نتأمّل متتالية   )n nu   :وفق ريجمعرّفة بالتد ³
0 1

1 1

1, 4,

5 6 ( 1)n n n

u u

u u u n+ -

ì = =ïïíï = - ³ïî
  

 عددين حقيقيين  عيّنa وb  5يحققانa b+ 6abو  = =.  
 0 لتكن( )n nv 1nالمتتالية  ³ n nv u au+= )0. أثبت أنَّ - )n nv   .bمتتالية هندسية أساسُها  ³
 0 لتكن( )n nw 1nالمتتالية  ³ n nw u bu+= )0. أثبت أنَّ - )n nw   .a متتالية هندسية أساسُها ³
  ّرْ عن عبnv  وnw  بدلالةn.  ُّاستنتج عبارة ثمnu لة بدلاn.  

  
 2يمكننا إذن أن نأخذ  3و 2هما  6وجداء ضربهما  5مجموعهما  عددانa 3bو = = .  

  1لنضع 2n n nv u u+= 1nعندئذ، في حالة  -   يكون لدينا ³
1 1 1 1 13 2 3( 2 ) 5 6 0n n n n n n n n nv v u u u u u u u- + - + -- = - - - = - + =  

13nأو  nv v )0فالمتتالية  =- )n nv   .3متتالية هندسية أساسُها  ³
  ّ0أنَّ ونبرهن بمثل ما سبق أن( )n nw   .2 متتالية هندسية أساسُها ³
  ّ03نستنتج إذن أن 2 3n n

nv v= = 02و ´ 2n n
nw w=    . أو=

1 2 2 3nn nu u+ - = 1و ´ 3 2nn nu u+ - =.  
2رة من الأولى نستنتج أنّ وبطرح الأخي 3 2n n

nu = ´   .nأياً كانت  -

9 
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  متراجحة تدريجية 
  أثبت، أيّاً كان العدد الطبيعيn ،2n ³ : 2، أنَّ 23 ( 1)n n´ ³ +.  
  نرمز بالرمز( )E n  23« إلى القضية 2 5n n n³ + ´.«  

  ما أصغر عدد طبيعي غير معدومn تكون ،( )E n صحيحة عنده؟  
  َّأثبت أن( )E n  صحيحة، أيّاً كان العدد الطبيعيn 5 الذي يحقق الشرطn ³.  

  
  2لاحظ أنّه في حالةn   لدينا ³

2 2 23 ( 1) 2 2 1 2 ( 1) 2 2 1 1 3 01n n n n n n- + = - - = - - ³ ´ ´ - = >  
  ومنه الخاصة المطلوبة.

   لنضع في جدول طرفي المتراجحة الواردة في( )E n  عند القيم الصغيرة للعددn.  
23 2 5

1 3 7

2 9 24

3 27 53

4 81 96

5 243 157

n nn n

<

<
<
>

<

+

  

5nإذن  )هو أوّل عدد طبيعي موجب تماماً تكون عنده  = )E n  ّقة.محق  
   ّ(5)رأينا أنE  ّصحيحة. لنفترض إذن أن( )E n 5د قيمة للعدد صحيحة عنn   . عندئذ³

  
)وعليه تكون  1)E n )صحيحة أيضاً. إذن + )E n  5صحيحة عند أية قيمة للعددn ³.  

11
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2
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1 2

3 3 3 (2 5 )

2 5(3 )

2 5( 1)

2 5( 1

3

3

2

)

n n n

n

n

n

n

n

n

n

+

+

= ´ +

´ +

´ + +

+ +

³ ´

³

³

³







)لأنّ  )E n صحيحة 

 استفدنا من 

)ھذه ھي  1)E n + 
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) نرمز بالرمز  )E n  23« إلى القضية ( 2)n n³ +.«  
 (0) أَتكون القضاياE (1)وE (3)وE (4)وE صحيحة؟   
 أنَّ القضية بالتدريج  أثبت( )E n  صحيحة عند كل عدد طبيعيn 3 يحقق الشرطn ³.  

  
يُحلُّ بأسلوب مشابه للتمرين السابق، بل هو أسهل منه. إذ يعتمد على المتراجحة الواضحة في حالة عدد 

n :2طبيعي  2 23( 2) ( 3) 2 6 3 0n n n n+ - + = + + >.  
  

  .nأياً كان العدد الطبيعي  كل من الخواص الآتيةبالتدريج، صحة  أثبت 
  »4 5n   »32    ».3مضاعفٌ للعدد  + 1n   ».7مضاعفٌ للعدد  -
  »3 2n n+  3مضاعفٌ للعدد«.      »2 1 23 2n n+   .»7مضاعفٌ للعدد  ++

   
  لتكن( )E n  :4الخاصة الآتية 5n   .3عف للعدد امض +

  (0)الخاصةE   04صحيحة لأنها تنص على أنّ العدد 5 6+  .3مضاعف للعدد  =
  ّلنفترض أن( )E n  صحيحة أي يوجد عدد طبيعيk  4بحيث 5 3n k+  عندئذ =

( )14 5 4 4 5 4 3 5 5 3(4 5)n n k k+ + = ´ + = - + = -  
14إذن  5n+ )والخاصة  3مضاعف للعدد  + 1)E n أيضاً صحيحة. فنكون قد أثبتنا  +

)بالتدريج صحة الخاصة  )E n  أياً كان العدد الطبيعيn .  
  لتكن( )E n  :32الخاصة الآتية 1n   .7مضاعف للعدد  -

  (0)الخاصةE   02صحيحة لأنها تنص على أنّ العدد 1 0-  .7مضاعفٌ للعدد  =
  ّلنفترض أن( )E n  صحيحة أي يوجد عدد طبيعيk  32بحيث 1 7n k-  عندئذ =

3( 1) 32 1 8 2 1 8(7 1) 1 7(8 1)n n k k+ - = ´ - = + - = +  
)3إذن  1)2 1n+ )والخاصة  7مضاعف للعدد  - 1)E n أيضاً صحيحة. فنكون قد أثبتنا  +

)بالتدريج صحة الخاصة  )E n دد الطبيعي أياً كان العn .  
  لتكن( )E n  :3الخاصة الآتية 2n n+  3مضاعف للعدد.  

  (0)الخاصةE   30صحيحة لأنها تنص على أنّ العدد 2 0 0+ ´  .3اعفٌ للعدد مض =
  ّلنفترض أن( )E n  صحيحة أي يوجد عدد طبيعيk  3بحيث 2 7n n k+  عندئذ =

( )3 3 2 2( 1) 2( 1) 2 3( 1) 3 1n n n n n n k n n+ + + = + + + + = + + +  

 الحل
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)3إذن  1) 2( 1)n n+ + )والخاصة  3مضاعف للعدد  + 1)E n أيضاً صحيحة. فنكون قد  +
)أثبتنا بالتدريج صحة الخاصة  )E n  أياً كان العدد الطبيعيn .  

  لتكن( )E n  :2الخاصة الآتية 1 23 2n n+   .7مضاعف للعدد  ++
  (0)الخاصةE   1صحيحة لأنها تنص على أنّ العدد 23 2 7+  .7مضاعفٌ للعدد  =
  ّلنفترض أن( )E n  صحيحة أي يوجد عدد طبيعيk  2بحيث 1 23 2 7n n k+ ++  عندئذ =

( )
2( 1) 1 ( 1) 2 2 1 2

2 2 2

3 2 9 3 2 2

9(7 2 ) 2 2 7 9 2

n n n n

n n nk k

+ + + + + +

+ + +

+ = ´ + ´

= - + ´ = -
  

)2إذن  1) 1 ( 1) 23 2n n+ + + )والخاصة  7مضاعف للعدد  ++ 1)E n أيضاً صحيحة. فنكون قد  +
)أثبتنا بالتدريج صحة الخاصة  )E n  أياً كان العدد الطبيعيn .  

  

10العددَ  9يقسمُ العددُ « نرمز إلى القضية   1n )بالرمز» + )E n ،في حالة n Î  .  
  ّه إذا كانت أثبت أن( )E n  صحيحة عند قيمةٍ للعددn كانت عندئذ ،( 1)E n   صحيحة. +
  القضية أتكون( )E n  صحيحة علىرْ إجابتك.؟ ب   رِّ

      
  ّلنفترض أن( )E n  صحيحة أي يوجد عدد طبيعيk  10بحيث 1 9n k+  عندئذ =

110 1 10 10 1 10(9 1) 1 9(10 1)n n k k+ + = ´ + = - + = -  
110إذن  1n+ )والخاصة  9مضاعف للعدد  + 1)E n   أيضاً صحيحة. +

  
  القضية( )E n  صحيحة على غير (0)لأنّ ؟E .في الحقيقة إنّ كلّ  غير صحيحة( )E n  خطأ

لأنّ مجموع خانات العدد 
1

10 1 100 01n

n-
+ =   9وهو ليس من مضاعفات  2يساوي.  

 0( )n nu 0متتالية معرفة وفق  ³ 1u 1و  = 2n nu u+ = 1nعند كل  + ³.  
  َّ0أثبت أن 2nu£   .n، أيّاً كان العدد الطبيعي £
  0أثبت أنَّ المتتالية( )n nu   متزايدة تماماً. ³

  
  لتكن ( )E n  :0الخاصة الآتية 2nu£ £.  

  (0)الخاصةE   ّ00صحيحة لأنها تنص على أن 1 2u£ = £. 
  ّلنفترض أن( )E n  ّ0صحيحة أي أن 2nu£  عندئذ £

0 2 4nu£ + £   

14

15
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0إذن  2 4 2nu +£ £ 10أو  = 2nu +£ )والخاصة  £ 1)E n أيضاً صحيحة. فنكون قد  +
)أثبتنا بالتدريج صحة الخاصة  )E n  أياً كان العدد الطبيعيn.  

 
 لتكن ( )E n  :1الخاصة الآتيةn nu u +< .  

  (0)الخاصةE   1صحيحة لأن 3u 10على أنّ تنص  E(0)و  = 1u u= <. 
  ّلنفترض أن( )E n  ّ1صحيحة أي أنn nu u  عندئذ >+

120 2n nu u +£ <+ +   
12ولأنّ تابع الجذر التربيعي متزايد تماماً استنتجنا أنّ  2n nu u +<+ 1 أو + 2n nu u+ +< 

)والخاصة  1)E n )التدريج صحة الخاصة أيضاً صحيحة. فنكون قد أثبتنا ب + )E n  أياً كان العدد
)0أي أنّ المتتالية .nالطبيعي  )n nu  .متزايدة تماماً  ³
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 0( )n nu 0متتالية معرفة وفق  ³ 1u 1و  =

3 2

2 6
n

n
n

u
u

u+
+

=
+

0nعند كل   ³.  

  َّ3التابع  أثبت أن 2

2 6

x
x

x

+
+

  ّ1 متزايدٌ تماماً واستنتج أن
2

1nu<   .n، أيّاً كان العدد £

  0أثبت أنَّ المتتالية( )n nu   متناقصة تماماً. ³

  
  3لنضع 2

( )
2 6

x
f x

x

+
=

+
0xفي حالة   ولنلاحظ أنّ  .<

2

14
( ) 0

(2 6)
f x

x
¢ = >

+
 fالتابع  . إذن

,0[متزايدٌ تماماً على  [+¥  .  
  لنرمز بالرمز( )E n  1 إلى الخاصة

2
1nu< £. 

  ّ(0)إنE   ّ1محققة لأن
02

1 1u< = £. 
  ّلنفترض أن( )E n  ّ1محققة أي أن

2
1nu<  نستنتج أنّ  f. بالاستفادة من تزايد £

( )1
2

( ) (1)nf f u f< £  
1أي  5

12 8nu +< 5ولكن  £
8

1إذن  1£
12

1nu +< ) والخاصة £ 1)E n محققة. فنكون قد  +
1أثبتنا صحة المتراجحة 

2
1nu<   .nأياً كانت قيمة  £

   
  لنرمز بالرمز( )E n  1إلى الخاصةn nu u+ <. 
  ّ(0)إنE   ّ5محققة لأن

1 08
1u u= < =. 

  ّلنفترض أن( )E n  ّ1محققة أي أنn nu u+ ,0[متزايداً تماماً على  f. لمّا كان > ، والحدّان ¥+]
nu 1وnu ,0[ينتميان إلى  + )1استناداً إلى النقطة السابقة استنتجنا أنّ  ¥+] ) ( )n nf u f u+ أي  >

2 1n nu u+ )وهذه هي الخاصة  >+ 1)E n 1nفنكون قد أثبتنا بالتدريج أنّ  .+ nu u+ أياً كانت  >
)0، والمتتالية nقيمة  )n nu  .متناقصة تماماً  ³

16
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عددٌ حقيقي من المجال  qليكن  
2

0, pù éú êû ë . ُّ0المتتالية  لتكنثم( )n nu   معرفة وفقال ³

0 2cosu q=  1و 2n nu u+ = n في حالة + Î .  
  1احسبu 2وu.  
 2ج، أنَّ يثبت بالتدر أcos

2
n n
u

qæ ö÷ç= ÷ç ÷÷çè ø
.  

21تذكَّرْ أنَّ مساعدة:  cos2 2 cosq q+ =.  
  

  
 2 هنا

1 2
2(1 cos 4 co) /2)s ( 2 cosu qq q= + = 2وبالمثل  = 4

2 cosu q=.  
 الإثبات بالتدريج  

  لنرمز بالرمز( )E n  2إلى الخاصةcos
2

n n
u

q
=. 

  ّ(0)إنE  .ًمحققة وضوحا 
  ّلنفترض أن( )E n  2محققة أيcos

2
n n
u

q
 . عندئذ =

2
1 1

/2
2 2 2cos( /2 ) 4 cos 2 cos

2 2

n
n

n n n
u u

q q
q+ +

= + = + = =

)إذن الخاصة    1)E n   .nأيضاً. فنكون قد أثبتنا صحة الخاصة المطلوبة أياً كانت صحيحة  +
عددٌ حقيقي من المجال  q. في هذا التمرين ملاحظة

2
0, pù éú êû ëإذن جميع الزوايا ،

2n
q  تنتمي أيضاً إلى

cosهذا المجال، ومن ثمّ يكون 
2n
q .عدداً موجباً، لذلك لا مشكلة عند حساب الجذر التربيعي لمربعه  

17
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)هي مجموعة النقاط  ، محدَّث بمعلم متجانس، في مستوٍ   , )M x y  التي تحقق إحداثياتها

2المعادلة  25 1x y- )بكل نقطة  التابع الذي يقرن f. ليكن = , )M x y  من المستوي  النقطة
(9 20 ,4 9 )M x y x y¢ + )، أي + )f M M ، ثمُّ (1,0)النقطة التي إحداثياتها  0S. لتكن =¢

)0متتالية النقاط  لنتأمّل في المستوي  )n nS 1المعرفة وفق:  ³ ( )n nS f S+  nSأثبت أنَّ . =
  أعداد صحيحة.ها تإحداثيا أنّ و  من المجموعة  نقطة

  

  
)في حالة  أولاً  , )M x y  نرمز( , )x y¢ )إلى إحداثيتي  ¢ )M f M¢   أي =

9 20x x y¢ = 4و + 9y x y¢ = +  
  نلاحظ أنّ 

( )
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

5 (9 20 ) 5(4 9 )

81 360 400 5 16 72 81

5

x y x y x y

x xy y x xy y

x y

¢ ¢- = + - +

= + + - + +

= -

  

2فإذا كان  25 1x y- 2كان  = 25 1x y¢ ¢- انتمت صورتها  إلى  M. إذن، إذا انتمت =
( )M f M¢   .إلى  =

xعدداً صحيحاً كان كذلك كل من  yو xومن ناحية أخرى، نلاحظ أنّه إذا كان كل من  yو ¢ لأنّ  ¢
  مجموعة الأعداد الصحيحة مغلقة بالنسبة إلى عمليتي الجمع والضرب!.

  
)0لنثبت بالتدريج أنّ جميع النقاط  )n nS   ومركبات كل منها أعداد صحيحة. تقع على  ³

  لنرمز بالرمز( )E n  إلى الخاصة " النقطةnS  تنتمي إلى  ومركّبتاnS ."أعداد صحيحة 
  ّ(0)إنE 0نّ محققة لأ (1,0)S  وضوحاً. فمرّكبتاها عددان صحيحان وهما تحققان معادلة  =
  ّلنفترض أن( )E n  ّمحققة أي أن( , )nS x y  تنتمي إلى  ومركّبتاهاx وy  .عددان صحيحان

)1استناداً إلى المقدّمة، النقطة  , ) ( )n nS x y f S+ ¢ ¢ فهي تنتمي إليها، ومركّبتاها  تحقق معادلة  =
x yو ¢ )لخاصة إذن ا عددان صحيحان. ¢ 1)E n  صحيحة أيضاً.  +

  .nفنكون قد أثبتنا صحة الخاصة المطلوبة أياً كانت 

18
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 نضع  وم. عدد طبيعي غير معد إلى nعدد حقيقي ويرمز  إلى xيرمز  

(2 1) )cos cos(3 ) cos(5 ) cos(n n xS x x x -= + + + +  
 :  باستعمال دساتير مثلثاتية تعرفها، أثبت أنَّ

( )1
sin cos sin( ) sin( )

2
a b a b a b⋅ = + + sin(2و      - ) 2 sin cosa a a=   

 ن إلى مجموع نسبتين مثلثيتين.حوِّل كلاً من العبارتين الآتيتين من جداء نسبتين مثلثيتي  
sin cos((2 1) )x n x⋅ sinو      + cosnx nx⋅  

  َّأثبت أنsin( )
cos( )

sinn
nx

S nx
x

= 1n، أياً يكن ´ )و   ³ )x k kp¹ Î .  

    
  ّرأينا في دراستنا السابقة أنsin( ) sin cos cos sin

sin( ) sin cos cos sin

a b a b a b

a b a b a b

+ = +

- = -
  

bبحساب نصف المجموع نجد العلاقة الأولى. ثمُّ باختيار  a= .نجد العلاقة الثانية  
  باختيار, (2 1)a x b n x= =   نجد لاقة الأولى من في الع +

( ) ( ) ( )1 1
sin cos (2 1) sin2( 1) sin( 2 ) sin2( 1) sin2

2 2
x n x n x nx n x nx⋅ + = + + - = + -  

aوباختيار  nx=  في العلاقة الثانية من نجد sin2 2 sin cosnx nx nx= ⋅.  
 .بالتدريج  
  1لنرمز، في حالةn )، بالرمز ³ )E n  إلى الخاصة 

sin( )
cos cos(3 ) cos(5 ) cos((2 1) ) cos( )

sinn
nx

S x x x n x nx
x

+ + + + - = ´= . 

  ّ(1)إنE  1محققة لأنّها تُكافئ
sin

cos cos
sin

x
S x x

x
= ´=. 

  ّلنفترض أن( )E n يؤول الانتقال من محققة .nS  1إلىnS cos(2إلى جمع  + 1)n x+  إلىnS. 
 إذن

1 cos cos((2 1) )

cos((2 1) )

sin sin2( 1) sin2
cos

sin 2 sin
sin2 sin2( 1) sin2

2

cos cos(3 )

sin 2 sin
sin2( 1) si

cos(5 ) cos((

n( 1)
cos( 1)

2 sin si

2 1) )

n

n

n x x x n x

S

S n x

n x

nx n x nx
nx

x x
nx n x nx

x x
n x n x

n x
x x

+ ++ + +
= + +

+ -
= ´ +

+ -
= +

+ +

+ + -

= = + ⋅

= 

  

)إذن الخاصة  1)E n ). فنكون قد أثبتنا صحة صحيحة أيضاً  + )E n  1أياً كانتn ³.  

19
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  التوابع : النهايات والاسـتمرار

  عند اللانهاية تابعنهاية 

  نهاية تابع عند عدد حقيقي

   العمليات على النهايات

   مبرهنات المُقار�ة

  نهاية تابع مركبّ

  المقارب المائل
  الاستمرار

 التوابع المستمرة وحل المعادلات
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  ية في هذه الوحدةنقاط التعلمّ الأساس ـ
  
ائية.  - اية أو عند عدد حقيقي، والنهايات اللا  اية تابع عند اللا
 العمليات على النهايات. -
 مبرهنات المقارنة والإحاطة. -
 اية تابع مركّب. -
 المقاربات المائلة، الموضع النسبي لمنحن بالنسبة إلى مقاربه. -
 الاستمرار، ومبرهنة القيم الوسطى. -
 ق تابع مستمر ومطرد تماماً. صورة مجال وف -
 تطبيقات في حل المعادلات. -
  مفهوم التابع العكسي. -
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  نهاية تابع عند اللانهاية الدرس الأول مخطط

   
ة  
ھاي
لان
 ال
ند
 ع
بع
 تا
ية
ھا
ن

  
  

ا
رس

الد
ف 

دا
ه

1  

 حساب نهاية منتهية ونهاية غير منهية للتابع كثير حدود ولتركيب تابعين - 1
 حساب النهايات باستعمال المبرهنات - 2
بات وايجاد حلول لمعادلة من الشكل استعمال مبرهنة القيمة الوسطى لإث - 3

( )f x k= 
  ايجاد مقارب لخط بياني - 4

  نشطة    انطلاقة  
+ تابع الجزء  

الصحيح + 
  صورة مجال

  ولايوجد فيه أي انقطاع ملاحظة أن الخط البياني مستمر
)عندئذ   )f x k= البياني وجود نقاط مشتركة بين الخط  عن هو البحثfC 

yالذي معادلته  d والمستقيم fللتابع  k=.  

ت  
هايا

 ون
رار

ستم
ا

لات
مجا
و

  

  جود حلول ،صورة مجال ، إيجاد نهايةو  -اهمية الاستمرار في اثبات 
  :صورة مجال

)هي مجموعة الأعداد  fوفق تابعٍ  I صورة مجالٍ  )f x عندما تتحوّل x  في
I نرمز إلى هذه المجموعة بالرمز آخذة جميع القيم فيه .( )f I.  

)لاحظ أنّه في كل حالة كانت المجموعة   )f I .ًمجالا  

قي
الأف

ب 
قـار

الم
  

  

، هذا يعني أنّ ¥+ في جوار اللانهاية الموجبة اً معرّفتابعاً  f ليكن -
[جالاً من الشكل تحوي م  fمجموعة تعريف  [,a aحيث  ¥+ Î .  

)إذا كانت قيم  هي  ¥+عند  fنقول إنّ نهاية  - )f x  تصبح قريبة من
كبيرة بما يكفي. ونكتب  x، عندما تصبح ، أو تتجمّع حول القيمة 

lim ( )
x

f x
+¥

= .  

هم
ً للف

يسا
كر

ت
  

  

  طرح السؤال ومناقشة الطرائق المذكورة بتطبيق مثال مناسب

)0متتالية  اطرادكيف ندرس جھة  )n nu   ؟ ³
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 عنوان الدرس
  التعلم

عدد  
  الحصص

  الدرس الثا�ي : نهاية تابع عند عدد حقيقي

  
  38ص  تَدرَّبْ 

  

1+1+1  

ثلاث  
  حصص

  الدرس الثالث  :  العمليات على النهايات

  الدرس الرابع : مبرهنات المقار�ة

  42ص  تَدرَّبْ 

  46ص  تَدرَّبْ 

1+1  

1+1  

  

  الدرس الرابع نهاية تابع مركب

  المقارب المائل

  النهاية +حل معادلة (حصة ) +تكريساً للفهم (حصة ) +

  49ص  تَدرَّبْ 

  51ص  تَدرَّبْ 

3  

  الاستمرار

   التوابع المستمرة وحل المعادلات

  54ص  تَدرَّبْ 

  61ص  تَدرَّبْ 

1+1  

+1+1  
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  عدد الحصص العنوان  فقرة التعلم

  البحث عن مقاربات مائلة     أ�شطة

  هتمامنهايات جديرة بالا            
1  

  

  تمرينات ومسائل الوحدة الأولى
  1  حصتان 5الى  1من 

 لنتعلمّ البحث معاً 
  1  8و 7و 6

 

 الأمام قُدُماً إلى

ئل بعناية ويشارك الطلاب يمكن للمدرس أن يختار عدداً  من المسا
  4      38إلى  9منبحلها في الصف 

  21  1ك 1حتى    1تشرين  2حصة         من 21 مجموع الحصص

  
  
  
  
  

 1 نشاط

2نشاط
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   34 صفحة تَدرَّبْ  

 وعند  ¥+احسب نهايات التوابع الآتية عند-¥.  
4 3 2

3 4 3 2

4 3 3 2

( ) 3 1 ( ) 1

( ) 5 3 1 ( ) 8 12 5

( ) 2 100 ( ) 7 2 5 1

f x x f x x x x

f x x x f x x x x x

f x x x f x x x x

= - + = - + - +

= - - = - + -

= - + = + - -

 

 

 

   

 
عندئذٍ بإمكان . المسيطر ههي نهاية حدّ  ¥- أو ¥+ نهاية كثير حدود عند س بالمبرهنة:يذكر المدرّ 

   :النهاية مباشرة حسابالطالب 
4 3 2

4 3 2

3 4 3 2

3 4 3 2

lim ( 3 1) lim ( 1)

lim ( 3 1) lim ( 1)

lim (5 3 1) lim (8 12 5 )

lim (5 3 1) lim (8 12 5 )

x x

x x

x x

x x

x x x x

x x x x

x x x x x x

x x x x x x

+¥ +¥

-¥ -¥

+¥ +¥

-¥ -¥

ü üï ï- + = -¥ - + - + = -¥ï ïï ïý ýï ï- + = -¥ - + - + = +¥ï ïï ïþ þ
üï- - = +¥ - + - = +¥ïïýï- - = -¥ - + - =ïïþ

 



4 3 3 2

4 3 3 2

lim ( 2 100 ) lim (7 2 5 1)

lim ( 2 100 ) lim (7 2 5 1)
x x

x x

x x x x x

x x x x x
+¥ +¥

-¥ -¥

üïïïýï+¥ïïþ
ü üï ï- + = -¥ + - - = +¥ï ïï ïý ýï ï- + = -¥ + - - = -¥ï ïï ïþ þ



 

  

 نهاية التابع  احسبf 5بالعلاقة  عطىالم 1
( )

1

x
f x

x

-
=

-
 يحقق Aعدداً  أعطِ ، ثمَّ ¥+عند  

xإذا كان الشرط:   A> كان ،( )f x  في المجال] 4.9, 5.1 [.  

lim إنّ   ( ) 5
x

f x
+¥

)وينتمي  .= )f x إذا وفقط إذا  ]4.9,5.1[ المجال ينتمي إلى

1:كان
( ) 5

10
f x - 4 ، أي> 1

| 1| 10x
<

-
40أو   | 1|x< 41x ، فإذا كان-  تحقّقَ  <

41Aأن نأخذ إذن  فيمكن ،المطلوب  .أو أي عدد أكبر منه =

 الحل

 الحل
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   38صفحة تَدرَّبْ 
  وعند النقطة  ¥-وعند  ¥+ احسب نهايات التوابع الآتية عندa  المعطاة، ويمكن في حالة

  .aالنهاية من اليمين والنهاية من اليسار عند  النهاية حساب عدم وجود
2

2

2 3
( ) , 2 ( ) , 1

2 1
5 1 2 1

( ) , 1 ( ) , 1
1 1

2 2
( ) 3 5 , 2 ( ) , 2

2 ( 2)

x x
f x a f x a

x x
x x

f x a f x a
x x

x
f x x a f x a

x x

+ -
= = = =

- -
+ -

= = - = = -
+ +

+
= - + = - = =

+ -

 

 

 

  

  
  3هنا

( )
1

x
f x

x

-
=

-
 ولدينا  {1}\معرف على  

1 1

lim ( ) 1 lim ( ) 1

lim ( ) lim ( )
x x

x x

f x f x

f x f x
- +

-¥ +¥

 

= =

= +¥ = -¥
 

  .1وليس للتابع نهاية عند 

  هنا
2 2

( )
2

x
f x

x

+
=

-
  ولدينا  {2}\معرف على  

2 2

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )
x x

x x

f x f x

f x f x
- +

-¥ +¥

 

= - = +

= -¥

¥ ¥

= +¥
  

  .2وليس للتابع نهاية عند 

  2هنا 1
( )

1

x
f x

x

-
=

+
}\معرف على   1}-  ولدينا  

( 1) ( 1)

lim ( ) 2 lim ( ) 2

lim ( ) lim ( )
x x

x x

f x f x

f x f x
- +

-¥ +¥

 -  -

= =

= +¥ = -¥  

 .-1وليس للتابع نهاية عند 

  5هنا 1
( )

1

x
f x

x

+
=

+
}\معرف على   1}-  ولدينا  

( 1) ( 1)

lim ( ) 5 lim ( ) 5

lim ( ) lim ( )
x x

x x

f x f x

f x f x
- +

-¥ +¥

 -  -

= =

= +¥ = -¥  

 .-1وليس للتابع نهاية عند 

 الحل
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نا ه
2

( )
2

( 2)
x

x
f

x

+
=

-
  ولدينا  {2}\معرف على  

2
lim ( ) lim ( ) 0 lim ( ) 0
x x x
f x f x f x

 -¥ +¥
= +¥ = =  

 2نا ه
( ) 3 5

2
f x x

x
= - +

+
}\معرف على   2}- ولدينا  

( 2) ( 2)

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )
x x

x x

f x f x

f x f x
- +

-¥ +¥

 -  -

¥= - = +

= -¥

¥

= +¥  

  ْنهاية التابع  جِدf  المعين بالعلاقة
2

5 1
( )

( 1)

x
f x

x

-
=

-
إذا  :الشرط قيحقّ  aعدداً  عيّن، ثمَّ 1عند  

1المجال  من عنصراً  xكان  ,1ù é-a +aû ë  3، كان 1مختلفاً عن( ) 10f x >.  

   
إلى قسمين: قسم يجري تحليل المسألة عليه، تجري مقاربة هذا النوع من التمارين كما يأتي: تقسم السبورة 

  وقسم يجري فيه صياغة الحل.
من الواضح استناداً إلى دراستنا أنّ  .المسودة أوالتحليل

21

5 1
lim

( 1)x

x

x

-
= +

-
 x، ونبحث عن قيم ¥

3من الواحد وغير الواحد التي تجعل  القريبة
2

5 1
10

( 1)

x

x

-
>

-
 x، كان الأمر أبسط لو كنا نبحث عن قيم 

3القريبة من الواحد وغير الواحد التي تجعل 
2

10
( 1)

A

x
>

-
عدد موجب لأنّنا عندها نعيد  A، حيث 

2كتابة المتراجحة السابقة بالشكل المُكافئ 
3

( 1)
10

A
x> 310أي  - | 1|A x-´ > قيمة وعندها  -

310Aa -=   كانت ستحقّق المطلوب. ´
ولكنّ التابع الذي ندرسه ليس من الشكل 

2( 1)

A

x -
5، إذ لدينا في البسط  1x ر . وهنا نتذكّ Aبدلاً من  -

5أنّ  1x أي عدد أصغر  Aمن العدد واحد، وعليه إذا اخترنا  xعندما تقترب  4يقترب من العدد  -
5كان  4تماماً من  1x A- 1وتحديداً عندما  (، 1في جوار العدد  < 4

5 5
( 1A Ax + -> = وفي هذا  -

الجوار يكون 
2 2

5 1

( 1) ( 1)

x A

x x

-
>

- -
310الشرط  x، يكفي عندئذ أنّ يحقّق  | 1|A x-´ > ليكون  -

3لدينا 
2 2

5 1
( ) 10

( 1) ( 1)

x A
f x

x x

-
= > >

- -
.  

1.6Aمثلاً إذا اخترنا  0.52xكان لدينا في حالة  = المتراجحة  <
2 2

5 1 1.6

( 1) ( 1)

x

x x

-
>

- -
، ومن ثَمّ إذا 

|3مختلفاً عن الواحد ليحقق أيضاً الشرط  xاخترنا  1| 1.6 10 0.04x -- < ´   كان لدينا =

 الحل
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3
2 2

5 1 1.6
( ) 10

( 1) ( 1)

x
f x

x x

-
= > >

- -
  

|وهكذا نلاحظ أنّ الشرط  1| 0.04x - 1يقتضي أنّ  > 0.04x > 0.52x"فالشرظ الأول  - " محقق <
0.04aحكماً في هذه الحالة. إذن باختيار  )3تكون المتراجحة  = ) 10f x محققة على المجال  <

]1 ,1 [a a-   باستثناء الواحد. لننتقل إلى صياغة الحل: +
من الواضح استناداً إلى دراستنا أنّ  .أوالصياغة التركيب

21

5 1
lim

( 1)x

x

x

-
= +

-
0.04a. لنختر ¥ = 

1xلة عندئذ في حا 1[من  ¹ ,1 [a a-   لدينا +
5 1 5 0.96 1 3.8 1.6x - > ´ - = 2و     < 4( 1) 16 10x -- < ´  

3ومن ثمّ 
4

1.6
( ) 10

16 10
f x

-
> =

´
.  
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  42ص   تَدرَّبْ 
  وعند النقاط  ¥-وعند  ¥+احسب نهايات التوابع الآتية عندa  المعطاة، ويمكن عند الحاجة

  .aحساب النهاية من اليمين ومن اليسار عند 
2

2

2
2

2 1 2
( ) 2, 2 ( ) 1,2

( 1)(2 )4
1 1 1

( ) 1,2 ( ) 2 1
1 2 (1 )

x x
f x a f x a

x xx

f x x a f x x a
x x x

+
= = - = =

- --

= + - = = - + =
- - -

 

 

  

    

  هنا
2

( )
2

( 1)(2 )
x

x
f

x x
=

- -
  ومنه {1,2}\على مجموعة تعريفه  

1 1

2 2

lim ( ) 2 lim ( ) 2

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

x x

x x

x x

f x f x

f x f x

f x f x
- +

- +

-¥ +¥

 

 

= - = -

= -¥ = +¥

= +¥ = -¥

  

  هنا
2

2 1
( )

4

x
f x

x

+
=

-
}\على مجموعة تعريفه   2,2}- ومنه  

2 2

( 2) ( 2)

lim ( ) 0 lim ( ) 0

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

x x

x x

x x

f x f x

f x f x

f x f x
- +

- +

-¥ +¥

 

 -  -

= =

= -¥ = +¥

= -¥ = +¥

  

  

  2هنا
2

1
( ) 2

(1 )
f x x

x
= - +

-
  ومنه {1}\على مجموعة تعريفه  

1
lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x
f x f x f x

 -¥ +¥
= ¥ ¥+ = + = +¥

  
  

  1هنا 1
( )

1 2
f x x

x x
= + -

- -
  ومنه {1,2}\على مجموعة تعريفه  

1 1

2 2

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

x x

x x

x x

f x f x

f x f x

f x f x
- +

- +

-¥ +¥

 

 

= -¥ = +¥

= +¥ = -¥

= +¥ = -¥
  

  

 الحل
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  مجموعة تعريف التابع فيما يأتي  يّنعf ثمَّ ادرس في كل حالة نهاية ،f  عند أطراف مجموعة
  من اليسار.النهاية وادرس، عند اللزوم، النهاية من اليمين و  تعريفه،

2

2

2

1
( ) 1 ( )

1
1

( ) ( )
1

( ) 1 ( )
1

x
f x x x f x

x
x x

f x f x x
x x

x x x
f x x x f x

x

+
= + - =

-
+

= = +
+

+ -
= - - =

+

 

 

 

  

  
  1هنا 2

( ) 1
1 1

x
f x x

x x

+
= = + +

- -
]0,1]على مجموعة تعريفه   ] [1,È   ومنه ¥+

0

1 1

lim ( ) lim ( ) 1

lim ( ) lim ( )
x x

x x

f x f x

f x f x
- +

+¥ 

 

= + = -

= ¥

¥

- = +¥
  

  2هنا( ) 1f x x x= + ,0]على مجموعة تعريفه  -   ومنه ¥+]
0

lim ( ) lim ( ) 1
x x

f x f x
+¥ 

¥= + = -  

  1هنا
( )f x x

x
= ,0[على مجموعة تعريفه  +   ومنه ¥+]

0
lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
+¥ 

¥= + = +¥  

  هنا( )
1

x x
f x

x

+
=

+
]على مجموعة تعريفه   0,   ومنه ¥+]

0
lim ( ) 1 lim ( ) 0
x x

f x f x
+¥ 

= = 

مثلاً لأنّ 
2

2
lim 1

1t

t t

t¥

+
=

+
limو 

x
x

+¥
= limكان  ¥+ ( ) 1

x
f x

+¥
=.  

  هنا
2

2
( )

1

x x x
f x

x

+ -
=

+
]على مجموعة تعريفه   0,   ومنه ¥+]

0
lim ( ) 1 lim ( ) 0
x x

f x f x
+¥ 

= = 

مثلاً لأنّ 
2

1 1

1

1
( )

1
x x x

x

f x
+ -

=
+

0xفي حالة   >.  

  1هنا
( ) 1

1
f x x x

x x

-
= - - =

- +
,1]على مجموعة تعريفه    ومنه  ¥+]

1
lim ( ) 0 lim ( ) 1
x x

f x f x
+¥ 

= = -  
 

 الحل
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   ة التابع أوجد نهايf  2المعين بالعلاقة 1
( )

3

x
f x

x

- +
=

+
 قيحقّ  A، ثمَّ أوجد عدداً ¥+عند  

xإذا كان :  الشرط A> كان ،( )f x  في المجال] 2.05, 1.95[- -.  
  

   
limإذن   ( ) 2

x
f x

¥
= 137Aنختار  .- xإذا كان . ف= A>  3كان 140x +   ومن ثم  <

7 1
0 ( ) 2 0.05

3 20
f x

x
< + = < =

+
  

2أي  ( ) 0.195f x- < < )أو  - ) ] 2.05, 0.195[f x Î - -.  
  .34صفحة  من الكتاب،أو تدرب  33فقد نقاشنا كما في المثال المحلول صفحة  Aأمّا كيف وجدنا 

   أوجد نهاية التابعf  3المعين بالعلاقة
( )

3

x
f x

x

+
=

-
 قيحقّ  5مركزه  I، ثمَّ أوجد مجالاً 5عند  

)، كان Iينتمي إلى المجال  xإذا كان  الشرط )f x  3.95,4.05[ينتمي إلى المجال[.  

   
هنا 

5
lim ( ) 4
x
f x


1. نختار مثلاً  = 1

100 100
]5 ,5 [x Î -   فيكون   +

1 1
8 3 8

100 100
x- < + < 1و     + 1

2 3 2
100 100

x- < - < +  
  ومنه 

1 1
100 100
1 1

100 100

8 83
( )

32 2

x
f x

x

- ++
< = <

-+ -
  

  أو
5 5

3.95 4 ( ) 4 4.05
201 199

f x< - < < + <  

 الحل

 الحل
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  46صفحة    تَدرَّبْ  
  :أجب عن الأسئلة الأتية  

 f  3تابعٌ يحقق cos 3 7
( )

1

x x x
f x

x x

+ +
£ £

-
1x، أيّاً كان    ؟¥+عند  fما نهاية  .<

1لمّا كان   cos 1x

x x x

-
£ 0xفي حالة   £ cosاستنتجنا أنّ  <

lim 0
x

x

x¥
إذن  =

3 cos
lim 3
x

x x

x¥

+
3ولدينا من جهة أخرى  = 7

lim 3
x

x

x¥

+
limـ إذن = ( ) 3

x
f x

¥
= . 

  َّ1أثبت أن cos 1

1 1 1

x

x x x

-
£ £

+ + +
1xأياً يكن   cos. استنتج نهاية -<

:
1

x
f x

x +
  عند

  .¥- . ثمُّ ادرس بالمثل نهاية التابع ذاته عند¥+
1لدينا    cos 1x- £ £ 1xوفي حالة  + > 1يكون  - 0x +  ومنه :  <

1 cos 1

1 1 1

x

x x x

-
£ £

+ + +
  

1ولكن   1
lim lim 0

1 1x xx x+¥ +¥

-
= =

+ +
cos إذن 

lim 0
1x

x

x+¥
=

+
.  

1xوفي حالة  < 1يكون  - 0x + 1ومنه :   > cos 1

1 1 1

x

x x x

-
³ ³

+ + +
1ولكن  

lim 0
1x x-¥
=

+
 

1و
lim 0

1x x-¥

-
=

+
cos إذن 

lim 0
1x

x

x-¥
=

+
   

  f  1تابعٌ يحقق
( ) 3

1
f x

x
- £

+
0x، أيّاً كان    .¥+عند  f. ما نهاية ³

) لدينا  )
1 1

3 3
1 1

xf
x x

£- £ +
+ +

0xأياً كان   1 ، ولدينا ³
lim 0

1x x+¥
=

+
فيكون  

limحسب مبرهنة الإحاطة  ( ) 3
x

f x
+¥

=.  

 f  21تابعٌ يحقق
( )

4
f x x³ 0، أيّاً كانx   ؟ ¥-عند  f. ما نهاية >

21 لدينا 
lim

4x
x

-¥
= limفيكون حسب مبرهنة الإحاطة  ¥+ ( )

x
f x

-¥
= +¥.  

  َّ2أثبت أن 25 sin 5x x x- ³ استنتج من المتراجحة السابقة نهاية  .x العدد الحقيقي أيّاً كان، -
2 5 sinx x x-  عند و  ¥+عند-¥ .  
sin لدينا  1x 2 إذن £ 25 sin 5x x x- ³ 2lim ولكن - ( 5)

x
x

+¥
- =  إذن ¥+

2lim ( 5 sin )
x

x x
+¥

- = 2limوبالمثل  .¥+ ( 5)
x

x
-¥

- = 2limإذن ¥+ ( 5 sin )
x

x x
-¥

- = +¥.  

 الحل

 الحل

 الحل

 الحل

 الحل
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   ليكن f 0معرف على المجال التابع ال,é é+¥ë ë  وفق( ) 1xf x x= + -.  
  َّتحقق أن  ( )

1

1
xf

x x
=

+ +
0xأياً يكن  ³.  

  َّ1 استنتج أن 1
( )

2 1 2
f x

x x
£ £

+
0xفي حالة   >.  

  ما نهايةf  ؟¥+عند  

  
 1 1

( ) 1
1 1

x x
f x x x

x x x x
=

+

+ -
+ - = =

+ + +
.  

  1لما كانx x+ 0xأياً كان < 1كان : < 1 1

1 1 1x x x x x x
£ £

+ + + + + +
 

1ومنه :  1
( )

2 1 2
f x

x x
£ £

+
. 

  1لمّا كان 1
lim lim 0

2 1 2x xx x+¥ +¥
= =

+
lim استنتجنا أنّ   ( ) 0

x
f x

+¥
=.  

 الحل
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  49 صفحة تَدرَّبْ 
    يأتي، نُعطى تابعاً فيماf  معرّفاً على مجموعةD  ويُطلب حساب نهايةf  عندa.  

3 2

2

2

2

3
]5, [, ( ) , 5

5

1 5, , ( ) ,2

1
] ,1[, ( ) ,

1

1
] 1, 1[, ( ) . 1

1

1
\{1}, ( ) cos , 1

( 1)

1
\{ 2}, ( ) cos ,

2

2
] ,1[, ( )

x
D f x a

x

D f x x x x a

x
D f x a

x

D f x a
x

D f x x a
x

x
D f x a

x

D f x

p

p

+
= +¥ = =

-

ù ù-= -¥ = - + + = -ú úû û

- +
= - = = -

+

= - + = =
-

= = + =
-

æ ö

¥

¥ ¥

¥
+ ÷ç= - = = +÷ç ÷÷ç + ø

= -¥

è

=

















2

2

2

, 1,
1

1
]0, [, ( ) sin ,

1
]0, [, ( ) ,

1
] [ ]1, [, ( ) cos ,

1
, 1

x
a

x

D f x a
x

D f x x x a
x

x
D f x a

x
p

= -
-

æ ö÷ç= + = = +÷ç ÷÷çè ø

æ ö÷ç= + = - + = +÷ç ÷÷çè ø
æ ö- ÷ç ÷= - È + = ´ = +ç ÷ç ÷÷ç +è

¥

¥ ¥

¥ ¥

¥ - ¥ ¥
ø









   

  

  

  هنا
5

3
lim

5x

x

x+
= +¥

+
-

إذن  
5

3
lim

5x

x

x
= +¥

+
-

.  
  هنا( )3 2lim

x
x x x

-¥
- + + = 3إذن  ¥+ 2lim

x
x x x

-¥
- + + = +¥.  

  هنا
2

1
lim 0

1x

x

x-¥

- +
=

+
إذن  

2

1
lim 0

1x

x

x-¥

- +
=

+
.  

  هنا
21

1
lim

1x x-
= +¥

-
إذن   

21

1
lim

1x x-
= +¥

-
.  


21

1
lim cos

( 1)x
x

x
p



æ ö÷ç ÷+ = +ç ÷ç ÷çè - ø
¥ .  

 الحل
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  1هنا

lim
2x

x

x

p
p

¥

+
=

+
1 إذن  

lim cos cos 1
2x

x

x

p
p

¥

æ ö+ ÷ç = = -÷ç ÷÷ç +è ø
.  

  هنا
22

lim
1x

x

x-¥
= +¥

-
إذن  

22
lim

1x

x

x-¥
= +

-
¥ .  

وكذلك     
2

1

2
lim

1x

x

x-
= +¥

-
إذن  

2

1

2
lim

1x

x

x-
= +

-
¥.  

  1هنا
lim 0
x x+¥

1إذن  =
lim sin sin 0 0
x x+¥

æ ö÷ç = =÷ç ÷÷çè ø
  .  

  

  هنا( )1 1
1x x x x

x x
- + = - 1إذن  +

lim
x

x x
x+¥

æ ö÷ç - + = +¥÷ç ÷÷çè ø
نتج أنّ  ومنه نست 

2
1

lim
x

x x
x+¥

æ ö÷ç - + = +¥÷ç ÷÷çè ø
  .    

  1هنا
lim 1

1x

x

x+¥

-
=

+
2إذن   21

lim cos cos 1
1x

x

x
p p

+¥

æ ö- ÷ç ÷ = =ç ÷ç ÷÷ç +è ø
.  

  
   ليكنf  التابع المعرف على المجال] 5, [- 3وفق  ¥+

( )
5

x
f x

x
=

-
+

.  

  احسبlim ( )
x

f x
+¥

lim، واستنتج  ( ( ))
x

f f x
+¥

.  

  أعدْ حسابlim ( ( ))
x

f f x
+¥

)بعد كتابة   ( ))f f x  بدلالةx.  

  
  lim ( ) 1

x
f x

+¥
)إذن  = ) 1

lim ( ) (1)
3x

f f x f
¥

= = -.  

  ّنجد بحساب بسيط أن 

( )
3

3
3 95( )
5 3 3 11

5
5

x
x xxf f x f
x x x

x

-
-æ ö- ++÷ç= = = -÷ç ÷÷ç + - +è ø
+

+

  

1نجد مجدداً أنّ ومنه 
lim ( ( ))

3x
f f x

+¥

-
=.  

 الحل
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  51 صفحة تَدرَّبْ 
   كان المستقيم  إجابتك إذا يأتي بيّن معللاً فيماD  مقارباً مائلاً للخط البيانيfC  للتابعf عند ،

  .D و مقاربه fC. ادرس بعدئذ الوضع النسبي للخط ¥-عند  وأ ¥+

2

2

3

2

2

2 5
2

10
( ) 2 3 , : 2 3

1

1
( ) 1 , : 1

sin
( ) , :

5
( ) 3 7 , : 3 7

| |

2 7 3
( ) , : 2 1

4

3 5
( ) , : 2

( 1)

4 sin
( ) , : 4

1 1
( ) , : 1

2 1 2

f x x y x
x

f x x y x
x

x
f x x y x

x

f x x y x
x

x x
f x y x

x

x x
f x y x

x

x x x
f x y x

x

x x x
f x y x

x

=

=

=

=

=

=

=

=

+ + D = +
+

- + - D = - +

+ D =

+ - D = +

- -
D = +

-

- -
D = -

+

- - +
D = - -

+ + +
D = +

+















  

  
 10 ضعلن

( ) ( ) (2 3)
1

g x f x x
x

= - + =
+

lim. نلاحظ أنّ  ( ) 0
x
g x

¥
limو = ( ) 0

x
g x

-¥
=. 

  ، وأنّ ¥-وعند  ¥+عند  fCمقارب للخط البياني مستقيم  Dيتّضح فوراً أنّ 

  
  لنضع

2

1
( ) ( ) ( 1)g x f x x

x
= - - + = limنلاحظ أنّ . - ( ) 0

x
g x

¥
limو = ( ) 0

x
g x

-¥
=. 

)، وأنّ ¥-وعند  ¥+عند  fCمستقيم مقارب للخط البياني  Dيتّضح فوراً أنّ  ) 0g x أياً كانت  >
0x   .Dيقع دوماً تحت  fC. فالخط البياني ¹

  لنضعsin
( ) ( )

x
g x f x x

x
= - lim. نلاحظ أنّ = ( ) 0

x
g x

¥
limو = ( ) 0

x
g x

-¥
يتّضح فوراً . ف=

  .¥-وعند  ¥+عند  fCمستقيم مقارب للخط البياني  D أنّ 

 الحل

1

( )

f

x

g x

C

-¥ - +¥

- +

 Dتحت   Dفوق 
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,0[على  sinمع إشارة  gالتابع  تتفق إشارة [على  sinوتعاكس إشارة  ¥+] ,   . وتحديداً:¥-]0
  لدينا kفي حالة عدد طبيعي 

  
  لدينا kوفي حالة عدد صحيح سالب تماماً 

  
)عند النقاط  fCويتقاطع  , )k kp p  حيثk .عددٌ صحيح غير معدوم  

  5لنضع
( ) ( ) (3 7)

| |
g x f x x

x
= - + = lim. نلاحظ أنّ - ( ) 0

x
g x

¥
limو = ( ) 0

x
g x

-¥
= .

)وأنّ  .¥-وعند  ¥+عند  fCمستقيم مقارب للخط البياني  Dيتّضح فوراً أنّ ف ) 0g x أياً كانت  >
0x   .Dيقع دوماً تحت  fCلبياني . فالخط ا¹

  1لنضع
( ) ( ) (2 1)

4
g x f x x

x
= - + =

-
lim. نلاحظ أنّ  ( ) 0

x
g x

¥
limو = ( ) 0

x
g x

-¥
=. 

  ، وأنّ ¥-وعند  ¥+عند  fCم مقارب للخط البياني مستقي Dيتّضح فوراً أنّ 

  
  لنضع

2

3
( ) ( ) ( 2)

( 1)
g x f x x

x

-
= - - =

+
lim. نلاحظ أنّ  ( ) 0

x
g x

¥
limو = ( ) 0

x
g x

-¥
= .

)وأنّ  .¥-وعند  ¥+عند  fCمستقيم مقارب للخط البياني  Dيتّضح فوراً أنّ ف ) 0g x أياً كانت  >
1x ¹    .Dيقع دوماً تحت  fC. فالخط البياني -
  مشابه للتمرين.  

  1لنضع
2

( ) ( ) ( 1)
2 1

x
g x f x x

x
= - + =

+
lim. نلاحظ أنّ  ( ) 0

x
g x

¥
 Dيتّضح فوراً أنّ . ف=

). وأنّ ¥+عند  fCمستقيم مقارب للخط البياني  ) 0g x 0xأياً كانت  < يقع  fC. فالخط البياني <
  .(0,0)ويتقاطع معه عند  .Dفوق  دوماً 

4

( )

f

x

g x

C

-¥ +¥

- +

 Dتحت   Dفوق 

2 (2 1) (2 2)

( ) 0 0 0

f

x k k k

g x

C

p p p+ +

+ -

 Dفوق  Dتحت 

2 (2 1) (2 2)

( ) 0 0 0

f

x k k k

g x

C

p p p+ +

- +

 Dتحت   Dفوق 
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  54 تَدرَّبْ صفحة 
  نتأمّل التابعf  المعطى وفق( ) 1 cosf x x= -.   

  ما مجموعة تعريفf ؟  
  أَيكونf مستمراً على مجموعة تعريفه؟  
  بيّن أنّ التابعf  2زوجي ويقبل العددp .دوراً له  
  ليكنg   مقصور التابعf  0]على المجال, ]p ّأثبت أن .g .اشتقاقي وارسم خطه البياني  
  استنتج الخط البياني للتابعf ى المجال عل[ 2 ,2 ]p p- ما مجموعة تعريف .f   ؟¢

.  
  1لمّا كان 0cosx- fDمعرّف على  fاستنتجنا أنّ  xأياً كانت قيمة  ³ = .  
  التابع f  مستمرٌّ على  1نظراً إلى استمرار كلّ من التابع cosx x- وx x.  
   فهي كامل  0مجموعة التعريف متناظرة بالنسبة إلى وتابع التجيب زوجي إذن  

( ) 1 cos( ) 1 cos ( )f x x x f x- = - - = - =  
)دوراً إذن  2pوكذلك فإنّ تابع التجيب دوري ويقبل العدد  زوجي. fفالتابع    2 ) ( )f x f xp+ = ،

  دوراً. 2pأيضاً دوري ويقبل العدد  fفالتابع 
   في حالةx  0]من, ]p  لدينا

2
sin( ) 0x 2ولأنّ  ³

2
1 cos 2 sin ( )xx-   استنتجنا أنّ  =

2
: [0, ] , ( ) 2 sin( )xg g xp  =  

مقصور التابع الاشتقاقي أيضاً مع  gإذن يتفق 
2

2 sin( )xx   0]على المجال, ]p فهو إذن اشتقاقي على .
  ا المجال، ورسمه بسيط.هذ

    التابعf  زوجي إذن من رسمg  يمكن أن نستنتج رسمfC  على[ , ]p p-  وهذا مجال طوله دور
  : على أي مجال من  fC، وبتكرار هذا الرسم نحصل على رسم fللتابع 

  
fونستنتج من الرسم أنّ  0ومن ثَمّ عند أيّ  0غير معرّف عند  ¢ 2x kp=  حيثk Î   ّلأنf 

  دوراً. 2pدوري ويقبل العدد 

p
x

1

y

Cg

2p

Cf

2p-

1

2

p- O

 الحل

p x1 2

1

y
2

Cg
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  61 صفحة تَدرَّبْ 

  التابع f  معرف على  3وفق 2( ) 2f x x x x= - + )لماذا يكون للمعادلة علّل  .- ) 0f x = 
   ؟]1,2[حلٌّ وحيد في المجال 

  
  التابعf  (1) ، ولدينا[1,2]مستمرّ على المجال 1f = (2)و - 4f يغير إشارته على  fفالتابع ، =

)فيوجد حلٌّ واحدٌ على الأقل للمعادلة  [1,2]المجال  ) 0f x  .]1,2[في المجال  =
  ت أنّ ولإثبات وحدانيّة الحلّ يكفي إثباf .ولكن  مطّرد تماماً على هذا المجال 

2 2 2( ) 3 2 1 2 ( 1) 0f x x x x x¢ = - + = + - > 
  إذنf  للمعادلة متزايدٌ تماماً والحل الذي وجدناه( ) 0f x  وحيد. ]1,2[في المجال  =
 التابع f  معرف على  3وفق 2( ) 3 1f x x x= - )لماذا يكون للمعادلة علّل  .+ ) 1 0f x + = 

   ؟حقيقيةفقط ثلاثة حلول ثلاثة و 

  
lim. من الواضح أنّ fلندرس تغيرات التابع الحدودي  ( )

x
f x

+¥
= limو ¥+ ( )

x
f x

-¥
= -¥ ،

)وكذلك فإنّ  ) 3 ( 2)f x x x¢ =   : f، إذن يمكننا وضع جدول التغيرات الآتي للتابع -
0 2

( ) 0 0

( ) 1 3

x

f x

f x

-
-

-¥ +¥
¢ + - +

-¥ - +¥  
  

  إذن
 f يدٌ تماماً على متزا] , [)و ¥-]0 , 0[) ] ,1[f - -¥ = 1. ولأنّ ¥ 1- استنتجنا أنّ للمعادلة  >

( ) 1f x = [ينتمي إلى  1xحلاً وحلاً واحداً فقط  - , 0[-¥. 
 f  ([0,2])و [0,2]متناقصٌ تماماً على [ 3,1]f = 1. ولأنّ - [ 3,1]- Î استنتجنا أنّ للمعادلة  -

( ) 1f x =   .[0,2]ينتمي إلى  2xحلاً وحلاً واحداً فقط  -
 f  2[متزايدٌ تماماً على, )و ¥+] 2, [) 3 [] ] ,f -+¥ = 1. ولأنّ ¥+ 3- > استنتجنا أنّ للمعادلة  -

( ) 1f x = ,2[إلى  ينتمي 3xحلاً وحلاً واحداً فقط  - [+¥.  
)نستنتج أنّ مجموعة حلول المعادلة  ) 1 0f x + 1هي  = 2 3, }{ ,x x x.وهي النتيجة المطلوبة ،  

  
  ليكنf  التابع المعرف على المجال[ 3,2]I = )2وفق  - ) 1f x x= +.  

 ارسم خطه البياني fC واحسب .( )f I.  
  ما عدد حلول المعادلة( ) 4f x   ؟Iفي المجال  =

 الحل

 الحل
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 f  على المجال  متناقص تماماً مستمرٌ و[ 3, ])إذن  -[0 3,0]) [1,10]f - = 

([0,2])إذن  [0,2]تماماً على المجال  متزايدٌ مستمرٌ و  fكذلك و  [1,5]f = .
)أنّ  نستنتج ) [1,10]f I   ، كما هو مبين في الرسم المجاور.=
  استناداً إلى الرسم نرى أنّ للمعادلة( ) 4f x أحدهما في  .Iين في حلّ  =

[المجال  3, . يمكننا التوثق من ذلك بحل ]0,2[والآخر في المجال  -]0
  المعادلة مباشرة، فهي معادلة من الدرجة الثانية.

  ليكنf  [2,3]التابع المعرف على المجالI 1وفق  =
( )

1
f x

x
=

-
.   

 ارسم خطه البياني fC واحسب .( )f I.  

  3ما عدد حلول المعادلة
( )

4
f x   ؟Iفي المجال  =

  

 2]مستمرٌ ومتناقص تماماً على المدروس  التابع,   إذن  [3
1
2

([2,3]) [ (3), (2)] [ ,1]f f f= =  
  3لمّا كان

4
1عنصراً من  

2
[ 3استنتجنا أنّ للمعادلة  [1,

4
( )f x حلاً  =

,2]وحيداً في المجال  3].  
  الاستمرار يقتضي وجود الحل، والاطراد التام يقتضي وحدانيته. :تذكّر
  ليكنf  التابع المعرف على المجال  3وفق 1

( ) 4 3
2

f x x x= - -.  
  احسب( 1)f 1و -

2
( )f   .f(1)و f(0)و -

  استنتج أنَّ المعادلة( ) 0f x ]ال تقبل ثلاثة حلول في المج = 1,1]-.  

   
  ّنلاحظ بحساب بسيط أن :  
  التابعf  مستمرٌ، لأنّه كثير حدود من الدرجة الثالثة، فله في لاثة جذور مختلفة على الأكثر. ث

1ولكن لأنّ 
2

( 1) ( ) 0f f- - )للمعادلة  1xاستنتجنا وجود حلّ  > ) 0f x 1ينتمي إلى  =
2

] 1, [- . ولأنّ -
1
2

( ) (0) 0f f- )للمعادلة  2xاستنتجنا وجود حلّ  > ) 0f x 1ينتمي إلى  =
2

] , . وأخيراً لأنّ -]0
(0) (1) 0f f )للمعادلة  3xاستنتجنا وجود حلّ  > ) 0f x   .]0,1[ينتمي إلى  =

]ه المعادلة إذن ثلاثة حلول في المجال فلهذ )حلاً للمعادلة  cosq. يكون ملاحظة .-[1,1 ) 0f x إذا  =
1وفقط إذا كان 

2
cos 3q 2ومنه نحسب  .=

1 9
cos( )x p= 2و - 18

sin( )x p= 3و - 9
cos( )x p=.  

 الحل

 الحل

 الحل

x

y

1

1

2

4

2- 1-3-

10

x
32 2.5

0

1

0.5

0.75

y

1
2

3 1 1 1
2 2 2 2

1 0 1

( )

x

f x

- -

- -

-

-
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  ليكنf  التابع المعرف على المجال 3 وفق( ) 1 3f x x x= + -  

  ادرس نهايةf  عند و  ¥-عند+¥.  
  احسب( )f x¢  وادرس إشارته، ثمَّ نظِّمْ جدولاً بتغيراتf.  
  أثبت أنَّ المعادلة( ) 0f x قط، ينتمي كل واحد منها إلى واحد من تقبل ثلاثة جذور ف =

] المجالات: 2, 1]- ]، و-   .[1,2]و -[1,1

  
 lim ( )

x
f x

+¥
= limو ¥- ( )

x
f x

-¥
= +¥.  

  2لدينا( ) 3 3 3(1 )(1 )f x x x x¢ = - + = -  : fومنه جدول التغيرات الآتي للتابع  .+
1 1

( ) 0 0

( ) 1 3

x

f x

f x

-¥ - +¥

¢ - + -
+¥ - -¥  

  

 f  مستمرٌ ومتناقص تماماً على] , 1[-¥ [) ويحقق - , 1[) ] 1, [f -¥ - = - 0ولأنّ  +¥ 1> - 
)للمعادلة  1xاستنتجنا وجود حلّ وحيد  ) 0f x [في المجال  = , 1[-¥ . وأخيراً بملاحظة أنّ -

( 2) 3f - )و = 1) 1f - = 1نستنتج أنّ  - ] 2, 1[x Î - -.  
[مستمرٌ ومتزايدٌ تماماً على  fوكذلك  [)ويحقق  -]1,1 1,1[) [] 1, 3f - = 1ولأنّ  - 0 3- < < 

)للمعادلة  2xاستنتجنا وجود حلّ وحيد  ) 0f x [في المجال  = 1,1[- .  
,1[مستمرٌ ومتناقص تماماً على  fوأخيراً  ,1[)ويحقق  ¥+] [) 3[] ,f +¥ = 0ولأنّ  ¥- 3< 

)للمعادلة  3xوحيد استنتجنا وجود حلّ  ) 0f x ,1[في المجال  = . وأخيراً بملاحظة أنّ ¥+]
(2) 1f = (1)و - 3f 3نستنتج أنّ  = ]1,2[x Î. .وبذا يكتما إثبات المطلوب  

  أمّل التابع نتf  المعرّف على  وفق( ) cosf x x x= -.  
  (0)احسبfو ،( )2

f p  واستنتج أنّه يوجد عدد حقيقيa  يحقّق)( 0f a =.  
  اشرح لماذا كل حلّ للمعادلة( ) 0f x ]يجب أن ينتمي إلى المجال  = 1,1]-.  
  استنتج أنّ كل حلّ للمعادلة( ) 0f x  .]0,1[يجب أن ينتمي إلى المجال  =
  برهن أنّ التابعcosx x x-  واستنتج أنّ للمعادلة ]0,1[متزايدٌ تماماً على المجال ،

( ) 0f x   .]0,1[ينتمي إلى  aحلٌّ حقيقي وحيد  =

.  
   لدينا( ) 0

2 2
f p p (0)و =< 1 0f = -  نا، استناداً إلى مبرهنةاستنتجمستمر،  f، ولأنّ التابع >

)(يحقّق  aأنّه يوجد عدد حقيقي  القيمة الوسطى 0f a وأنّ  .=
2

0 pa< <   

 الحل
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   ليكن x  حلاًّ للمعادلة( ) 0f x cosعندئذٍ  = 0x x- cosأي  = [ 1,1]x x= Î -.  
   كان  إذا[ 1, 0]x Î cosكان  - 0x )ومن ثَمّ  < ) cos 0f x x x= - إذن ليس للمعادلة  >

( ) 0f x ]حل في المجال  = 1, )إذن يجب أن ينتمي كلّ حل للمعادلة  -[0 ) 0f x إلى المجال  =
(1)، ولمّا كان [0,1[ 0f استنتجنا أنّ كلّ حل لهذه المعادلة يجب أن ينتمي إلى المجال  ¹
]0,1[.  

    إنّ التابعf  هما  ]0,1[هو مجموع التابعين المتزايدين تماماً علىx xو ،cosx x-  فهو
المجال إذن متزايد تماماً على المجال ذاته، وبالتالي فهو ينعدم مرّة واحدة على الأكثر على هذا 

)للمعادلة  ) 0f x ).ولما كان ]0,1[حلّ وحيد على الأكثر في المجال  = ) 0f a استنتجنا أنّ  =
a .هو الحل الوحيد لهذه المعادلة  
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   أنشطة
  حث عن مقاربات مائلةالب 

 أمثلة  
1. f  0[هو التابع المعرَّف على, 1وفق  ¥+] 1

2
( )

x
f x x= - +.  

  لماذا يمكن تأكيد أنَّ المستقيمD  1الذي معادلته
2

y x=   ؟¥+في جوار  fCمقاربٌ للخط  -
  بيِّنْ الوضع النسبي للخطينD وfC.  

2. f  0]هو التابع المعرَّف على, وفق  ¥+]
22 1

( )
3

x
f x

x
=

+
+

.  

)قيماً كبيرة، تكون قيم  xبإعطاء  )f x قريبة من 
22

2
x

x
x

. فيمكن إذن أن يكون مستقيمٌ معادلته =
2yمن النمط  x b= ) إذن إلى كتابة. سنسعى fC البياني مقارباً للخط + )f x  :بالصيغة  

( ) 2
3

c
f x x b

x
= + +

+
  

 عددين  عينb  وc  يحققان( ) 2
3

c
f x x b

x
= + +

+
0x كان،أياً  ³.  

  َّاستنتج أنfC  ًيقبل مقارباً مائلاD،  بيِّنْ وضعه بالنسبة إلى وfC.  
 نتأمّل تابعاً . الحالة العامة f  ُتابعٌ يحققlim ( )

x
f x

+¥
= +¥.  

1. D  ٍمعادلتهمعطىً مستقيم في معلم ، y ax b= + ( 0)a  نفترض أنَّ  .¹
lim ( ( ) ( )) 0
x

f x ax b
+¥

- + =.  

)أثبت أنَّ  )
lim
x

f x
a

x+¥
limو  = ( ( ) )

x
b f x ax

+¥
= -.  

)اكتب  مساعدة: ) ( ( ) ( ))f x f a bx xax b= + +-+.  
)إذا كان أنّه  بالعكس، أثبتو  .2 )

lim
x

f x
a

x+¥
= 0a )و ¹ )lim ( )

x
f x ax b

+¥
- = )bعدد حقيقي( 

yكان المستقيم الذي معادلته  ax b=   .fC مقارباً للخط +
 تطبيق  

,0]التابع المعرَّف على  fليكن  )2وفق  ¥+] ) 1f x x=  fCأثبت أنَّ ، بالاستفادة من . +
  .¥+يقبل مقارباً مائلاً في جوار 

  .¥+بطريقة مماثلة لما هو في جوار  ¥-ار يُبحث عن المقارب المائل في جو  .ملاحظة
  

 1 نشاط



  

73 
  

.  
 أمثلة  
1هنا  .1 1

2
( )

x
f x x= - ,0[على  + [+¥. 

 إن D  ب مائل للخط مقارfC  لأن  ¥+عند( )1
2

1
lim ( ) ( ) lim 0
x x

f x x
x+¥ +¥

- - = =.  

  1إشارة الفرق
2

1
( ) ( ) ( )g x f x x

x
= - - ، إذ نجده Dبالنسبة إلى  fCتحدّد الموقع النسبي للخط  =

  .Dدوماً فوق 
  
هنا  .2

22 1
( )

3

x
f x

x

+
=

+
]على   0, [+¥.  

 نفترض وجود b وc  بحيث( ) 2
3

c
f x x b

x
= + +

+
0xكانت  أياً   . على الخصوص باختيار ³

0x 1xثمُّ  = 1نجد  =

3 3

c
b= 3و +

2
4 4

c
b= +  من طرف نجد  ً المساواتين طرفا. بطرح +

19c 6bالأولى نجد  ثمُّ بالتعويض في = = ). الآن نتحقّق أنّ - , ) ( 6,19)b c = حلٌّ مناسب  -
0xفنحسب في حالة  ³:  

219 2 1
2 6 ( )

3 3

x
x f x

x x

+
- + = =

+ +
  

)إذن  , ) ( 6,19)b c =   .هو الحل المطلوب -
  19ق لنتأمّل الفر

( ) ( ) (2 6)
3

g x f x x
x

= - - =
+

limفنلاحظ أنّ   ( ) 0
x

g x
+¥

 يتّضح أنّ ، إذن =

2الذي معادلته  Dالمستقيم  6y x= ولأنّ  .¥+ في جوار fCللخط  مائل مقاربمستقيم  -
( ) 0g x 0xعندما  <   .Dيقع فوق المقارب  fC فإنّ  ³

  
 الحالة العامة.  
0xحالة  في .1   لدينا <

( ) ( ) ( )f x b f x ax b
a

x x x

- +
= + +  

limولكن  ( ( ) ( )) 0
x

f x ax b
+¥

- + )إذن  = ) ( )
lim 0
x

f x ax b

x+¥

- +
limوكذلك = 0

x

b

x+¥
= 

)إذن  )
lim
x

f x
a

x+¥
)بحساب النهاية  aيمكننا تعيين ، إذن = )

lim
x

f x

x+¥
.   

 الحل
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)وبعدئذ يكون  )( ) ( ) ( )f x ax b f x ax b- = + - lim، ولكن + ( ( ) ( )) 0
x

f x ax b
+¥

- + إذن  =

( )lim ( )
x

f x ax b
+¥

- )بحساب النهاية  bيمكننا تعيين ، إذن = )lim ( )
x

f x ax
+¥

-.  

)لنفترض وجود النهاية  .2 )
lim
x

f x
a

x+¥
)، ووجود النهاية aالتي تعين  = )lim ( )

x
f x ax b

+¥
- = 

). عندئذ نستنتج من ذلك أنّ bالتي تعين  )lim ( ) ( ) 0
x

f x ax b
+¥

- + وهذا يعني أنّ المستقيم  =
D  الذي معادلتهy ax b=  .¥+ في جوار fمستقيم مقارب للخط البياني للتابع  +
 تطبيق  
) لمّا كان .3 )

lim 1
x

f x

x+¥
)، و = )

2

1
lim ( ) lim 0

1x x
f x x

x x+¥ +¥
- = =

+ +
استنتجنا أنّ أنّ  .

yالذي معادلته  Dالمستقيم  x=  مستقيم مقارب للخط البياني للتابعf  في جوار+¥. 
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  نهايات جديرة بالاهتمام  
 عموميات  

sin بالصيغة {0}\المعرّف على  f التابعليكن 
( )

h
f h

h
بعض  نجدالآتي  الجدولي . ف=

   المقابلة لها. f التابع وقيم 0د القريبة من العدد الأعدا

  
)قيمة تقترب  0من العدد  h قيمة عندما تقتربأنّه نلاحظ من الجدول  )f h  وذلك مع كون 1من العدد 

0hغير معرف عند  fالتابع    ويوضّح ذلك الشكل الآتي. .=

  
 عند الصفر: 1سعى إلى العدد ي fالتابع إنّ  إذن من الطبيعي القول

0
lim ( ) 1
h
f h


=.  

 حالة h المجال  من
2

0, pù éú êû ë  
 Cتلك النقطة من  M. ولتكن Oة التي مركزها الدائرة المثلثاتيّ  Cلتكن 

)الأساسي بالراديان للزاوية الموجهة  التعيينَ  h بحيث يكون , )OA OM
  .

h  ًالهندسية  لزاويةا قياسهو أيضاAOM .الشروط  وفق هذه بالراديان
1OA ومع الأخذ بدلالات الشكل المرافق، نعلم أنَّ  cosOMو = h¢ = 

sinMMو h¢   .hيساوي  AMوطول القوس  =
)   OATمساحة المثلث  OAM ³مساحة القطاع الدائري  OAM ³مساحة المثلث    )*   

تساوي  OAMلماذا مساحة القطاع الدائري  .1
2
h؟  

1تساوي  OAMلماذا مساحة المثلث  .2
2
sinh؟  

1تساوي  OATلماذا مساحة المثلث  .3 sin

2 cos

h

h
  ؟´

)استنتج من  .4 sinأنَّ  *(
sin

cos

h
h h

h
£ £.  

sin استنتج أنَّ  .5
cos 1

h
h

h
£ من  hأياً يكن  £

2
0, pù éú êû ë.  

 حالة h المجال  من
2
, 0pù é-ú êû ë  

hنضع  h¢ = ، فيكون -
2

0hp ¢> sinقة بالدراسة السا واستناداً إلى <
cos 1

h
h

h

¢
¢ £ £

¢
.  

 1 نشاط

0 1 2 3 4 5 62 2 2 2 2 2 2

( ) 0.84147 0.95885 0.98962 0.99740 0.99935 0.99948 0.9 6

0

999 1

h

f h

- - - - - -       





y

0 x

1

x
h

y

T

O

M

M ¢ A
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0hأياً كان ه استنتج أنّ  .1 من المجال  hو ¹
2 2
,p pù é-ú êû ë كان ،sin

cos 1
h

h
h

£ £.  

cosxنهاية التابع المألوف  .2 x استنتج أنَّ 1 عند الصفر تساوي .
0

sin
lim 1
h

h

h
=. 

 النهاية الثانية المتعلّقة بتابع جيب التمام  
يقودنا البحث عن نهاية 

2

cos 1h

h

عند الصفر، بحساب نهاية البسط ونهاية المقام، إلى حالة عدم  -

0hعند لأن نهاية كل من البسط والمقام تساوي الصفر تعيين،  =.   
2cosبملاحظة أنَّ  .1 1 2 sin

2
h

h =  ، أثبت أنَّ -
22

2 2

2 sin ( /2) sin( /2)cos 1 1

2 ( /2)4 ( /2)

h hh

hh h

æ ö- ÷ç= - = - ÷ç ÷÷çè ø´
.  

استنتج أنَّ  .2
20

cos 1 1
lim

2h

h

h

-
= -.  

 لنتأمّل التابع المعرّف في :  تطبيق\ }[ , ] {0D p p= cos(3:  بالصيغة - ) cos
( )

sin

x x
f x

x x

-
= .

ونتائج هذا النشاط لتحسب  استعمل أسلوب الفقرة 
0

lim ( )
x
f x


.  

.  
 .1  21مساحة القطاع الدائري

2
r h  حيثr  في حالتنا. 1هو نصف قطر الدائرة ويساوي 

1تساوي   OAMالمثلث مساحة  2. 1
2 2

1 sinOA MM h¢⋅ = ´ ´.  
1تساوي   OATالمثلث مساحة  3. 1

2 2
1 tanOA AT h⋅ = ´ ´.  

sinنستنتج  4.
sin

cos

h
h h

h
£ ) من £   دون عناء. *(

sinhنستنتج من  5. h£  0ومن كونh sinأنّ   <
1

h

h
sinومن  £

cos

h
h

h
بضرب طرفيها  £

coshبالمقدار الموجب 

h
sinأنّ  

cos
h

h
h

sinإذن  £
cos 1

h
h

h
£ £.  

 .1  بتطبيق ما سبق علىh h¢ = )sin نجد - )
cos( ) 1

h
h

h

-
- £ £

-
sinأو  

cos 1
h

h
h

£  إذن .£

sinفي الحالتين تبقى المتراجحة نفسها صحيحة، أي 
cos 1

h
h

h
£ في حالة  £

2 2
] , [\{0}h p pÎ - .  

وبالاستفادة من مبرهنة الإحاطة ومن كون  2.
0

 lim cos cos 0 1
h

h


= نجد  =
0

sin
lim 1
h

h

h
=.  

 تطبيق مباشر لما سبق :
20

cos 1 1
lim

2h

h

h

-
= -.  

  ّهنا نعلم أنcos 3 cos2 cos sin2 sinx x x x x=   ومنه -

 الحل
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2

2

(cos2 1)cos sin2 cos2 1 sin2
( ) cos 2

sin sin 2
cos2 1 sin2

4 cos 2
sin 2(2 )

x x x x x x
f x x

x x x x xx
x x x

x
x xx

- -
= - = ⋅ ⋅ -

-
= ⋅ ⋅ -

  

  إذن

0

1
lim ( ) 4 1 1 2 1 4

2x
f x



æ ö- ÷ç= ´ ´ ´ - ´ = -÷ç ÷÷çè ø
.  



 

  78  

  تمرينات ومسائل   
ادرس النهاية من  عند أطراف مجموعة تعريفه، وعند اللزوم fاية التابع ادرس في كل حالة نه 

  اليمين ومن اليسار.

( )( )

3

2 2

2

2

2

4
( ) 2 ( )

1
1 1 1

( ) ( ) 3
1 2 3

1
( ) cos ( ) 2 3 5

1
( ) 2 ( ) 2 sin

( ) 1 ( ) 2 3

x
f x f x

x x

f x x f x x x
x x x

f x x f x x x
x

f x x x f x x x
x

f x x x f x x x

= - =
+

= + - = + -
+ + +

= + = - -

= + - = +

= + + = - +

 

 

 

 

 

  

    
  ّف على التابع معر   ولديناlim ( )

x
f x

+¥
= limو ¥+ ( )

x
f x

-¥
= -¥.  

  ّ{0}\ف على التابع معر   ولديناlim ( ) 2
x

f x
+¥

limو = ( ) 2
x

f x
-¥

و=
0

lim ( )
x
f x


= -¥.  

 ف على عرّ التابع م\{ 3}-   ولديناlim ( )
x

f x
+¥

= limو ¥+ ( )
x

f x
-¥

=   وكذلك فإنّ ¥+

( 3)
lim ( )

x
f x

+ -
= و ¥-

( 3)
lim ( )

x
f x

- -
= +¥.  

  ّف على التابع معر\{ 2, 1}- -  ولديناlim ( )
x

f x
+¥

= limو ¥+ ( )
x

f x
-¥

=   وكذلك فإنّ ¥-

( 2)
lim ( )

x
f x

+ -
= و ¥-

( 2)
lim ( )

x
f x

- -
= +¥  

( 1)
lim ( )

x
f x

+ -
= و ¥+

( 1)
lim ( )

x
f x

- -
= -¥  

  ّف على التابع معر[ 0, (0) ولدينا ¥+] 15f = limو - ( )
x

f x
+¥

= -¥.  
  ّ{0}\ف على التابع معر لأنه لو افترضنا وجود نهاية  ¥+. ليس للتابع نهاية عند  لهذا التابع

1استنتجنا من كون  ¥+عند 
lim 0
x x+¥

cosxأنّ للتابع  = x  نهاية  أيضاً عند اللانهاية، وكان
)من ثمّ للتابع  )2

cos sinx x xp+ = -  الدرس أن نهاية عند اللانهاية، وهذا يناقض ما أثبتناه في
  .¥+نهاية عند  fنهاية عند اللانهاية. هذا التناقض يثبت أن ليس للتابع  sinليس للتابع 

2استنتجنا من المساواة  ¥-عند  Lنهاية  fوبالمثل، لو كان للتابع 
( ) ( )f x f x

x
= - أنه عندئذ  +

  .¥-نهاية عند  fوهذا يناقض ما أثبتناه أعلاه. إذن ليس للتابع  ¥+عند  Lأيضاً إلى  fسيسعى 

1

 الحل
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  وأخيراً 

0
lim ( )
x

f x
+

= و ¥+
0

lim ( )
x

f x
-

= -¥  
  ّف على التابع معر  ولدينا، أياً كانتx،  ما يأتي( ) 2 1f x x³ )و  - ) 2 1f x x£ +.  

limولمّا كان  (2 1)
x

x
+¥

- = limاستنتجنا أنّ  ¥+ ( )
x

f x
+¥

= +¥ ،  
limوكذلك لأنّ  (2 1)

x
x

-¥
+ = limاستنتجنا أنّ ¥- ( )

x
f x

-¥
= -¥.  

  ّ{0}\ف على التابع معر   ولديناlim ( )
x

f x
+¥

= limو ¥+ ( )
x

f x
-¥

=   وكذلك فإنّ  ¥+

0
lim ( )
x

f x
+

= و ¥-
0

lim ( )
x

f x
-

= +¥  
  ّف على التابع معر[ 0, ولدينا  ¥+]

0
lim ( ) 3
x
f x


)وبكتابة  = )( ) 2 3f x x x= - استنتجنا  +

limمن كون 
x

x
+¥

= limأنّ  ¥+ ( )
x

f x
+¥

= +¥.  
  ّف على التابع معرو ،( )f x x³  أياً كانتx  إذنlim ( )

x
f x

+¥
= limلأن  ¥+

x
x

+¥
=+ ¥ .

0xومن جهة أخرى في حالة  لدينا  >
2

1
( )

1
f x

x x
=

+ -
limإذن   ( ) 0

x
f x

-¥
=.  

g:ا كان لدينا الخاصة الآتية: إذ . تتمة للسؤال ملاحظة    ًلافعندئذ غير ثابت و دورياً تابعا 
lim. لنفترض على سبيل الجدل أنّ ¥+نهاية عند  gيكون للتابع  ( )

x
g x

¥
=  0، وليكنT دوراً  <

lim. عندئذ نستنتج من من  a، ثم لنتأمل عدداً gللتابع  ( ( ) )
u

a E u T
¥

+ = limو ¥+ ( )
x
g x

¥
=  

limأنّ  ( ( ) )
u
g a E u T

¥
+ =   ولكن( ) ( ( ) )g a g a E u T= )إذن  uأياً كانت قيمة  + )g a =  ّولأن .a 

ا . وبتطبيق م¥+نهاية عند  gثابت بما يناقض افتراضنا. إذن ليس للتابع  gعدد كيفي استنتجنا أنّ 
)سبق على التابع  )x g x-  نستنتج أن ليس للتابعg  أيضاً. ¥-نهاية عند  

2المعين بالعلاقة   fأوجد نهاية التابع   1
( )

1

x
f x

x

+
=

-
، ثمَّ أوجد ¥+وعند  ¥-وعند  1عند  

  معادلات المستقيمات المقاربة لخطه البياني وبيِّن وضع الخط البياني بالنسبة إلى مقارباته الأفقية.
  

   
 

1
lim ( )
x

f x
-

= و ¥-
1

lim ( )
x

f x
+

= 1xالذي معادلته  D، فالمستقيم ¥+  مستقيم مقارب. =
 lim ( ) 2

x
f x

+¥
limو = ( ) 2

x
f x

-¥
2yالذي معادلته  d، فالمستقيم = مستقيم مقارب في جوار  =

3. وكذلك فإن ¥-و¥+كل من 
1

( ) 2
x

f x
-

- ,1[على  dفوق  fإذن، يقع  ،= وتحته  ¥+]
[على  ,1[-¥. 

2
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2المعين بالعلاقة  fأوجد نهاية التابع  
( )

1

x
f x

x

-
=

+
ثمَّ أوجد  .-1وعند  ¥+وعند  ¥-عند  

  المستقيمات المقاربة لخطه البياني وبيِّن وضع الخط البياني بالنسبة إلى مقارباته الأفقية. معادلات

  
 

( 1)
lim ( )

x
f x

- -
= و¥-

( 1)
lim ( )

x
f x

+ -
= 1xالذي معادلته  D، فالمستقيم ¥+  رب.مقا =

 lim ( ) 2
x

f x
+¥

= limو - ( ) 2
x

f x
-¥

= 2yالذي معادلته  d، فالمستقيم - = مستقيم مقارب  -

2. وكذلك فإن ¥-و ¥+في جوار كل من 
( ) 2

1
f x

x
+ =

+
 dفوق  fإذن، يقع  ،

[على  [1,- [وتحته على  ¥+ , 1[-¥ -. 
  f 1[معرف على المجال التابع هو ال, 2وفق  ¥+] sin

( )
1

x x
f x

x

+
=

-
.  

  َّ2أثبت أن 1 2 1
( )

1 1

x x
f x

x x

- +
£ £

- -
1xأياً يكن   >.   

  استنتج نهايةf  عند+¥ .  
  

   
  ّ1لأن sin 1x- £ 2وجدنا أنّ  xأياً كانت  £ 1 2 sin 2 1x x x x- £ + £ ، وبالقسمة على +

1xالمقدار الموجب  1xاستنتجنا أنّه في حالة  -   لدينا  <
2 1 2 1

( )
1 1

x x
f x

x x

- +
£ £

- -
  

  ّ2ولأن 1
lim 2

1x

x

x¥

+
=

-
2و  1

lim 2
1x

x

x¥

-
=

-
limأنّ ، استنتجنا  ( ) 2

x
f x

+¥
استناداً إلى مبرهنة  =

  الإحاطة.
  

3 وفق التابع المعرف على  fليكن   2( ) 2 3 1f x x x= - وليكن  -
C  في الشكل المرافق.المبيّن خطه البياني  
  ادرس نهايةf  وعند  ¥-عند+¥.  
  احسب( )f x¢  وادرس إشارته، ثمَّ نظِّمْ جدولاً بتغيراتf.  
 . أثبت أنَّ المعادلة( ) 0f x وإذا رمزنا إلى  جذراً واحداً فقط.تقبل  =

1.6,1.7ùينتمي إلى المجال  aأثبت أنَّ  ،a هذا الجذر بالرمز éû ë.  

  

5

4

3
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   lim ( )
x

f x
+¥

= limو ¥+ ( )
x

f x
-¥

= -¥.  
 2( ) 6 6 6 ( 1)f x x x x x¢ = - =   ، إذن-

0 1

( ) 0 0

( ) 1 2

x

f x

f x

-¥ +¥

¢ + - +
-¥ - - +¥  

  

 في حالة  التغيرات استناداً إلى جدولx  من] )يكون  ¥-]1, ) 1f x £ )فليس للمعادلة  - ) 0f x = 
[حلول في  ,1]. أمّا على المجال ¥-]1, 1])فالتابع متزايدٌ تماماً، ومن ثمَّ  ¥+] [) [ 2, [f +¥ = - +¥ 

]ينتمي إلى  0و 2, [- )، إذن للمعادلة ¥+ ) 0f x ,1]في  aحلٌّ وحيد  = . وهو الحل الوحيد لهذه ¥+]
[إذ ليس لهذه المعادلة حلول في  المعادلة في  )2. وأخيراً بكتابة ¥-]1, ) (2 3) 1f x x x= - - 

  نحسب 
(1.6) 2.56 (0.2) 1 0.512 1 0

(1.7) 2.89 (0.4) 1 1.156 1 0

f

f

= ´ - = - <
= ´ - = - >

  

a]1.6,1.7[نستنتج إذن أنّ  Î .  
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      لنتعلمّ البحث معاً      

   تغيير للمتحوّل 

sin(3بالعلاقة  *معرف على ال fالتابع نتأمّل    )
( )

x
f x

x
  عند الصفر. f. ادرس نهاية =

   ّنحو الحل   

   ؟، لماذانحن أمام صيغة عدم تعيين  
   بحثاً عن طريق   

)ذكِرنا عبارة تُ : الطريقة الأولى )f x  بالتابعsinx
x

x
  عند الصفر. وهذا  1الذي تساوي نهايته

3Xجرِ التغيير أ يقودنا إلى التفكير بتغييرٍ للمتحول. x=ثمَّ أنجز الحل ،.  
)تمكن كتابة : الثانيةالطريقة  )f x  بالصيغةsin(3 ) sin 0

( )
0

x
f x

x

-
=

-
عبارة هي معدل تغير ، وهذه ال

sin التابع 3x x.  لإيجاد نهاية ذلك استفد منf عند الصفر.  
  .واكتبهُ بلغةٍ سليمة الحلأنجزِ 

      
   رعند الصفينعدمان البسط والمقام  لأن.  
    3نضعX x=  فيكونsin( ) 3 X

X
f x ولكن  =

0
lim 0
x
X


sinو =

0
lim 1X

XX
، إذن =

0
lim ( ) 3
x
f x


=   

)وبطريقة ثانية، نعلم أنّ التابع  ) sin 3g x x=  اشتقاقي ومشتقه( ) 3 cos 3g x x¢ وعلى الخصوص  =
(0) 3g ¢ )، ولكن هذا يعني أنّ = ) (0)

00
lim (0) 3g x g

xx
g-

-
¢= أو  =

0
lim ( ) 3
x
f x


=.  

  

+ التابع   +x ax bx c 2  

)2وفق  التابع المعرفٌ على  fليكن  ) 2 1f x x x= +  خطه البياني.  وليكن .+
  .¥-، وكذلك الأمر في جوار ¥+يقبل مقارباً مائلاً في جوار  إثبات أنَّ الخط المطلوب هو 

   ّنحو الحل   

    الفهم السؤ   
  22في كثير الحدود  المسيطرالحد 1x x+  ، عند القيم الكبيرة ن أنّه، فيمكن أن نخمِّ 22xهو  +

) يكون، xللمتحول  )f x 22 من مرتبة 2x x=.  

7

6
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  قبحثاً عن طري   
 ثبت أنَّ أ( )2 2

4
lim 2 1 2
x

x x x
+¥

+ + - =.  
  استنتج قيمة( )2

4
lim ( ) ( 2 )
x

f x x
+¥

- +.  
  أعد الدراسة السابقة في جوار-¥.  

  .واكتبهُ بلغةٍ سليمة الحلأنجزِ 

  
 ناه في حالة لدينلاحظ أن  

2

2 2

2

1

2 1

( 2 1 2 )( 2 1 2 )
( ) 2

( 2 1 2 )
11

2 22 1 2

x

x
x

x x x x x x
f x x

x x x

x

x x x +

+ + - + + +
- =

+ + +
++

= =
+ ++ + +

  

1إذن نستنتج من كون 
lim 0
x x¥

و =
2

1
lim 0
x

x

x¥

+
)أنّ  = ) 2

4
lim ( ) 2
x

f x x
¥

- = .  

  ّنستنتج إذن أن  
2

lim ( ) 2 0
4x

f x x
¥

æ æ öö÷÷ç ç ÷÷- + =ç ç ÷÷ç ç ÷÷ç çè è øø
  

2عادلته الذي م Dفالمستقيم 
4

2y x=   .¥+في جوار  Cمستقيم مقارب للخط  +
  2بالمثل نجد أن المستقيم الذي معادلته

4
2y x= - ي جوار ف Cمستقيم مقارب للخط  -

-¥ .  

  فرديةالدرجة ال يدود ذالحكثير   

   يكتب بالصيغة nمن الدرجة  P حدودٍ  من المعلوم أنَّ كثيرَ 
1

1 0( ) n n
n nP x a x a x a-

-= + + +  0حيثna ¹.  
  .على الأقلحقيقياً جذراً  Pفرديّاً، قبِلَ  عدداً  nإثبات أنَّه إذا كان نهدف إلى 

   ّنحو الحل   

   .يتعلق الأمر بإثبات أنَّ للمعادلة  فهم السؤال( ) 0P x فردي. يتبادر  nحلاًّ على الأقل في حالة  =
)ندرس تغيرات التابع  إلى الذهن أن )x P x ولأنَّ التابع .P  مستمرٌ، يمكن التفكير في إيجاد

)يحققان  bو  aعددين  ) ( ) 0P a P b´   في تحقيق ما خطر لنا. تفيدأيَّةُ مبرهنة  .>
  .0لنفترض أوّلاً أنّ  بحثاً عن طريقna >.  

  احسبlim ( )
x

P x
+¥

limو  ( )
x

P x
-¥

 .فردياً  nمستفيداً من كون العدد  

8
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 وجد عددان حقيقيان استنتج أنّه يa وb  يحققان( ) 0P a )و < ) 0P b <. 
  استنتج وجود عدد حقيقيc  يحقق( ) 0P c =. 
  0ادرس بالمثل حالةna < . 

  .واكتبهُ بلغةٍ سليمة الحلأنجزِ 
  

  
  ّ0لنفترض أولاً أنna   . إذن<

lim ( ) lim n
n

x x
P x a x

+¥ +¥
= = limو     ¥+ ( ) lim n

n
x x

P x a x
-¥ -¥

= = -¥  
limنستنتج من  ( )

x
P x

-¥
= )يحقق   aأنّه يوجد عدد حقيقي  ¥- ) 0p a <. 

lim ولأنّ  ( )
x

P x
+¥

= )يحقق   aأكبر تماماً من  bفيوجد  ¥+ ) 0P b >. 
]مستمراً على Pولما كان  , ]a b  ويحقق( ) ( ) 0P a P b )فللمعادلة  > ) 0P x على الأقل  cحلّ واحد  =

]ينتمي إلى المجال  , ]a b.ويتم إثبات المطلوب في هذه الحالة .  
  
  0أنّ  الآنلنفترضna )بتطبيق ما سبق على كثير الحدود . > ) ( )Q x P x= الذي أمثال  -

)يحقق  cحده المسيطر موجبة نستنتج وجود عدد حقيقي  ) 0Q c )وعندئذ يكون  = ) 0P c أيضاً  =
  هذه الحالة أيضاً.فنكون قد أثبتنا صحة النتيجة في 
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              قدُُماً إلى الأمام

  ، وادرس عند الضرورة النهاية من اليمين ومن اليسار.aعند  fادرس في كل حالة نهاية التابع  

2

2

2

3 2

2

2

4
( ) ,1,5,

6 5
4 12

( ) , 2,2,
4

2 1
( ) , 2,1,

2
1 2

( ) , 3,3,
3 9

x
f x a

x x
x x

f x a
x
x x

f x a
x x

f x a
x x

-
= = -¥ +

- +
- -

= = -¥ - +
-

- -
= = -¥ - +

+ -

¥

¥

¥

= - = -¥ - +¥
- -









  

4
2

3

3

1
( ) 2 sin , ( ) ,1,

1
1

( ) 1, ( ) (2 cos ) ,
1

x
f x x x a f x a

x
x

f x a f x x x a
x

¥ ¥
-

= + = -¥ + =

¥

= -¥ +
-

-
= = + = + = -¥ ¥+

-

 

 

  

  
  هنا

2

4 4
( )

( 1)( 5)6 5

x x
f x

x xx x

- -
= =

- -- +
  ومنه {1,5}\على مجموعة تعريفه  

1 1

5 5

lim ( ) 0 lim ( ) 0

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

x x

x x

x x

f x f x

f x f x

f x f x
- +

- +

-¥ +¥

 

 

= =

= -¥ = +¥

= -¥ = +¥

  

   هنا
2

2

4 12 6
( )

24

x x x
f x

xx

- - -
= =

--
}\فه على مجموعة تعري  2,2}- ومنه  

2

2 2

lim ( ) 2 lim ( ) 1 lim ( ) 1

lim ( ) lim ( )
x x x

x x

f x f x f x

f x f x
- +

- -¥ +¥

 

= = =

= +¥ = -¥
  

  هنا
2 2( 1)(2 1) 2 1

( )
( 1)( 2) 2

x x x x x
f x

x x x

- + + + +
= =

- + +
}\على مجموعة تعريفه   2,1}- ومنه  

1

( 2) ( 2)

4
lim ( ) lim ( ) lim ( )

3
lim ( ) lim ( )

x x x

x x

f x f x f x

f x f x
- +

 -¥ +¥

 -  -

= = -¥ = +¥

= -¥ = +¥
  

   هنا
2

2
( )

9

x
f x

x

+
=

-
}\على مجموعة تعريفه   3,3}- ومنه  

9
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3 3

( 3) ( 3)

lim ( ) 0 lim ( ) 0

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

x x

x x

x x

f x f x

f x f x

f x f x
- +

- +

-¥ +¥

 

 -  -

= =

= -¥ = +¥

= -¥ = +¥

  

  هنا
4

3 2

1 1
( )

1 1

x
f x x

x x x

-
= = +

- + +
  ومنه {1}\على مجموعة تعريفه  

1

4
lim ( ) lim ( ) lim ( )

3x x x
f x f x f x

 -¥ +¥
= = -¥ = +¥  

 1نّ لأ sin 1x- £   استنتجنا أنّ  £
2 1 ( ) 2 sin 2 1x f x x x x- £ = + £ +  

  وبالاستفادة من مبرهنة الإحاطة نجد
lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
-¥ +¥

= -¥ = +¥  
  ّ1هنا لأن cos 1x- £ 2استنتجنا أنّ  £ cos 1x+   ومنه ³

0xفي حالة  - )3لدينا  < )f x x³  إذنlim ( )
x

f x
+¥

= +¥.  
0xوفي حالة  - )3لدينا  > )f x x£  إذنlim ( )

x
f x

-¥
= -¥.  

  1هنا
( )

1
f x

x
=

-
,1[على مجموعة تعريفه     ومنه ¥+]

1
lim ( ) lim ( ) 0
x x
f x f x

 +¥
= +¥ =  

1 وفق التابع المعرف على  gليكن   
( )

3 2 sin
g x

x
=

+
.  

 ت أنَّ أثبg .محدود  

  استنتج كلاًّ من النهايتين
2

lim
3 2 sinx

x
x+¥

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷+ ÷çè ø
sin و 

lim
3 2 sinx

x x

x+¥

æ ö+ ÷ç ÷ç ÷ç ÷+ ÷çè ø
.  

  

    
  1التابع

( )
3 2

u x
x

=
+

3تماماً على  متناقص 
2

] [,- 1ولأنّ  ¥+ sin 1x- £ £  xأياً كانت  +

(1)استنتجنا أنّ  (sin 1)) (u u x u£ -£
 .

1كان  xأي أياً كانت 
( ) 1

5
g x£   محدود.  gفالتابع  £

  ّنستنتج من المتراجحة السابقة أن
2

2 ( )
5

x x
x

g ، إذن، لأنّ xأياً كانت  ³
2

lim
5x

x
+¥

= +¥ ،

2limاستنتجنا أنّ  ( )
x

x g x
+¥

= أو ¥+
2

lim
3 2 sinx

x

x+¥
= +

+
¥.  

10
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1xلمثل في حالة وبا sinلدينا  < 1 0x x x+ ³ - 1، ومنه <
( sin ) ( )

5

x
x x g x ³

-
في هذه  +

1الحالة، ولكن 
lim

5x

x
+¥

-
= sinإذن  ¥+

lim
3 2 sinx

x x

x+¥

+
= +

+
¥.  

  

ابع المعين بالعلاقة الت fليكن  
2

2

3 6
( )

2

x x
f x

x x

+
=

- -
.  

  عيّنf مجموعة تعريف f .  
  أوجد الأعدادa وb وc  التي تحقق( )

1 2
b c

f x a
x x

= + +
+ -

  .fمن  x، أياً تكن 
  ادرس نهايةf  عند حدود المجالات الثلاثة التي تؤلفf.  

   
  ّ2 بملاحظة أن 2 ( 2)( 1)x x x x- - = - }\نستنتج أنّ   + 1,2}f = -    
  لنفترض وجود أعدادa وb وc  تحقق  

23 6
( )

( 1)( 2) 1 2

x x b c
f x a

x x x x

+
= = + +

+ - + -
  

lim. عندئذ بحساب fمن  xأياً كانت  ( )
x

f x
+¥

3aباستعمال كل من العلاقتين نجد   . ثمُّ بضرب =
1xر غير المعدوم طرفي المساواة بالمقدا   نجد  +

23 6 ( 1)
( 1)

2 2

x x c x
a x b

x x

+ +
= + + +

- -
  

1bوجدنا  -1فإذا حسبنا نهاية كل من الطرفين عند    بطريقتين نجد f(0). وأخيراً بحساب قيمة =
1

0 3
0 1 0 2

c
= + +

+ -
  

8cومنه    . وبالعكس، نتحقّق مباشرة أنّ =
2 2

2 2

1 8 3 3 6 2 8 8 3 6
3 ( )

1 2 2 2

x x x x x x
f x

x x x x x x

- - + - + + +
+ + = = =

+ - - - - -
  

    

( 1) ( 1)

2 2

lim ( ) 3 lim ( ) 3

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

x x

x x

x x

f x f x

f x f x

f x f x

- +

- +

-¥ +¥

 -  -

 

= =

= -¥ = +¥

= -¥ = +¥

  

التابع المعين بالعلاقة  fليكن  
2

( )
( 1)

x
f x

x
=

-
.  

  ادرس نهايةf  1في جوار .  
  ًأوجد مجالاI  6ويحقق  1مركزه( ) 10f x   .I{1}\من  xتكن  ، أياً <

12

11
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2

( )
( 1)

x
f x

x
=

-
  

  من الواضح أنّه عندما تسعىx  الصفر بقيم إلى الواحد يسعى البسط إلى الواحد ويسعى المقام إلى
موجبة إذن 

1
lim ( )
x
f x


= +¥.  

  المطلوب هو تعيين عددa  1بحيث تقتضي المتراجحة 1xa a> >+ 1xفي حالة  - ¹ 
)6المتراجحة  ) 10f x > .  

47ر مثلاً لنخت 10a -= 0.5aلمّا كان  ´ 1استنتجنا من  > 1xa a> >+ 1x، حيث -   أنّ  ،¹
6

2
6

82

1 0.5 50
( ) 10 10

49( 1) 49 10

x
f x

x

a

a -

-
= > > = ´ >

- ´
  

0.5aتفدنا من هنا في المتراجحة الأولى صغّرنا البسط وكبّرنا المقام، وفي المتراجحة الثانية اس < .  
  . a، عند f ادرس في كل حالة نهاية التابع  

2 2

2

( ) 4 2 ( ) 2

2 1 2
( ) 0 ( ) 3

31 1
1

( ) 1, ( ) 1,
11

f x x x x a f x x x x a

x x
f x a f x a

xx
x x x

f x a f x a
xx

= + + = -¥ = + - = +

+ -
= = = =

-+ -
+ - +

¥

= = - + = = +
--

¥ ¥

 

 

 

  

   
 0لة هنا في حاx 2لدينا:  <

2 2

2 2
( ) 2

1 12
x

x
f x x x x

x x x
= + - = =

+ ++ +
  

limوعليه  ( ) 1
x

f x
+¥

=.  

  1هنا في حالة
4

x < 2xلدينا:  - x= ومن ثَمّ  -
2

1
( )

14 2 4 2

x
f x

x x x
x

= =
+ - - + -

  

1وعليه 
lim ( )

4x
f x

-¥
= -.  

  1هنا في حالةx > 3xو  - 1لدينا:   ¹ 2 1
( )

3 1 2

x
f x

x x

+ -
= =

- + +
  

وعليه 
3

1
lim ( )

4x
f x


=.  

  1هنا في حالةx > 0xو  - 2لدينا   ¹
( ) 2( 1 1)

1 1

x
f x x

x
= = + +

+ -
   

وعليه 
0

lim ( ) 4
x
f x


=.  

  0هنا في حالةx 1xو  <   لدينا   ¹

13
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1

(1 ) 1
( )

1 1(1 )(1 ) 1
x

x x x x x
f x

x x x x

- + -
= = - = - = -

- +- + +
  

وعليه 
1

1
lim ( )

2x
f x


= limو - ( ) 1

x
f x

+¥
= -.  

  
  1هنا في حالةx 1)2لدينا  < ) (1 )x x+ =   ومنه +

2

2

1 ( 1) 1
( )

( 1)( 1) 11

x x x
f x

x x xx

+ + +
= = =

- + --
  

limإذن  ( ) 1
x

f x
+¥

1x. وفي حالة = < 21لدينا  - (1 )x x+ = -   ومنه  +
1

( )
1

x
f x

x

+
= -

-
  

إذن 
( 1)

lim ( ) 0
x

f x
- -

=.  

  
  .f ادرس في كل حالة نهاية التابع 

1 cos sin
( ) 0 ( ) 0,

sin
2 3 2 sin

( ) 2 ( ) 0
1 cos2 5 3

x x
f x a f x a

x x
x x x

f x a f x a
xx

¥
-

= = = = +

- -
= = = =

-+ -

 

 
  

  
  0في حالةx sinلدينا  < sin

( )
x x

f x x
xx

= إذن  =
0

lim ( ) 0 1 0
x
f x


= ´ ، ومن جهة =

1أخرى لدينا  1
( )f x

x x
- £ 1ولأنّ  £

lim 0
x x+¥

limاستنتجنا أنّ  = ( ) 0
x

f x
+¥

=.  

  0في حالةx [ من المجال ¹ , [p p- لدينا 
1 cos sin

( )
sin 1 cos

x x
f x

x x

-
= =

+
إذن  

0
lim ( ) 0
x
f x


=.  

  0في حالةx [ من المجال ¹ , [p p- نالدي 
sin

( ) (1 cos )
1 cos sin

x x x
f x x

x x
= = +

-
، ومنه نستنتج 

أنّ 
0

lim ( ) 2
x
f x


=.  

  2في حالة
3

x   لدينا  <
2 3 2 6 3 2 5 3 3 2 5 3

( )
2 4 22 5 3 2 3 2 2 3 2

x x x x
f x

xx x x

- - - + + + +
= = ⋅ = - ⋅

-+ - + - + -
  

9إذن 
42

lim ( )
x
f x


= -  
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,3[التابع المعرف على المجال  gليكن   3وفق  ¥+] 1
( )

3

x
g x

x

-
=

-
.  

  احسبlim ( )
x

g x
+¥

limواستنتج   ( ( ))
x

g g x
+¥

.  
  أعدْ حسابlim ( ( ))

x
g g x

+¥
)بعد كتابة   ( ))g g x  بدلالةx.  

  

  
 lim ( ) 3

x
g x

+¥
8وكذلك فإنّ  =

( ) 3 3
3

g x
x

= + >
-

,3[من  xأياً كانت   )إذن  ¥+] )g x 
، وعليه فإنّ ¥+عند  3بقيم أكبر من  3يسعى إلى 

3
lim ( ( )) lim ( )
x u

g g x g u
++¥ 

= = +¥.  
  بحساب مباشر نجد( ( ))g g x x=  3أياً كانتx . وهكذا نجد مجدداً أنّ <

lim ( ( ))
x

g g x
+¥

= +¥.  

) المعرف بالعلاقة fالخط البياني للتابع  يكن ل  )
c

f x ax b
x d

= + +
-

الأعداد  جدْ  .
  :قةعلماً أنّ الخواص الآتية محقّ  dو cو bو aة الحقيقيّ 
  3المستقيم الشاقولي الذي معادلتهx   .مقارب للخط  =
  2المستقيم المائل الذي معادلته 5y x=   .¥-وعند  ¥+عند  مقارب للخط  -
  (1,2)تنتمي النقطةA  إلى الخط.  

   
  3لو كانd كان  ¹

3
lim ( ) 3

3x

c
f x a b

d
= + +

-
وهذا عددٌ حقيقي، مما يناقض كون المستقيم  

3xالذي معادلته  3dن يكون . إذن لا بُدّ أمستقيماً مقارباً شاقولياً للخط  = =. 
  استناداً إلى النقطة الثانية لديناlim ( ( ) (2 5)) 0

x
f x x

+¥
- - limأي  = (( 2) 5) 0

x
a x b

+¥
- + + = 

limلأنّ  0
3x

c

x+¥
=

-
2a. وهذا يقتضي أن يكون  5bو = = -.  

  (1)من 2f 10cنستنتج أنّ  = = -.  
. بيِّنْ، في كل fالذي ندرسه على مجموعة تعريفه  f الخط البياني للتابع هو فيما يأتي  

  .للخط  )أفقية أو شاقولية أو مائلة(ان ثمة مستقيمات مقاربة ك حالة، إنْ 
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2

2

2 2

2 2

2

3 3

2 2

2 1
( ) 3 ( )

31
3 2

( ) 1 ( ) 1
22

2 sin 2 5 4
( ) ( )

3 1 6 1
( ) ( )

1 1
3 2 1 1

( ) ( )
1 2

x
f x x f x

xx
x x

f x x f x
xx

x x x x
f x f x

x x
x x x x

f x f x
x x
x x x

f x f x
x x

+
= - + + =

-+

= - + = - +
+

+ + + -
= =

- + + +
= =

- -
+ - +

= =
+ +

 

 

 

 

 

  

  فكّر باستعمال القسمة الإقليدية لكثيرات الحدود. و و في مساعدة: 
  

  
  1التابع

( )
3

x
x f x

x

+
=

-
  3}\{معرّف على  ّولأنlim ( ) 1

x
f x

+¥
limو = ( ) 1

x
f x

-¥
= 

1yمستقيم مقارب أفقي معادلته  fأنّ للخط البياني استنتجنا  . ولأنّ =
3

lim ( )
x

f x
+

= +¥ 
و

3
lim ( )
x

f x
-

= 3xمستقيم مقارب شاقولي معادلته  fاستنتجنا أنّ للخط البياني  ¥- =.  

   التابع
2

2
( ) 3

1
f x x

x
= - + +

+
  ولأنّ  ،معرّف على  

( )lim ( ) 3 0
x

f x x
+¥

+ - )و = )lim ( ) 3 0
x

f x x
-¥

+ - =  
3yته مستقيم مقارب معادل fاستنتجنا أنّ للخط البياني  x= -   . ¥-و ¥+في جوار كلّ من  +

  2التابع
( ) 1

2

x
f x

x
= -   ولأنّ  ،*معرّف على  +

( )( )2
lim ( ) 1 0x

x
f x

+¥
- + )و = )( )2

lim ( ) 1 0x

x
f x

-¥
- + =  

1مستقيم مقارب معادلته  fاستنتجنا أنّ للخط البياني 
2

x
y = . ¥-و ¥+في جوار كلّ من  +

لأن  وكذلك
0

lim ( )
x

f x
+

= و ¥-
0

lim ( )
x

f x
-

= مستقيم مقارب  fاستنتجنا أنّ للخط البياني  ¥+
0xشاقولي هو محور التراتيب الذي معادلته  =.  

  مشابه للتمرين 1، ونجد أنّ المستقيم الذي معادلتهy x=   مستقيم مقاربٌ. -

  هنا
22 5 4 4

( ) 2 5
x x

f x x
x x

+ -
= = +  f. للخط البياني . هذا يشبه التمرين *على  -

2مستقيم مقارب معادلته  5y x= . ويقبل أيضاً محور التراتيب ¥-و ¥+وار كلّ من في ج +
  مقارباً شاقولياً.
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  هنا
2 2 sin 2 sin

( )
x x x

f x x
x x

+ + +
= = ارب مستقيم مق f. للخط البياني *على  +

yمعادلته  x=  ويقبل أيضاً محور التراتيب مقارباً شاقولياً.¥-و ¥+في جوار كلّ من .  
  1هنا لدينا مقارب أفقي معادلتهy 1xيان معادلتاهما ومقاربان شاقول = 1xو = = -.  
  2هنا لدينا مقارب مائل معادلتهy x= 1xومقاربان شاقولي معادلته  - =.  
 ائل معادلته هنا لدينا مقارب مy x=.  
  3هنا لدينا مقارب مائل معادلتهy x=.  
  

)2وفق  التابع المعرف على  fليكن   ) 2 4f x x x= + +.  
.a   احسبlim ( )

x
f x

+¥
)ثمَّ   )lim ( ) ( 1)

x
f x x

+¥
- +.  

.b   استنتج وجود مقارب مائلD  للخط البيانيC  للتابعf  في جوار+¥.  

.c   ادرس الوضع النسبي للمقاربD  والخطC.  
.a  احسب lim ( )

x
f x

-¥
.  

.b   وجود عدد حقيقي أثبتa  يحقق( )
lim
x

f x
a

x-¥
)وأنَّ نهاية  = )x f x ax-  عند

  .bعددٌ حقيقي  ¥-
.c   استنتج وجود مقارب مائل¢D  للخط البيانيC  للتابعf  في جوار-¥.  

   
  0في حالةx 2لدينا   < 22 4 xx x+ + )ه ومن ³ )f x x³  إذنlim ( )

x
f x

+¥
= . ومن ¥+

  جهة أخرى نجد بحساب بسيط أنّ 

2

3
( ) ( 1)

2 4 1
f x x

x x x
- + =

+ + + +
  

)إذن  )lim ( ) 1 0
x

f x x
+¥

- - 1yالذي معادلته  Dفالمستقيم  = x= ياني مقارب للخط البمستقيم  +
C  للتابعf  في جوار+¥.  

)لنضع  ) ( ) ( 1)g x f x x= - ). والمساواة تابع مستمرٌ على  g. التابع + ) 0g x تقضي أن يكون  =
2 22 4 2 1x x x x+ + = + يحافظ على إشارة ثابتة على كامل  gوهذا أمرٌ مستحيل. إذن التابع  +

 ّ(0)، ولأن 1 0g = )استنتجنا أنّ  < ) 0g x  C، ومن ثمّ يقع الخط البياني من  xأياً كان  <
  .Dفوق 
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  2لمّا كانlim ( 2 4)
x

x x
-¥

+ + = limاستنتجنا أنّ  ¥+ ( )
x

f x
-¥

= 0xوفي حالة  .¥+ < 

2xلدينا  x= إذن   -
2

2

( ) 2 4f x x x

x x

+ +
= )ومنه  - )

lim 1
x

f x

x-¥
= . ثمُّ كذلك في حالة -

0x   لدينا >

2 2

2 4/2 4
( ) 1 1

1 1 2/ 4/

x
f x x x

x x x x

æ ö - -÷ç ÷+ = - + + =ç ÷ç ÷çè ø + + +
 

)إذن  )lim ( ) 1
x

f x x
-¥

+ =   . نستنتج إذن أنّ -
( )lim ( ) ( 1) 0

x
f x x

-¥
- - - =  

1yالذي معادلته  D¢فالمستقيم  x= -   .¥-في جوار fللتابع  Cمقارب للخط البياني مستقيم  -
)2وفق المعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن   ) 4 5f x x x= + + .  

.a  احسب lim ( )
x

f x
+¥

.  
.a   2الحدود اكتب ثلاثي 4 5x x+   بالصيغة القانونية، (متمّماً إلى مربّع كامل).  +
.b   استنتج وجود مقارب مائل للخط البيانيC  للتابعf  ه.. اكتب معادلت¥+في جوار  

  
  2لمّا كانlim ( 4 5)

x
x x

+¥
+ + = limاستنتجنا أنّ  ¥+ ( )

x
f x

+¥
=   ثمُّ نلاحظ أنّ  .¥+
2 24 5 ( 2) 1x x x+ + = + +   

  إذن عندما تكونx 2مهملاً أمام  1يرة جداً يكون العدد كب( 2)x )ومن ثَمّ يتصرف  + )f x  وكأنّه
2( 2) 2x x+ = 2(لأنّ  + 0x +   في هذه الحالة) لذلك نتوقّع أن يكون المستقيم الذي معادلته <

2y x=   . لنتحقّق إذن من ذلك، لما كان fمستقيماً مقارباً للخط البياني للتابع  +

2

1
( ) ( 2)

( 2) 1 2
f x x

x x
- + =

+ + + +
  

)استنتجنا مباشرة أنّ  )lim ( ) 2 0
x

f x x
+¥

- - 2yفالمستقيم الذي معادلته ، = x= مقارب قيم مست +
  .¥+في جوار  fللتابع  Cللخط البياني 

)2وفق  المعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن   ) 1f x x x= + + .  
  ادرس نهايةf  اشرح التأويل الهندسي لهذه النتيجة.¥-عند .  
 أثبت أنَّ المستقيم D  2الذي معادلتهy x=  مقاربٌ للخطC  في جوار+¥.  
  ادرس الوضع النسبي للمقاربD  والخطC.  

  2( ) 1f x x x= + +  

20
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  0في حالةx لدينا  >
2

1
( )

1
f x

x x
=

+ -
limإذن   ( ) 0

x
f x

¥-
، فيكون محور الفواصل الذي =

0yمعادلته    .¥-في جوار  fلبياني للتابع مستقيماً مقارباً للخط ا =
  0في حالةx 2لدينا  <

2

1
( ) 2 1

1
f x x x x

x x
- = + - =

+ +
إذن  

lim ( ( ) 2 ) 0
x

f x x
+¥

- 2yي معادلته الذ D، فيكون المستقيم = x=  ًللخط  اً مقاربمستقيماC  في جوار
+¥.  
  لنضع( ) ( ) 2g x f x x= ). والمساواة تابع مستمرٌ على  g. التابع - ) 0g x تقضي أن يكون  =

2 21x x+ ، لا ينعدم فهو يحافظ على إشارة ثابتة على كامل  gوهذا أمرٌ مستحيل. إذن التابع  =
(0)ولأنّ  1 0g = )نتجنا أنّ است < ) 0g x    .Dفوق  C، ومن ثمّ يقع من  xأياً كان  <

)2وفق  المعرف على  fللتابع الخط البياني  Cليكن   ) |4 1|f x x x= + - .  
.a  ادرس نهايةf  وعند  ¥-عند+¥ .  
.a  احسب( )lim ( ) 3

x
f x x

+¥
-.  

.b  احسب( )lim ( )
x

f x x
-¥

+.  
.a  استنتج أنَّ الخطC  1يقبل مستقيمين مقاربين مائلينD 2وD .يُطلب إيجاد معادلتيهما  
.b  ادرس الوضع النسبي للخطC  1وكلٍ من المقاربينD 2وD  .  

   
  1في حالة

2
x 24لدينا  < 1 0x - limومن ثَمّ  < ( )

x
f x

¥+
= 1. وفي حالة ¥+

2
x < لدينا  -

24أيضاً  1 0x - 2xو  < x= من ثَمّ  -
2

1
( ) 1 4f x x

x

æ ö÷ç ÷= - -ç ÷ç ÷çè ø
limإذن   ( )

x
f x

¥-
= +¥.  

  1في حالة

2
x 2لدينا  <

2

1
( ) 3 4 1 2

4 1 2
f x x x x

x x

-
- = - - =

- +
  إذن  

lim ( ( ) 3 ) 0
x

f x x
+¥

- =  
3yالذي معادلته  1Dفالمستقيم  x=  مستقيم مقارب للخط البيانيC  للتابعf  في جوار+¥.  
1في حالة 

2
x < 2لدينا  -

2

1
( ) 4 1 2

4 1 2
f x x x x

x x

-
+ = - + =

- -
  إذن  

lim ( ( ) ) 0
x

f x x
¥-

+ =  
yالذي معادلته  2Dفالمستقيم  x=   .¥-في جوار  fللتابع  Cمستقيم مقارب للخط البياني  -

  
 جزء ال.a .من السؤال أجبنا عنه أعلاه  
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  لنضع( ) ( ) 3g x f x x= ). والمساواة تابع مستمرٌ على  g. التابع - ) 0g x  تكافئ =

2|4 1| 2x x- =  
0xوهذا يُكافئ أنّ  2و < 2|4 1| 4x x- 0xأو  = 28و < 1x فقط عند قيمة  g. إذن ينعدم =

1واحدة هي 
2 2

x   ومنه الجدول الآتي =

  
)ي النقطة ف 1Dالمقارب  Cويقطع  )1 3

2 2 2 2
,A.  

  لنضع( ) ( )h x f x x= ). والمساواة تابع مستمرٌ على  h. التابع + ) 0h x  تكافئ =
2|4 1| 2x x- = -  

0xوهذا يُكافئ أنّ  2و > 2|4 1| 4x x- 0xأو  = < 
28و 1x 1عند  فقط  h. إذن ينعدم =

2 2
x = ه ـومن -

  الجدول الآتي:

  
)في النقطة  2Dالمقارب  Cويقطع  )1 1

2 2 2 2
,B - .   

)2وفق  المعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن   ) 4 4 3f x x x= - + .  
.a  ادرس نهايةf  وعند  ¥+عند-¥.  
.a  24اكتب 4 3x x-   بالشكل القانوني. +
.b التابع  ادرس نهايةh  المعرف وفق( )2( ) ( ) 2 1h x f x x= -   .¥+وعند  ¥-عند  -
.c  استنتج أنَّ الخطC ادلتيهما.يقبل مستقيمين مقاربين مائلين يُطلب إيجاد مع  
.a  أثبت أنَّ الخطC .يقع فوق كلٍّ من هذين المقاربين  

   
  لا أفكار جديدة في هذه المسألة. نترك التفاصيل للقارئ.

وفق  المعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن  
2

( )
9

x
f x x

x
= +

+
 .  

.a  أثبت أنَّ المستقيم D  1الذي معادلتهy x=   .¥+في جوار  Cمقاربٌ للخط  +

23

22
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x
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C

--¥ +¥
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.b   ادرس الوضع النسبي للمقاربD  والخطC.  
.a  أصحيحٌ أنَّ المستقيم¢D 1معادلته  الذيy x=   ؟¥-في جوار  Cمقاربٌ للخط  -

  
.a   0في حالةx 2xلدينا  < x=  إذن

2

2
( ) ( 1) 1

9

x
f x x

x
- + = -

+
  ومنه  

lim ( ( ) ( 1)) 1 1 0
x

f x x
¥+

- + = - =  

1yالذي معادلته  Dفالمستقيم  x= 2. ولأنّ ¥+في جوار  Cمستقيم مقارب للخط  + 2 9x x< + 

أنّ استنتجنا 
2 2

2 2
( ) ( 1) 1 1 0

9 9

9x x
f x x

x x

+
- + = - < - =

+ +
  .Dيقع دوماً تحت  Cإذن  

  0في حالةx 2xيكون  > x= إذن  -
2

2
( ) ( 1) 1

9

x
f x x

x
- - = - +

+
  ومنه  

lim ( ( ) ( 1)) 0
x

f x x
-¥

- - =  

1yالذي معادلته  D¢فالمستقيم  x=   .¥-في جوار  Cمستقيم مقارب للخط  -
)3وفق  التابع المعرف على  fليكن   ) 1f x x x= + ).  احسب + 1)f ثمَّ أثبت  f(0)و  -

1,0ùمن المجال  cوجود عدد حقيقي وحيد  é-û ë  ّق يحق( ) 0f c =.  

  
  التابعf  متزايدٌ تماماً على  لأنّ مشتقه موجبٌ تماماً. فإذا كان للمعادلة( ) 0f x حلٌّ كان هذا  =

 الحل وحيداً. 
  ولكن( 1) 1f - = (0)و - 1f [يغير إشارته على المجال  fإذن التابع المستمر  = 1, ، فلا بدّ -]0

)من هذا المجال. إذن تقبل المعادلة  cأن ينعدم عند نقطة  ) 0f x حلاً وهذا الحل ينتمي إلى  =
] 1, 0[-.  

)نستنتج مما سبق أنّ للمعادلة  ) 0f x [ينتمي إلى  c، وأنّ في  cحلاً وحلاً وحيداً  = 1, 0[-.  
  

}التابع المعرف على  fليكن   }\ 1- وفق 
3

( )
1

x
f x

x
=

+
 .  

  َّأثبت أنf  3متزايد تماماً على المجال
2
, 1é é- -ê êë ë.  

  نظِّمْ جدولاً بتغيراتf  3على المجال
2
, 1é é- -ê êë ë.  

  أوجد( )3
2
, 1f é é- -ê êë ë  وأثبت أنَّ للمعادلة( ) 10f x 3حلاًّ وحيداً في المجال  =

2
, 1é é- -ê êë ë.  

   

25
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  ّنلاحظ أن
2

2

(2 3)
( )

( 1)

x x
f x

x

+¢ =
+

)، إذن  ) 0f x¢ 3على المجال  <
2
, 1ù é- -ú êû ë فالتابع ،f  ٌمتزايد

  تماماً على هذا المجال. 
  ّولأن

3/2

27
lim ( )

4x
f x

-
و =

( 1)
lim ( )

x
f x

- -
=   وجدنا جدول التغيرات الآتي ¥+

  
   ّنستنتج مما سبق أن( ) 273

2 4
[ , 1[ [ , [f - - = 27لمجال ينتمي إلى ا 10. ولأنّ ¥+

4
[ , [+¥ .

)استنتجنا مما سبق أنّ للمعادلة  ) 10f x 3حلاً وحيداً في المجال  =
2

[ , 1[- -.  
I[0,3]التابع المعرف على  fليكن   )2وفق  = ) 2 3f x x x= - - .  
  ادرس تغيراتf .ونظِّم جدولاً بها  
  استنتج قيمx  التي تحقق( ) 0f x =.  
  0])عيّن, 3[)f.  

   
. للمعادلة جذرٌ وحيدٌ [1,3]ومتزايد  [0,1]لا أفكار جديدة في هذه المسألة البسيطة. التابع متناقص على 

3xهو  (]0,3]). و= [ 4,0[f = -.  
وفق  التابع المعرف على  fليكن   

2

1
( ) 1

1
f x

x
= -

+
 مستمر على  f. أثبت أنَّ 

)وعيّن  )f .  

   
. ودراسة لأنّه تابع كسري بسطه كثير حدود، ومقامه كثير حدود لا ينعدم على  التابع مستمر على 

  بسيطة للتابع تعطينا جدول التغيرات الآتي:
0

( ) 0

( ) 1 0 1

x

f x

f x

-¥ +¥

¢ - +
 

  

)إذن  ) [0,1[f =.  
  وفق: التابع المعرف على  fليكن  

( )2 1cos : 0
( )

0 : 0
x

x x
f x

x

ìï ¹ï= íï =ïî
  

3
2

27
4

1

( )

( )

x

f x

f x

- -

¢ +

+¥
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  احسب نهايةf .عند الصفر  
  هلf  مستمر عند الصفر؟ هل هو مستمر على.؟ علل إجابتك  

   
  0في حالةx )2لدينا  ¹ )f x x£  ّلأن|cos(1/ )| 1x )2. المتراجحة £ )f x x£  ًمحقّقة أيضا

0xفي حالة  2. ولكن =

0
lim 0
x
x


إذن  =

0
lim ( ) 0
x
f x


=.  

  لما كان
0

lim ( ) 0 (0)
x
f x f


= مستمرٌ عند الصفر، وهو مستمرٌ عند كل نقطة  f. فالتابع =

0 0x 1بسبب استمرار  ¹
x

x
  0عندx واستمرار كل من ،cosx x 2وx x  على إذن .

f  مستمر على.  
  

  وفق: التابع المعرف على  fليكن  
21 1

: 0( )
: 0

x
xf x x

m x

ìï - +ï ¹ïï= íïï =ïïî

  

  ؟مستمراً على  fالتي تجعل  mما قيمة 

   
[التابع مستمر على  , 0[ ]0, [-¥ È يجب أن يكون مستمراً عند  ، فلكي يكون مستمراً على ¥+

  الصفر.
0xة ولكن في حال لدينا  ¹

2
( )

1 1

x
f x

x

-
=

+ +
  عند الصفر يكافئ fومن ثَمّ فإنّ شرط استمرار  

0
(0) lim ( ) 0

x
m f f x


= = =.  

  
)يرمز   )E x إلى الجزء الصحيح للعدد الحقيقي x ليكن .f  [0,2]التابع المعرف على المجال 

)وفق  ) ( )f x x E x= - .  
  ارسم الخط البياني للتابعf  [0,2]على المجال.  
  هلf  ؟[0,2]مستمر على المجال  
  

   
  استناداً إلى تعريف تابع الجزء الصحيح لدينا( ) 0E x )، و]0,1]من  xلة في حا = ) 1E x في  =

  بالصيغة المُكافئة : f، ومنه يمكن أن نعبّر عن ]1,2]من  xحالة 

30
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: [0,1[

( ) ( ) 1 : [1,2[

0 : 2

x x

f x x E x x x

x

ìï Îïïï= - = - Îíïï =ïïî

  

   نلاحظ أن
1

lim ( ) 1 (1)
x

f x f
-

= 1xفالتابع غير مستمر عند  ¹    [0,2]فهو غير مستمر على  =
  

)يرمز   )E x قي إلى الجزء الصحيح للعدد الحقيx ليكن .f  [0,2]التابع المعرف على المجال 
  وفق

( )2( ) ( ) ( )f x E x x E x= + -.  
  اكتب( )f x  بعبارة مستقلة عن( )E x  لا تحوي )( )E x.(  
  َّأثبت أنf  ؟[0,2]مستمر على المجال   

   
  استناداً إلى تعريف تابع الجزء الصحيح لدينا( ) 0E x )، و]0,1]من  xفي حالة  = ) 1E x في  =

  افئة :بالصيغة المُك f، ومنه يمكن أن نعبّر عن ]1,2]من  xحالة 
2

2 2

: [0,1[

( ) ( ) ( ( )) 2 2 : [1,2[

2 : 2

x x

f x E x x E x x x x

x

ìï Îïïï= + - = - + Îíïï =ïïî

  

  التابعf  وهذه التوابع  ]1,2]و ]0,1[تابع كثير الحدود على كل من المجالين
  . فنحسب2و 1عند كل من  fرار مستمرة على مجالات تعريفها. بقي إذن أن نتحقّق من استم

  2لدينا  1عند

11
lim ( ) lim 1 (1)

xx
f x x f

- 
= =  .1فالتابع مستمرٌ عند  =

  ا لدين 2عند( )2

22
lim ( ) lim 2 2 2 (2)

xx
f x x x f

- 
= - + =   .2فالتابع مستمر أيضاً عند  =

  .[0,2]مستمرٌ على  fإذن 
,0]المعرف على  fهو الخط البياني للتابع  Cفي معلمٍ متجانس،   ]p  وفق( ) sinf x x=و .d 

1هو المستقيم الذي معادلته 
2

y x=.  
.a   ارسم كلاًّ منC وd.  
.b   1يبدو أنَّ للمعادلة

sin
2

x x=  ًحلاًّ وحيداa  0[في المجال, ]pاستفد من الرسم لإيجاد . 
  .aمجال صغير ينتمي إليه 

.a نرمز بالرمز g  0]إلى التابع المعرف على, ]p  1وفق
( ) sin

2
g x x x= -.  

.a   احسب( )g x¢  َّوأثبت أن( )g x¢  ينعدم عند
3

x
p

=.  

32
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.b   نظِّمْ جدولاً بتغيراتg.  
.a   1استنتج مما سبق أنَّ المعادلة

sin
2

x x=  ًتقبل حلاًّ وحيداa  0[في المجال, ]p.  

 .a   

  
.b  الرسم أنّ يوحي

2
[ ,2]pa Î.  

  1هنا لدينا
2

( ) sing x x x= 1و  -
2

( ) cosg x x¢ = الذي ينعدم عند  -
3

x p=  ومنه جدول
  التغيرات

3

3 2

0

( ) 0

( ) 0 ( )

x

g x

g x g

p

p p

p

¢ + -

- 
  

من غير المهم أو المفيد حساب هنا 
3

( )g p  ّالمهم فقط أن هذه القيمة موجبة، وذلك لأنg  ًمتزايدٌ تماما
على 

3
[0, ]p إذن ،

3
0 (0) ( )g g p= <.  

  -  بسبب التزايد التام للتابعg  على
3

[0, ]p  ّنستنتج أن( ) (0)g x g>  في حالةx من
3

]0, ]p فليس ،
)للمعادلة  ) 0g x حلول في المجال  =

3
[0, ]p.  

على المجال  -
3

[ , ]p p  التابعg  ّمتناقص تماماً. ولأن
3

( ) 0g p )و < ) 0g p استنتجنا أنّ للمعادلة  >
( ) 0g x   . aحلاً وحيداً في هذا المجال وليكن  =

)مما سبق نستنتج أنّ للمعادلة  ) 0g x ,0[في المجال  aحلاًّ وحيداً  = ]p ّونتوثّق أن .
2

] ,2[pa Î  ّلأن  

2 4
( ) 1 0g p p= - (2)و < sin2 1 0g = - <  

I[0,1]تابعاً مستمراً ومعرفاً على المجال  fليكن   )ويحقق  = )f x IÎ أياً يكن ،x  منI .
)وفق  Iإلى التابع المعرف على  kنرمز بالرمز  ) ( )k x f x x= . بتطبيق مبرهنة القيمة -

)يحقق  Iمن  a، أثبت وجود عدد حقيقي kالوسطى على التابع  )f a a=.  

  
0استناداً إلى الفرض  (0)f£ (1)و 1f   إذن £

x

y

1

0 p
2

p



d

33
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(1) (1) 1 0 (0) (0)k f f k= - £ £ =  
)، ونعلم في هذه الحالة أنّ Iتابعٌ مستمرٌ على المجال  kالتابع  )k I  هي مجال ينتمي إليه العددان

(0)k (1)وk 0الذي يقع بينهما أي  0عدد فلابُدّ أن ينتمي إليه ال [ (1), (0)] ( )k k k IÎ Ì يوجد . إذنa  
)يحقّق  Iمن  ) 0k a )أي  = )f a a=.  

  ع مستمرةمجموعة تواب  

  وفق: المعرف على  mfالخط البياني للتابع  mCعدداً حقيقياً، وليكن mليكن 
3 2( ) 8mf x x mx x m= + - -  

.a  0لبيانيين أثبت أنَّ الخطين اC  1وC  يتقاطعان في نقطتينA  وB أوجد إحداثيات هاتين .
  النقطتين.

.b   استنتج أنَّ جميع الخطوط البيانيةmC  تمر بالنقطتينA  وB.  
.a  أوجد نهايةmf  و عند  ¥+عند-¥.  
.a  أنَّ للمعادلة استنتج مما سبق( ) 0mf x   .m، أياً يكن العدد ثلاثةَ حلول متمايزة في  =

     
  إذا كانت( , )a b  0نقطة مشتركة بينC 1وC  0وجب أنّ يكون( )f a b= 1و( )f a b= أي  

3

3 2

8

8 1

a a b

a a a b

- =

+ - - =
  

2بالطرح نجد  1a 7bوبالتعويض في جملة المعادلتين نجد  = a=   نه نستنتج أنّ . وم-
( , ) (1, 7)a b = )أو   - , ) ( 1,7)a b = -  

,1)في النقطتين  1Cو 0Cإذن يتقاطع  7)A )و - 1,7)B -.  
(1)من ناحية أخرى نحسب  7mf = mAفنستنتج أنّ  - CÎ  وكذلك( 1) 7mf - فنستنج أنّ  =

mB CÎإذن تمر جميع الخطوط البيانية .mC بالنقطتين A وB.  
  نهايةmf  هي نهاية حدّه المسيطر إذن ¥-و  ¥+عند كل من  

lim ( )m
x

f x
¥

= limو      ¥+ ( )m
x

f x
-¥

= -¥  
   لما كانmf  كثير حدود من الدرجة الثالثة فللمعادلة( ) 0mf x ثلاثة حلول على الأكثر. ولكن  =

  كل تابع مستمر يغير إشارته على مجال ينعدم بالضرورة على هذا المجال ومنه:
  لما كان( 1) 7mf - limو = ( )m

x
f x

-¥
)فللمعادلة  ¥-= ) 0mf x ينتمي إلى  1xحل  =

] , 1]-¥ -. 
  لما كان( 1) 7mf - (1)و = 7mf = )فللمعادلة  - ) 0mf x [ينتمي إلى  2xحل  = 1,1[- . 

34
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  (1)لما كان 7mf = limو - ( )m
x

f x
¥

= )فللمعادلة  ¥ ) 0mf x ,1[ينتمي إلى  3xحل  = [+¥  .  
)فللمعادلة  ) 0mf x   .ثلاثة حلول متمايزة في  =
I[0,1]تابعاً مستمراً واشتقاقياً على المجال  fليكن     ويحقق الشرطين: =
  أياً كانx  منI  كان( )f x  منI.  
  وأياً كانx  كان   ]0,1[من( ) 1f x¢ < .  

)أثبت أنَّ للمعادلة  )f x x=  حلاًّ وحيداً فيI.  

   
:لنتأمّل التابع  , ( ) ( )k I k x x f x = -  هذا تابع اشتقاقي ومشتقه( ) 1 ( )k x f x¢ ¢= موجبٌ  -

)ولدينا  Iتابع متزايدٌ تماماً على  k. إذن Iتماماً على  ) [ (0),1 (1)]k I f f= -   . ولكن -
0 1 (0) 1( )ff £ £ --  

0إذن  ( )k IÎ فللمعادلة ،( ) 0k x   (بسبب الاطراد التام). Iحلٌ وحلٌّ واحد فقط في  =
)2وفق  ابع المعرف على الت fليكن   ) 1f x x= خطه البياني في معلمٍ  Cوليكن  .+

)متجانس  ); ,O i j
 .  

  أثبت أنَّ للخطC .محور تناظر  
  ادرس نهايةf  وعند  ¥+عند-¥.  
  َّأثبت أن

2

1
( )

1
f x x

x x
- =

+ +
يقبل مقارباً مائلاً  C. استنتج أنَّ من  x يكن، أياً 

d  عيِّن الوضع النسبي للخط ¥+في جوار .C  ومقاربهd.  
  ليكنC )وفق  المعرف على  gالخط البياني للتابع  ¢ ) ( )g x f x=  ، وليكن-

C C ¢= È.  أثبت أنَّ معادلة  2هي 2 1y x- =.  
  ًنعتمد معلماً جديدا( ); ,O u v

 حيث ( )2
2

u i j= +
   و( )2

2
v i j= - +

 .  لتكنM 
)اها نقطة إحداثيت , )x y  في المعلم( ); ,O i j

  اها وإحداثيت( , )X Y  في المعلم( ); ,O u v
. أوجد 

x وy  بدلالةX وYلخط . ارسم ا  في المعلم( ); ,O u v
.  

    
 f معرف على مجموعة متناظرة بالنسبة إلى المبدأ، وفي حالة عدد حقيقيx لدينا  

2 2( ) 1 ( ) 1 ( )f x x x f x- = + - = + =  
  زوجي وخطه البياني متناظر بالنسبة إلى محور الراتيب.  fفالتابع 
 lim ( )

x
f x

+¥
= limو ¥+ ( )

x
f x

-¥
= +¥.  

36
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 لما كان 
2

1
( )

1
f x x

x x
- =

+ +
lim، استنتجنا أنّ  ( ( ) ) 0

x
f x x

+¥
- الذي  d، فالمستقيم =

yمعادلته  x=  مستقيم مقارب للخطC  وأياً كانت ¥+في جوار .x  من  كان
2 2( ) 1 | |f x x x x x= + > = )أو  ³ ) 0f x x-   .dيقع دوماً فوق مقاربه  C، فالخط <

  النقطة( , )x y  تنتمي إلى  إذا وفقط إذا كان( )y f x=  أو( ) ( )y g x f x= = . وهذا يكافئ -
22قولنا إنّ  2( ( )) 1y f x x= = 2. أي + 2 1y x- =.  

 لدينا  
( ) ( )1 1

2 2
1 1
2 2
( ) ( )

xi yj OM Xu Yv X i j Y i j

X Y i X Y j

+ = = + = + + - +

= - + +

     
   

1إذن 
2
( )x X Y= 1و -

2
( )y X Y= +.  

( , )x y Î   2إذا وفقط إذا كان 2 1y x- 2أي  = 2( ) ( ) 2X Y X Y+ - - 1أو  =
2

XY = .

1هو الخط البياني للتابع  فالمنحني 

2
X

X
  في المعلم( ; , )O u v

معروف للقارئ.ه ، ورسم  
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  تابع القيمة المطلقة: تغيرات. حل معادلة 

}المعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن  }\ 1, 1fD = - +  :وفق  

2
( ) 1

1

x
f x x

x
= + +

-
  

.a   اكتب( )f x .3بصيغة لا تحوي قيمةً مطلقة 3
2

1+   
.b   ادرس نهايةf  عند حدود مجالاتfD ثمَّ أوجد .( )f x¢  مجالات وادرس إشارته علىfD .  
.a  ادرس تغيراتf  .ونظِّمْ جدولاً بها  
.a   1تحقّق من أنَّ المستقيمين اللذين معادلتاهماy x= 1yو  + x= - هما، بالترتيب،   -

بالنسبة إلى هذين  C. ادرس وضع ¥-وعند  ¥+عند  Cمقاربان مائلان للخط البياني 
  المقاربين.

.b  وجد معادلةً للمماس أT  للخط البيانيC  في النقطةA  منه علماً أنَّ فاصلةA  تساوي
  الصفر.

.c   ارسمT ومقاربي C  ثمَّ ارسمC.  
.a  أثبت أنَّ للمعادلة( ) 0f x [في المجال  aحلاًّ وحيداً  =  -110وأوجد مجالاً طوله  -]1,1

  aتنتمي إليه 

     
  ّا كان لم| 1| 1x x+ = 1xفي حالة  + > |و  - 1| 1x x+ = - 1xفي حالة  - < ا استنتجن -
  أنّ 

2

2

1 : 1
1( )

1 : 1, 1
1

x
x x

xf x
x

x x x
x

ìïï- - + < -ïïï -= íïï + + > -+ ¹ïïïî -

  

  
  ومنه

  

( 1) ( 1)

1 1

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

x x

x x

x x

f x f x

f x f x

f x f x

- +

- +

-¥ +¥

 -  -

 

= +¥ = +¥

= -¥ = +¥

= -¥ = +¥

  

37
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  ولدينا

2

2 2

2 2

2 2

1
1 : 1

( 1)( )
( 3)

: 1, 1
( 1)

x
x

xf x
x x

x x
x

ìï +ï- - < -ïï -ïï¢ = íï -ï > - ¹ïï -ïïî

  

)إذن  ) 0f x¢ [على  > , 1[ ] 1,1[ ]1, 3[-¥ - È - È و( ) 0f x¢ [على  < 3, [+¥.  
   :ومنه جدول التغيرات  
  

  
 
  نتأمّل تابع الفرقg  :( ) ( ) ( 1)g x f x x= - [في حالة . + 1,1[ ]1, [x Î - È   لدينا  ¥+

2
( ) ( 1)

1

x
f x x

x
- + =

-
  

)ومن ثمّ  )lim ( ) ( 1) 0
x

f x x
+¥

- + 1yالذي معادلته  D . فالمستقيم= x= مستقيم مقارب للخط  +
  . ¥+في جوار  fللتابع  Cالبياني 
,1[على المجال  D فوق Cويكون  لأن  ¥+]

2
0

1

x

x
>

-
 Dتحت  Cعلى هذا المجال. ويكون  

[وفوقه على المجال  ]0,1[على المجال  [1, . (0,0)على هذا المجال عند  Cفي حين يتقاطع مع  -0
[على  Dبالنسبة إلى  Cبقي أن ندرس الموقع النسبي للخط  , 1[-¥ . على هذا المجال كل من -

1xو fالتابعين  x- -  متناقصٌ تماماً، إذن التابع: ( ) ( 1)g x f x x- +  متناقصٌ تماماً على
] , 1[-¥ limولدينا  - ( )

x
g x

-¥
= و ¥+

( 1)
lim ( )

x
g x

- -
= من المجال  g. إذن يوجد قيمة وحيدة ¥-

] , 1[-¥ 8. وبملاحظة أن gينعدم عندها التابع  - 34
5 195

( ) 0g - = 3و < 1
2 5

( ) 0g - = - نستنتج  >
1.6أنّ  1.5g- < < 0.6و - ( ) 0.5f g- < <   . إذن-

  
  وبالمثل نتأمّل تابع الفرقh  :( ) ( ) ( 1)h x f x x= + [في حالة . + , 1[x Î -¥   لدينا  -

2
( ) ( 1)

1

x
f x x

x
+ + =

-
  

1 0 1

( )

x

g x

C

g ¥-¥ - +

D فوق D تحت

+

D فوق D تحت D فوق

+ +--

3 3
2

1 0 1 3

( ) 0 0

( ) 1 1

x

f x

f x

¥-¥ - +
¢ - - - - +

+¥ -¥ +¥ -¥ +¥ + +¥    
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)ومن ثمّ  )lim ( ) ( 1) 0
x

f x x
-¥

+ + 1yالذي معادلته  D¢ . فالمستقيم= x= - مستقيم مقارب  -
  . ¥-في جوار  fللتابع  Cللخط البياني 

[على المجال  D¢تحت  Cويكون  , 1[-¥ لأن  -
2

0
1

x

x
<

-
فوق  Cعلى هذا المجال. ويكون  

¢D  على كل من المجالين] [1, ,1[و -0 )لأنّ  ¥+] )h x ارين موجبين هما يساوي مجموع مقد( )f x 
1xو . ]0,1[على  D¢بالنسبة إلى  Cعلى هذين المجالين. بقي أن ندرس الموقع النسبي للخط  +

0.8تحقّق  bعلى هذا المجال، نجد أنّه ينعدم مرة واحدة عند  hبدراسة بسيطة للتابع  0.9b< < 
1.8ومن ثَمّ  ( ) 1.9f b- < < -.  

  إذن
  

  
  

مسألة مستقلة بحد  D¢و Dين بالنسبة إلى المستقيم C. تُعدّ دراسة الموضع النسبي للخط ملاحظة
ذاتها. لذلك، وما لم نكن نسعى إلى رسم دقيق جداً لهذا المنحني، يمكن الاكتفاء بدراسة الوضع لنسبي 

بالنسبة إلى  ¥-وفي جوار  Dبالنسبة إلى  ¥+للخط البياني بالنسبة إلى مقاربيه فقط في جوار 
¢D.ثمُ نستنتج الخواص السابقة من الرسم .  

.b  (0,1)معادلة المماس في النقطةA  (0)هي (0)( 0) 1y f f x¢= + - و يوازي محور . فه=
  الفواصل.

.c  .الرسم  

1 0 1

( )

x

h x

C

b ¥-¥ - +

D¢ تحتD¢ فوق

+

D¢ تحت D¢ فوق

+ +--
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 f مستمر ومتناقص تماماً على] )ويغير إشارته عليه فللمعادلة  -]1,1 ) 0f x  aيد حل وح =

[ينتمي إلى  3. ونلاحظ أنّ -]1,1 1
4 28

( ) 0f = 4و < 19
5 45

( ) 0f = - [، إذن > 0.75,0.8 [a Î.  
  

)في معلمٍ متجانس    , , )O i j
 نقطتان الثابتتان ، لدينا ال( 3, 4)A والنقطة المتحولة  B(2,1)و -

( , 0)M x نقرن بالنقطة .M  َالنقطةM   التي نعرفها  كما يلي:  ¢
  ُيقطعُ المستقيم( )AM  المحور( ; )O j

  فيm.  
  ُيقطعُ المستقيم( )Bm  المحور( ; )O i

  فيM ¢.  
Mنرمزُ إلى فاصلة  )بالرمز  ¢ )f x.  

.a  بدون حساب، خمِّنْ نهايةf  عند+¥.  

.a  َّ8أثبت أن
( )

3 3
x

f x
x

=
-

عند  f، ثمَّ استنتج نهاية -3وعن  1عن  xعندما تختلف  
+¥.  

.a  ادرس نهايةf  ما التأويل الهندسي لهذه النتيجة؟ ¥-عند .  
.b  ادرس نهايةf  1عندx   . ما التأويل الهندسي لهذه النتيجة؟=
.b  3عندماx = )، يكون المستقيم - )AM  ًموازيا( , )O j

  وتكونm »  يمكن »في اللانهاية .
)أنْ نقول في هذه الحالة أنَّ  )Bm  يوازي( , )O j

  َّوأنM ,2)تقع في  ¢ . نعرِّف عندئذ (0
)وفق  gالتابع  ) ( )g x f x=  عندما تختلفx  و-3وعن  1عن ،( 3) 2g - . لماذا =
  ؟-3مستمراً عند  gيكون 

x

y

O

1

1 3

gb
a

C D

¢D

2 3

3

2

4

38

x
MM ¢

m

B

A

y
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3xليشمل  g: نقول في هكذا حالة إننا مدَّدنا استمرار ملاحظة   = -.  

  
  عندما تسعىx  قيم يصبح المست ¥+إلى( )AM  موازياً لمحور الفواصل فتنطبقm  على

(0,4)C والمستقيم ،( )CB  3الذي معادلته
2

4y x= - يقطع محور الفواصل في النقطة  +
8
3

( , 0)M¥¢ ّ8. إذن نخمّن أن
3

lim ( )
x

f x
¥

=،  

   بافتراض أنّ إحداثيتاm  0)هما, )b  3يكون الشعاعان

4
Am

b

é ù
ê ú= ê ú-ê úë û


3و 

0 4

x
AM

é ù+ê ú= ê ú-ê úë û


 

12مرتبطان خطياً ومنه نحسب  4
4

3 3

x
b

x x

-
= + =

+ +
M. وبالمثل إحداثيتا  )هما  ¢ ( ), 0)f x 

  والشعاعان

3 3
3

2
x
x

Bm -
+

é ù-ê ú= ê ú
ê úë û


)   و    ) 2

1

f x
BM

é ù-ê ú¢ = ê ú-ê úë û


  

8مرتبطان خطياً ومنه 
( )

3 3

x
f x

x
=

-
8، و

lim ( )
3x

f x
¥

=.  
.a   8

3
lim ( )
x

f x
-¥

)يصبح المستقيم  ¥-إلى  x، عندما تسعى = )AM  ،موازياً لمحور الفواصل
Mومن الطبيعي أن تنطبق عندئذ  8على النقطة  ¢

3
( , 0)M¥¢ .ًالتي عيّناها سابقا 

   .b 
1

lim ( )
x

f x
+

= و ¥+
1

lim ( )
x

f x
-

= )يصبح المستقيم  1إلى  x. عندما تسعى ¥- )mB  ًموازيا 
Mلمحور الفواصل ولا يتقاطع معه، وكأنّ    في اللانهاية. ¢

  8إذن
( )

3( 1)

x
g x

x
=

-
1xفي حالة     . -3. وهو مستمرٌ عند ¹

  

 الحل
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  التوابع : الاشـتقاق

  
  

  تعاريف (تذكرة)  

  (تذكرة)  التوابع المألوفةبعض مشتقات   

  الاشتقاقتطبيقات   
   باشتقاق تابع مركّ  

  شتقات من مراتب علياالم 
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  �قاط التعلّم الأساسية في هذه الوحدة

  
 التذكرة بتعريف الاشتقاق، ومشتقات التوابع المألوفة. -
 المركبة. اشتقاق التوابع -
  تطبيقات الاشتقاق في دراسة التوابع وحلّ المعادلات. -
   أمثلة على مشتقات من مراتب عليا. -
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عـــــــــــــدد    التعلم عنوان الدرس
  الحصص

  تعاريف وتذكرة   

بعض مشتقات الدرس الثا�ي : 

  التوابع المألوفة (تذكرة)

    العدد المشتق والتابع المشتق

تقريب التآلفي ما فائدة ال    :تكريساً للفهم
  المحلي؟
  84 ص تَدرَّبْ 

1  
1  
1  

تطبيقات  الدرس الثالث  :

  الاشتقاق
  القيم الحديّة (تذكرة) - اطراد تابع اشتقاقي (تذكرة)

  89ص   تَدرَّبْ  :تكريساً للفهم 

1+1+1  

:اشتقاق تابع الدرس الرابع 

   مركب

 المبرهنة الخامسة  

ــــة  نســــتفيد مــــنكيــــف    دراســــة فــــي  5المبرهن
f=ق التابع اشتقا g u؟  

  94ص   تَدرَّبْ 

1  

1  

الدرس الخامس : المشتقات 
  تعريف    من مراتب عليا

  أفكار يجب تمَثُّـلُها

1  

  دراسة تابع، التوابع المُساعدة   أ�شطة

  مماس شاقولي    

  دراسة تابع مثلثاتي 
 كيف ندرس تابعاً مثلثاتيّاً ؟  

  نهايات ومشتقات 

1  

1  

 1 نشاط

 2 نشاط

 3 نشاط

 4 نشاط
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  2  حصتان  10الى  1من   تمرينات ومسائل الوحدة الأولى   

    
  لنتعلّم البحث معاً

  1    12و  11

   

  قدُُماً إلى
 الأمام     

  ثلاث حصص     34إلى 13من
س أن يختار عدداً  من المسائل بعناية يمكن للمدر

  وفق صفوف التكافؤ  ويشارك الطلاب بحلها في الصف 
  المدرجة في الجدول المرفق 

4  

  18  1ك  20حتى    1ك 1حصة         من 18  مجموع الحصص 
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  84  صفحة تَدرَّبْ 

  فيما يأتيfC الخط البياني لتابع  هوf . اكتب معادلةً لمماسfC في النقطة A  منfC  التي
  .4فاصلتها 

2 1
( ) ( )

1
( ) ( ) 2 1

1

f x x f x
x

f x f x x
x

= =

= = +
+

 

 
  

(4)هي  4معادلة المماس في النقطة التي فاصلتها   (4)( 4)y f f x¢= +   ومنه -
1 1
2 16

9 5 1
25 25 3 3

16 8
x

y x y x

y y x

= - + = -

= - = +

 

 
  

  ،في الشكل المرافقf  ٍهو الخط البياني لتابعf.  تأمّل الشكل
  : وأجب عن الأسئلة الآتية

  ً(0) منعيّن ما كلاf (2)وf و( 1)f f(0)و - f(2)و ¢ ¢ 
)و 1)f ¢ -.  
  ما عدد حلول المعادلة( ) 0f x  عددين صحيحينأعطِ  ؟=

)المعادلة  متتاليين يحصران كلاًّ من حلول ) 0f x =.  

  

 1
2

1 0 2

( ) 2 0

( ) 1 2 1

a

f a

f a

-
¢ -

-
  

 لمعادلة ل( ) 0f x ]ن، أحدهما في المجال حلاّ  = 2, 1]-   .[1,2]والآخر في المجال  -
 التابع المشتق للتابع  احسب، ما يأتيفيf مبيّناً المجموعة التي تحسب المشتق عليها.  

2
4 3 2

2

3 1 2 1 2
( ) 2 ( ) ( )

4 3 2 3
1 1 2

( ) ( ) ( )
14

sin sin
( ) ( ) ( ) cos

cos
1 sin cos

( ) ( ) ( ) sin cos
2 cos sin 1

x x
f x x x x f x f x x x x

x x
f x f x f x x

xxx
x x

f x f x f x x x
x x
x x

f x f x f x x x
x x

+ -
= - = = - + -

+ -
= = = -

+-

= = =

+
= = =

+ -

  

  

  

  

3 2 1

6 5 4

9 8 7

12 11 10

  

  
 )2 لدينا على  1 ) 2 1f x x x¢ = - +.  
 1 ينالد على  2 3

2 4
( )f x x¢ = +.  

  الحل

  الحل

  الحل

x

y

O

1

1 2

2

1-

1-

f
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 ,0[على 3 )3 لدينا ¥+] ) 4 3f x x x¢ = ]وإذا كتب الطالب  .- 0, ,0[بدلاً من  ¥+] فهذا  ¥+]
  في مثال سابق.ب تعليله، فقد جرت دراسته لصحيح أيضاً ولا يط

 }\على  4 1}- لدينا 
2

2
( ) 1

( 1)
f x

x

-¢ = -
+

.  

 }\على  5 2,2}- لدينا 
2

2 2

2 4
( )

( 4)

x x
f x

x

- + -¢ =
-

.  

 ,0[على  6 1 لدينا ¥+]
( )

2

x
f x

x x

-¢ =.  

 ) لدينا على  7 ) cos sinf x x x x¢ = -.  
 لدينا  {0}\على  8

2

cos sin
( )

x x x
f x

x

-¢ =  

 على أي مجال لا يحوي مضاعفاً فردياً للعدد  9
2
p  لدينا

2

1
( )

cos
f x

x
¢ =.  

 2 لدينا على  10 2( ) cos sinf x x x¢ = -.  
 من الصيغة  على أي مجال لا يحوي عدداً  11

2
( ), 2k kp pÎ +  1لدينا

( )
sin 1

f x
x

¢ =
-

.  

  لدينا على  12
2

sin 2 cos 1

(c )
(

2
)

os

x x

x
f x

+
=

+

+
¢.  
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  87صفحة   تَدرَّبْ 

  ليكن ط البياني للتابع الخf على  المعرف[ 2, وفق  -[4
2( )

1
ax b

f x
x

+
=

+
المرسوم في الشكل  Dعلماً أنَّ المستقيم  bو aعيّن . 

ق أنَّ التابع الذي وجدته تحقّ  .Aفي النقطة  للخط  مماسٌ المجاور 
   .ينسجم مع مضمون النص

  
 (2,1)بالنقطة  مرّ يA  (2)إذن 1f f(2)هو  Aالمماس في ميل و . =  Dوهو يساوي ميل المستقيم  ¢

(2)أي  1f ¢ . ولكن =
2

2 2

2

( 1
)

)
(

ax a bx

x
f x¢

- + -

+
(2)إذن من  = 1f (2)و = 1f ¢   تنتج أنّ نس =

1
5

1
25

(2 ) 1

( 3 4 ) 1

a b

a b

+ =

- - =
  

9a المشترك نجدوبالحل  13bو = = للتابع  تقع على الخط البياني  A. ونتحقّق بسهولة أنّ -

2

9 13

1

x
x

x

-

+
  ّوأنD 1معادلته  ذيالy x=   .مماس للخط  -

  
 ،في الشكل المجاور   ٍهو الخط البياني لتابع f  معرفٍ على 

}\واشتقاقي على  1,1}- .  
أيُّ الخطوط البيانية المرسومة في الأشكال الآتية يمكن أن يمثّل الخط 

  ؟fالبياني للتابع المشتق 
  

  
  

لوجب أن يكون  fالخط البياني للتابع المرسوم يمر بالمبدأ. فلو كان مساوياً لمشتق  في الشكل 
fلتابع الخط البياني ل أفقياً وهذا خُلفٌ. إذن لا يمكن أن يمثل  (0,1)في النقطة  المماس للخط  ¢.  

  الحل

  الحل

x

y

1

1

O

1-

1-



x

y

1

1

O

1-

1-



x

y

1

1

O

1-

1-
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y
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1
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)إلى  xعندما تسعى  -1الخط البياني للتابع المرسوم يقترب من  في الشكل  . فلو كان --(1
)في النقطة  لوجب أن يكون ميل المماس من اليسار للخط  fمساوياً لمشتق  1, 1)-  -1مساوياً  -

عندما  نّ المماس للخط وكذلك نلاحظ أ له مماس شاقولي في هذه النقطة. أيضاً لأنّ  وهذا خُلفٌ 
f، وهذا يوحي بأنّ للخط البياني للمشتق 2ازياً للمقارب الذي ميله و إلى اللانهاية يصبح م xتسعى  ¢ 

2yمقارب أفقي معادلته  fالخط البياني للتابع  . إذن في جميع الأحوال لا يمكن أن يمثل = ¢.  
fهو الخط البياني للتابع  إذن الشكل  ¢.  

   ليكن f المعرف على  التابع 3 وفق 2( )f x x x ax= - ليكون  a الحقيقيّ العدد يّن . ع+
1xعند  حدية محلياً  قيمة fللتابع  =.  

  
(1)يجب أن يكون  0f ¢ 1aومنه  = = -.  

   ليكن f {1}\ف على المعرّ  التابع  وفق
2 1

( )
1

ax bx
f x

x
+ +

=
-

عددان  bو a ، حيث
  :بحيث يتحقّق الشرطان الآتيان bو aنهدف إلى البحث عن قيم  ان.حقيقيّ 
 ( 1)f   للتابع.  محلياً  قيمة حديّة -
 معدومة. محلياً  لحديةا هذه القيمة  
  لماذا( 1) 0f ¢ - )و = 1) 0f -   ؟=
 عيّن a  وb.ثمَّ تحقق أنَّ التابع الذي حصلت عليه موافق لشروط المسألة ،  

  
  ( 1)f )، إذن للتابع محلياً  قيمة حديّة - 1) 0f ¢ - =.   

   إذن معدومة محلياً  لحديةا هذه القيمة ،( 1) 0f - =.   
  ولكن

2
( )

1

( 1)

a b
ax

x
f

+ +

-
¢ )إذن من  =- 1) 0f - )و = 1) 0f ¢ -   نستنتج أنّ  =

1
2
1
4

( 1) 0

(3 01)

a b

a b

- + -

- - =

=  

1a وبالحل المشترك نجد 2bو = وفي هذه الحالة يكون  .=
2( 1)

( )
1

x
f x

x

+
=

-
وهو ينعدم هو  

1xومشتقه عند  = -.  
 ليكن f المعرف على  التابع  3وفق( ) 3 5f x x x= - +.  

  ادرس تغيراتf .ونظِّمْ جدولاً بها  
  تحقق أنَّ للمعادلة( ) 0f x في مجال  الجذر احصر هذا. -2و  -3جذراً وحيداً يقع بين  =

  .-110لا يزيد طوله على 

  الحل

  الحل
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 هنا lim ( )

x
f x

¥
= limو ¥+ ( )

x
f x

-¥
= )2. ولدينا ¥- ) 3( 1)f x x¢ = ومنه جدول التغيرات  -

 :fالآتي للتابع 
1 1

( ) 0 0

( ) 7 3

x

f x

f x

-¥ - +
¢ + --

¥ +¥-
+

-

¥

  
 

  على المجال[ [1,- )، فليس للمعادلة 3يساوي  fالحد الأدنى للتابع  ¥+ ) 0f x حل على  =
]المجال  [1,- +¥ .  
[مستمرٌ ومتزايدٌ تماماً على  fوالتابع  , 1[-¥ ,ق ويحقّ  - 1[( [] ,7) ]f - = ¥-¥ 0. ولأنّ - 7< 

)للمعادلة  aفقط  استنتجنا أنّه يوجد حلّ وحلٌّ واحد ) 0f x [ينتمي إلى المجال  = , 1[-¥ . فإذا -
)هو الحل الوحيد للمعادلة  aالنقطة السابقة استنتجنا أنّ  استفدنا من ) 0f x   . في  =

)وعلاوة على ذلك، نرى أنّ  2) 3f - )و = 3) 13f - = ]، إذن - 3, 2]a Î - ملاحظة وأخيراً ب .-
) أنّ  2.2) 0.952 0f - = )و < 2.3) 0.267 0f - = - 2.3نرى أنّ  > 2.2a- < < -.  

  الحل
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   94صفحة    تَدرَّبْ 

  في التمرينات الآتية، احسب مشتقf  على المجموعةD .المشار إليها في كل حالة  
3

3 5

2

2

2

2 23

2
2

1
\{ 2}, ( ) , ( ) (2 1)

2

, ( ) 1 , ( ) sin
2 3

1 1
\[ 1,2], ( ) , ( )

2 1

sin
[0, [, ( ) [0, [, ( ) cos

cos

[0, [, ( ) tan

x
D f x D f x x

x

x
D f x x x D f x

x x
D f x D f x

x x x

x
D f x D f x x

x

D f x x

p p

p

p

æ ö+ ÷ç= - = = = -÷ç ÷÷ç +è ø

æ ö÷ç= = + = = - ÷ç ÷÷çè ø

+ +
= - = = =

- + +

= = = =

= =

 

 

 

 

 

 

 

6
[0, [, ( ) tan(3 )D f x xp= = 

  

  
2

2 3 4
4

2

2

2 3/23

2

4

3

3( 1)
30 (1 2

( 2)

2 1 1 1
sin (3 )

( ) ( ) )

( ) ( )

( ) ( )
(

(sin )( cos )
( ) ( )

cos

( ) 2(ta

2 61
3 1

2 1)2 ( 2) ( 1)
3 s

n tan ) ( )

in

2 o

3

c s

f x f x

f x f x

f x f x

x x
f x

x
x

f x
x

f

x
x

x
x

x
x

x xx x

x x

x

x x

x

f

p

+
-

+
æ ö+ ÷ç + ÷ç ÷÷çè ø+
-

-
+ +- +

¢ ¢= =

¢ ¢= =

¢ ¢= =

¢ ¢= =

¢ ¢= +

-

=

-

 

 

 

 

 2(1 tan (3 ))x+ 

  

  في معلمٍ متجانس( ); ,O i j
  ،2 2 1x y+  Cمعادلةٌ للدائرة  هي =

 Cربع الدائرة  وعليه فإنّ . 1 نصف قطرهاو  O التي مركزها
المعرف على  fللتابع  المرسوم في الشكل المرافق، هو الخط البياني

)2وفق  [0,1]المجال  ) 1f x x= -.  
  احسب( )f x¢  0,1]على المجال[.  
  استنتج معادلةً للمماسT  للدائرةC  في النقطةA التي تساوي 

1فاصلتها 
2

 .  
  َّق أنَّ المستقيم تحق( )OA  والمماسT .متعامدان  

  

  الحل

x

y

O

A

11
2
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2
( )

1

x
f x

x

-¢ =
-

.  

 1 1
2 3

( )f ¢ = 1في  T معادلة المماسإذن  - 3
2 2

( , )A  1هي 3 1
2 23

y x= - + وميله  .+
1
3

m = -   
  معادلة( )OA 3y x=  3وميلهm ¢ 1mm. ونرى أنّ = ¢ = )إذن  - )T OA^.  
  
  جد الخط البياني نفي الشكل المرافق  للتابعf على  المعرف  2وفق( ) 1f x x= +.  

  َّتحققْ أنf  ٌزوجي. تابع  
 نهاية  احسبf  عند و  ¥+عند-¥.  
 كون المستقيم الذي معادلته  علّلy x=  مقارباً مائلاً للخط

  ؟¥+في جوار  Cالبياني 
 ادرس تغيرات f هل من توافق بين نتائج الدراسة والنتائج .

  التي تستخلصها من الخط البياني؟ 

  
  التابع معرّف على لأوّل محقّق حكماً. وكذلك فإنّ فالشرط ا  

2 2( ) ( ) 1 1 ( )f x x x f x- = - + = + =  
  تابعٌ زوجي. fإذن 

  ّ2لأنlim ( 1)
x

x
+¥

+ = 2limو ¥+ ( 1)
x

x
-¥

+ = limاستنتجنا أنّ  ¥+ ( )
x

f x
+¥

= +¥ 
limو ( )

x
f x

-¥
= +¥.  

  لنضع
2

1
( ) ( )

1
g x f x x

x x
= - =

+ +
lim نلاحظ أن  ( ) 0

x
g x

+¥
)وأنّ  = ) 0g x أياً كانت  <

yالذي معادلته  D. إذن المستقيم xقيمة  x=  مستقيم مقارب للخط البيانيC والخط .C  ًيقع دوما
  .Dفوق 
  2لمّا كانx x تماماً على  اً متناقص- تماماً على  تزايداً وم+ 1، والتابعx x + 

، +ومتزايدٌ تماماً على  -متناقص تماماً على  fمتزايد تماماً استنتجنا أن تركيب هذين التابعين 
  الآتي: fه جدول تغيرات ومن

0

( ) 1

x

f x

-¥ +¥
-¥ +¥ 

  

 .fونلاحظ انسجام هذه النتائج مع الخط البياني المرسوم للتابع 

  الحل

  الحل

x

y

O
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 أ�شطة

  دراسة تابع، التوابع المُساعدة 

 دراسة تابع  
حساب نهاياته عند أطراف ، و fDمجموعة تعريفه  هو تعيين f، المقصود بدراسة تابع مةفي الحالة العا

 رسم ، وأخيراً دراسة تغيراته، و fCالبحث عن مقاربات خطه البياني و نة لمجموعة تعريفه المجالات المكوِّ 
دراسة التابع مما يفيد في جعل زوجي، أو فردي، أو دوري،  fأحياناً، نكتشف بسهولة أنَّ و  .يانيخطه الب
مستفيدين من طبيعة الخاصة التي  fDإلى كامل د الدراسة مدّ ثمُّ تُ  fDمن  على مجموعة جزئيةتقتصر 

  يتمتع بها التابع.
 كسري  دراسة تابع  

[معرف على ال fلنتأمّل التابع الكسري  1, [- الصيغة وفق  ¥+
3

1
( )

1
x

f x
x
-

=
+

الخط  لقد رسمنا باستعمال برنامج متخصص .
)في معلم متجانس  fللتابع  Cالبياني  , , )O i j

 .   
 ومن ثمَّ توضيح كيفية fف صفات بتعرّ  الآتيةستسمح الدراسة 

 أي برنامج استعمالدون  Cالوصول إلى رسم خطه البياني 
لا في الحقيقة،  .[0,1]ل سير الخط البياني على المجا وخصوصاً 

دائماً، جميع المعلومات  بو لحاسستعمال االخط المرسوم بايعطي 
تلك  عنه يزودنا بتصور مفيد جداً المتعلقة بالتابع، لكنّ 

   المعلومات.

  احسب( )f x¢  على المجال] 1, [- )إشارة ق أنَّ وتحقّ  ¥+ )f x¢  3تماثل إشارة 22 3 1x x- -.  

)إشارة  تعيينفي حالة تعذر   )f x¢  ٍجبرياً، ندرس تغيراتِ تابعٍ مساعدg  الإشارة  منهنستنتج
  . المطلوبة

  نرمز بالرمزg  إلى التابع المعرف على] 1, [- 3وفق  ¥+ 2( ) 2 3 1g x x x= - -.  
.a  ادرس تغيراتg.  
.b  أثبت أنَّ المعادلة( ) 0g x [على  aوحيداً  تقبل حلاً  = 1, [- ينتمي إلى  a، وأنَّ ¥+

  .[1.6,1.7] المجال
.c  استنتج إشارة( )g x.  

 1 نشاط

O 1

1

x

y
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 تغيرات بالاستفادة من النتائج السابقة، نظِّمْ جدولاً بf.  
  اكتب معادلةً للمماسD  للخط البيانيC  في النقطةA  ادرس و . 0منه التي تساوي فاصلتُها

[على المجال  Dومماسه  Cالوضع النسبي للخط  1,1]-.  
  أثبت أنَّ الخطC المستقيم  يقع فوقd  1مماسه في النقطة التي تساوي فاصلتُها.  
  ارسمD  وd  ثمَّ ارسمC.  

  
 لدينا 

3 2

3 2

2 3 1
( )

( 1)

x x
f x

x

- -¢ =
+

)إشارة ، إذن  )f x¢  3تماثل إشارة 22 3 1x x- -.  

 .a  لديناlim ( )
x

g x
+¥

= )و ¥+ 1) 6g - = ). وكذلك فإنّ - ) 6 ( 1)g x x x¢ =  gإذن للتابع  -
  جدول التغيرات الآتي:

1 0 1

( ) 0 0

( ) 6 1 2

x

g x

g x

- +
¢ + - +

- - - +

¥

¥  
  

.b  ّنستنتج من الجدول أن(] 1,1]) ] 6, 1]g - = - [لا ينعدم على  gفالتابع  - . أمّا على -[1,1
[1, ,1])ق تابعٌ مستمرٌ ومطردٌ تماماً ويحقّ  gفالتابع  ¥+] ) ,[ [[ 2g + = - +¥ للمعادلة  إذن. ¥
( ) 0g x ,1]في المجال  aحلٌ واحد  = [لا ينعدم على  g. ولمّا كان ¥+]  a، استنتجنا أنّ -[1,1

)هو الحل الوحيد للمعادلة  ) 0g x [في المجال  = [1,- . وعلاوة على ذلك، انطلاقاً من الصيغة ¥+
2( ) (2 3) 1g x x x= -   ، نحسب:-

(1.6) 0.2 2.56 1 0.512 1 0

(1.7) 0.4 2.89 1 1.156 1 0

g

g

= ´ - = - <
= ´ - = - >

  

1.6إذن  1.7a< <.  
.c  ّ0نستنتج من الدراسة السابقة أنg [على  > 1, [a- 0وg [على  < [,a +¥.  
  لمّا كان

( 1)
lim ( )

x
f x

+ -
= 1xاستنتجنا أنّ المستقيم الذي معادلته  ¥+ = مقارب شاقولي للخط  -

0limوكذلك فإنّ  .Cالبياني  ( )
x

f x
¥+

0y، إذن محور الفواصل الذي معادلته = مقارب أفقي للخط  =
أن نكتب جدول . واستناداً إلى دراسة إشارة المشتق التي أنجزناها سابقاً يمكن ¥+في جوار  Cالبياني 

  : fالتغيرات الآتي للتابع 

  
)حيث  ) 0.12f a »   .aاستناداً إلى القيمة التقريبية التي حسبناها للعدد  -

  الحل

1

( ) 0

( ) ( ) 0

x

f x

f x f

a

a

- +
¢ - +

¥

¥+  
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  (0)لما كان 1f (0)و = 1f ¢ = 1yاستنتجنا أنّ  - x= للخط البياني  Dللمماس  هي معادلة -
C  في النقطةA  وفوق ذلك نرى أنّ . 0منه التي تساوي فاصلتُها  

3 2

3 3

(1 )
( ) (1 ) ( 1)

1 1

x x x
f x x x x

x x

-
- - = - = ⋅ -

+ +
  

)إذن تتفق إشارة  ) (1 )f x x- )مع إشارة  - 1)x x على  -
] [على  Dفوق  C، إذن يقع -[1,1 1, ، ]0,1[، وتحته على -]0

  .(1,0)وهو يتقاطع معه مجدداً في النقطة 
 (1) لدينا 0f 1و =

2
(1)f ¢ = 1 إذن -

2
(1 )y x= هي  -

. 1في النقطة التي فاصلتُها  Cللخط البياني  dللمماس  معادلة
  ذلك نرى أنّ  علاوة علىو 

2 2

3

1 (1 ) (1 )
( ) (1 )

2 2( 1)

x x x
f x x

x

- + +
- - =

+
  

1إذن إشارة 
2

( ) (1 )f x x- [موجبة على  - [1,-  Cوالخط ، ¥+
[على  dفوق يقع  [1,- +¥.  

  مماس شاقولي 

 الحالة العامة  
  . إذا كان fDتنتمي إلى أحد مجالات  aنقطةٍ  عندمستمراً   fلنتأمّل تابعاً 

( ) ( )
lim
x a

f x f a

x a

-
= +¥

-
)أو    ) ( )

lim
x a

f x f a

x a

-
= -¥

-
  

)متجانس مماساً شاقولياً في النقطة  ، في معلمٍ fللتابع  fCبِلَ الخط البياني قَ  , ( ))A a f a.  ُهندسياً، يفسَّر
)و  aمستمر عند  f«الشرطان  ) ( )

lim
x a

f x f a

x a

-
= ¥

-
في النقطة  fCبأنَّ ميل القاطع للخط  »

( , ( ))A a f a  يسعى إلى) xيم الذي معادلته إلى المستقيسعى طع االقنَّ إ، أي ¥-)أو ¥+ a=  .  

 حالة التابع f x x:  
أثبت أنَّ  عند الصفر، لكنه غير اشتقاقي عند الصفر. مستمرٌ  fتعلم أنَّ 

  محور التراتيب مماس لخطه البياني في مبدأ المعلم.
  
  دراسة التابع : (2 )f x x x x-  

.a  ّأنَّ ق تحقf  [0,2]معرف على المجال.  
.b  َّأثبت أنf  واحسب  ]0,2[اشتقاقي على( )f x¢ .على هذا المجال  

 2 نشاط


M

1 h

1

x

y

y x=

O 1

1

x

y

d

D
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.a  ما نهاية( )f x
x

  اشتقاقي عند الصفر. fإلى الصفر؟ استنتج أنَّ  xعندما تسعى  

.a  ما نهاية( ) (2)
2

f x f
x
-
-

2xاشتقاقي عند  fهل  ؟2إلى  xعندما تسعى     ؟=
.a  نرمز إلى الخط البياني للتابعfجانس ، في معلم مت( , , )O i j

  بالرمز ،.  
.a  ادرس تغيراتf .ونظِّمْ جدولاً بها  
.b ي مماسَ  عيّن  0)في النقطتين, 0)A 2)و, 0)B.  

 .c ارسم مماسي  فيA  وB  ثمَّ ارسم.  

  

  ّ0هذا صحيح لأن 1

0

x

x x

-
=

-
ومن ثَمّ  

0

0
lim

0x

x

x

-
= +

-
¥.  

 .a f  2)لأنّ  [0,2]معرف على المجال )x x- موجب على هذا المجال.  
.b  التابع  ]0,2[على: (2 )u x x x-  تابع اشتقاقي وموجب تماماً إذن( )x u x  أيضاً اشتقاقي

)، وكذلك يكون ]0,2[ على )x x u x في حالة ، وx  0,2[من[:  
2( ) 3 2

( ) ( )
2 ( ) (2 )

u x x x
f x u x x

u x x x

¢ -¢ = + =
-

  

  في حالةx  لدينا  ]0,2[من( ) (0)
(2 )

f x f
x x

x

-
= ، إذن -

0

( )
im 0l
x

f x

x
 f. فالتابع =

(0)و 0اشتقاقي عند  0f ¢ =   

  في حالةx  لدينا  ]0,2[من( ) (2)

2 2

f x f x
x

x x

-
= -

- -
، إذن 

2

( ) (2)
lim

2x

f x f

x

-
= -

-
¥ .

   .2ولكن يقبل خطّه البياني مماساً شاقولياً عند  2يس اشتقاقياً عند ل fفالتابع 
.a  تغيرات جدولf هو  

3
2

3 3
4

0 2

( ) 0 0

( ) 0 0

x

f x

f x

¢ + -

 

  

  
.b  مماس  (0,0)فيA  هو محور الفواصل، ومماس  في
(0,2)B  2هو المستقيم الذي معادلتهx =.  
.c .الرسم مبينٌ في الشكل المجاور  

 

  الحل
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  دراسة تابع مثلثاتي 
  ً؟كيف ندرس تابعاً مثلثاتيّا  

  تذكَّرْ 
 ن االتابعsin وcos  2دوريان ويساوي الدورُ الأصغر لكل منهماp:   . لأنَّ

sin( 2 ) sinx xp+ )cosو  = 2 ) cosx xp+ =  
  التابعtan دوري ويساوي دوره الأصغرp:   . لأنَّ

tan( ) tanx xp+  حيث =
2

x kp p¹ kو + Î   

 ن االتابعsin( )x ax b+  وcos( )x ax b+  2والدورُ الأصغر لكل منهما هو

| |a

p .  

  :fDف على معرّ  fاستنتاج مجال دراسة تابعٍ في  ةالصفات الخاصة بالتوابع المثلثاتيّ  ما تفيدغالباً، 
  إذا كانT  دوراً للتابعf كان ،T  موجباً تماماً، وأياً كان العدد الحقيقيx، 

fxإذا كان  DÎ كان fx T D+ Î  و( ) ( )f x T f x+ =   
  .Tلحالة يمكن أن ندرس التابع على مجالٍ طوله في هذه ا

  إذا كانf  زوجياً أو فردياً، يكفي أن ندرسه على
2

0,T fDé ù Çê úë û،  ُّثم:  
  إذا كانf الخط البياني على  ور التراتيبمحبالنسبة إلى  المحوري زوجياً، أعطى التناظر

2
, 0T

fDé ù- Çê úë û .  
  إذا كانوf  فردياً، أعطى التناظر بالنسبة إلى المبدأO  الخط البياني على

2
, 0T

fDé ù- Çê úë û .  
   بعدئذ، يسمح الانسحابان اللذان شعاعاهماT i

  وT i-
  بالحصول على الخط البياني على

  مجالات أخرى.
  ة بمثل دراسة التوابع الأخرى.دراسة التوابع المثلثاتيّ  جريوخلاف ذلك، ت

 2 دراسة التابع sin sin2x x x+  
)وفق  على  فمعرّ ال fالتابع لنتأمّل  ) 2 sin sin 2f x x x= +.  
  ّق أنَّ تحقf  ٌّ2وأنَّ  دوريp  الفردية للتابع  أودورٌ له. ادرس الصفة الزوجيةf.  استنتج إمكانية

,0]على المجال  fدراسة  ]p.  
  ّفي حالة عدد حقيقي ه، أثبت أنx  لدينا ( ) 2(2 cos 1)(cos 1)f x x x¢ = - +.  
  ادرس تغيراتf  0]على المجال, ]p.  

1المتراجحة  ستحتاج إلى حلمساعدة:  
2

cosx و أة، الدائرة المثلثاتيّ  استعمال. لهذا، يمكن <
cosxللتابع  الخط البياني x  0]على المجال, ]pالأمر عند دراسة إشارة  لك. وكذcos 1x +.  

  ارسم الخط البياني للتابعf  0]على المجال, ]p ثمَّ على المجال ،[ 2 ,2 ]p p-.  

 3 نشاط
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)وفق  ف على معرّ ال fالتابع نتأمّل  ) 2 sin sin 2f x x x= +.  
  التابع معرّف على كامل ونلاحظ أنّه مهما كانت ،x كان  

( 2 ) 2 sin( 2 ) sin(2 4 ) 2 sin sin2 ( )f x x x x x f xp p p+ = + + + = + =  
]ل دوراً. فتكفي مثلاً دراسته على المجا 2pتابع دوري ويقبل العدد  fفالتابع  , ]p p- . أيضاً  لديناو  

( ) 2 sin( ) sin( 2 ) 2 sin sin2 ( )f x x x x x f x- = - + - = - - = -  
,0]فتكفي دراسته على المجال تابعٌ فردي.  f، إذن xوذلك مهما كانت قيمة  ]p.  

 من ناحية أخرى لدينا  
2( ) 2 cos 2 cos2 2(2 cos cos 1)

2(2 cos 1)(cos 1)

f x x x x x

x x

¢ = + = + -
= - +

   

1إنّ  cos 0x+ )دوماً إذن إشارة  ³ )f x¢  2)تتفق مع إشارة cos 1)x ,0]، وعلى المجال - ]p ،
1للمعادلة 

2
cosx حل وحيد هو  =

3
x p= .  

 0]للتابع جدول التغيرات الآتي على المجال  إذن, ]p:  
3

3 3
2

0

( ) 4 0 0

( ) 0 0

x

f x

f x

p p
¢ + -

 

  

 .الرسم  

  
  

  نهايات ومشتقات 

 مبدأال  
xو  aمن مجال مفتوح يحوي  xتابعاً يحقق عند كل  f وليكنتابعاً ما،  g ليكن a¹ العلاقة   

( ) ( )
( )

g x g a
f x

x a
-

=
-

  
  يكونو  aنهايةً عند  fيقبلُ  ، عندئذa عنداشتقاقي  gنفترض إضافةً إلى ذلك أنَّ التابع ثمُّ ل

lim ( ) ( )
x a
f x g a


¢=.  

p

1

1
/3p


2p
x

y

  الحل

 4 نشاط
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0 «لإزالة حالة عدم التعيين من الصيغة  إذن،
0

 f كتابة، يمكن أن نحاول aنقطةٍ  عند fلتابعٍ  » 

)بالشكل  ) ( )
( )

g x g a
f x

x a
-

=
-

lim. عندئذ يكون a عنداشتقاقي  g  حيث  ( ) ( )
x a
f x g a


¢=.  

 تطبيقات  

  ليكنf  4التابع المعرف بالعلاقة 2
( )

x
f x

x

+ -
عند الصفر  f. يقودنا البحث عن نهاية =

). ضعْ عدم التعيين إحدى صيغ إلى ) 4g x x= عند الصفر.  fلكي تتمكن من حساب نهاية  +
  ذه النهاية.احسب هثمُّ 
  ننوي دراسة نهاية التابع

2

cos
:

x
f x

x p-
  عند

2

p.  

.a عدم تعيينإلى صيغة  أنَّ الحساب المباشر يقود تحقّق.  
.b  َّلاحظ أنcos 0

2

p
عند  fنهاية  استنتج أنَّ و ، =

2

p  تساوي العدد المشتق للتابعcosx x 
 عند

2
p ،؟ماذا تساوي هذه النهاية  

 ،تين الآتيتين، نهاية التابع في كلٍّ من الحال ادرسf .في النقطة التي يشار إليها   

4

1
( .

tan
)

x
f x

x
a

p

-
=

-
عند   

4
x

p
=.  

2 1 2
( )

1
.

x
f x b

x

+ -
=

-
1xعند    =.  

  
   بوضع( ) 4g x x= )نلاحظ أنّ  + ) (0)

( )
g x g

f x
x

-
اشتقاقي على  g. ولكنّ التابع =

] [4,- 1ومشتقه  ¥+
( )

2 4
g x

x
¢ =

+
1، وبوجه خاص 

(0)
4

g ¢   إذن نستنتج من كون =

0

( ) (0) 1
lim (0)

4x

g x g
g

x

- ¢= =  

أنّ 
0

1
lim ( )

4x
f x


=.  

   ًهنا أيضا ( ) ( )2
2 20

2

cos( ) cos( )
lim cos sin 1
x

x

x

p
p p

p

-
¢= = - = -

-
 إذن 

0
lim ( ) 1
x
f x


= -.  

   ّهنا نجد بسهولة أن
4

2
4 4

4

tan 1
lim tan ( ) 1 tan ( ) 2
x

x

xp

p p
p

- ¢= = + =
-

   

)2وبوضع  ) 1g x x= نجد  +
2

1

1 2 1
lim (1)

1 2x

x
g

x

+ - ¢= =
-

.  

  

  الحل
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  الاشتقاق من اليمين ومن اليسار 

 ف المماسحالة عامة: تعريف نص  

)، ويقبلُ التابع aمستمراً على مجالٍ يحوي  fعندما يكون التابع  ) ( )f x f a
x

x a
-
-

  ًنهاية  من
العدد المشتق من  نسمي و  ،a عند اشتقاقيٌ من اليمين fإنَّ التابع عندئذ ، نقول aاليمين عند 
)ونرمز إليه بالرمز  ،aفي  fاليمين للتابع  )f a+¢. عند الاشتقاق من اليسار مماثل وبأسلنعرِّف ب a 

)ونرمز إلى العدد المشتق من اليسار بالرمز  )f a-¢ في حال وجوده.  
  

)في حال وجود  )f a+¢ و( )f a-¢  ّالخط البياني  نقول إنf 
)في النقطة يقبل  fللتابع  , ( ))A a f a  نصف مماس من اليمين

)ويكون ونصف مماس من اليسار.  )f a+¢  َنصف المماس  ميل
)من اليمين، و )f a-¢  َاليسار.   نصف المماس من ميل  

  
 لدراسة مثا  

2وفق  على  التابع المعرّف fليكن 
( )

| | 1

x
f x

x

+
=

+
.  

  ادرس قابلية اشتقاقf هلخطمعادلةً لنصف المماس من اليمين  عند الصفر من اليمين، ثمَّ اكتب 
,0)في النقطة  fCالبياني  2)A.  

  ادرس قابلية اشتقاقf  ًهلخطلنصف المماس من اليسار  عند الصفر من اليسار، ثمَّ اكتب معادلة 
,0)البياني في النقطة  2)A.  

  ارسم نصفي المماسين السابقين وارسمfC  على المجال[ 2,2]-.  

  
   0في حالةx )لدينا  < ) (0) 1 2 1

2
1 1

f x f x

x x x x

æ ö- + -÷ç= - =÷ç ÷÷ç + +è ø
  ، إذن 

0

( ) (0)
(0 ) lim 1

x

f x f
f

x+

+



-¢ = = -  
2yومعادلة نصف المماس من اليمين للخط البياني هي  x= -.  

   0في حالةx )لدينا  > ) (0) 1 2 3
2

1 1

f x f x

x x x x

æ ö- + ÷ç= - =÷ç ÷÷ç- + -è ø
  ، إذن 

0

( ) (0)
(0 ) lim 3

x

f x f
f

x-

-



-¢ = =  
2ومعادلة نصف المماس من اليسار للخط البياني هي  3y x= +.  

  الحل

 5 نشاط
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   ّبملاحظة أن  
2
1
2
1

: 0
( )

: 0

x
x
x
x

x
f x

x

+
+
+
-

ìï ³ïï= íï £ïïî
  

  نستنتج أنّ 
2

2

1
(1 )

3
(1 )

: 0
( )

: 0
x

x

x
f x

x

-
+

-

ìï >ïï¢ = íï <ïïî

  

]على  fومنه جدول التغيرات الآتي للتابع  2,2]- :  

   

  تأطير (حصر) توابع مثلثاتية 

 تمهيد  

,ن على المجال ين واشتقاقييمعرف gو  fلنتأمّل تابعين  [[0D =   . ولنفترض أنّ ¥+
( ) ( )f x g x¢   .Dمن  xأياً يكن  £¢

)وفق  Dالمعرف على  hلتابع بدراسة ا ) ( ) (0) ( ) (0)h x f x f g x g= - - :أ +   ثبت أنَّ
( ) (0) ( ) (0) )( f x f g x g£ -* -  

 حصر sinx وcosx.  
.a أنَّ  أثبتsinx x£ 0، أياً يكنx ³.  
.b باختيار ( ) cosf x x= و، -

2

( )
2
x

g x xه في حالة التمهيد أنّ  مستفيداً منبرهن  = Î     
2

1 cos 1
2

( )
x

x- £ £  

.a  َّأثبت أن
3

sin
6
x

x x x- £ 0x، أياً يكن £ ³ .  

.b  َّوأن
2 2 4

1 cos 1
2 2 24
x x x

x- £ £ - xأياً يكن  ،+ Î .  

.c أنّ  نخيراً بيوأ 
3 3 5

sin
6 6 120

x x x
x x x- £ £ - 0xأياً يكن  ،+ ³.  

 تطبيقات   
.a استنتج مما سبق أنَّ العدد

2

1
2
x

بخطأ لا يتجاوز  cosxتقريبٌ للعدد  -
4

24
xالذي  أ. ما الخط

cos(0.1)نرتكبه عندما نكتب    ؟ =0.995

 6 نشاط

3 1

4
3

2 0 2

( )

( ) 0 2

x

f x

f x

-

-
¢ + -

 
x

y

21

2

1

1-2-

f
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.a احسب نهاية
2

cos 1x

x

  إلى الصفر. xعندما يسعى المتحول  -

.a احسب نهاية
3

sinx x

x

  إلى الصفر. xعندما يسعى المتحول  -

  
  ّنلاحظ أن( ) ( ) ( ) 0h x f x g x¢ ¢ ¢= - ,على  £ [[0D = . ولكن Dمتناقص على  h، فالتابع ¥+

(0) 0h )إذن  ،= ) (0) 0h x h£   . وهذا يبرهن المتراجحة المطلوبة.Dمن  xأياً كانت  =
 حصر sinx وcosx.  

.a  بتطبيق التمهيد على( ) sinf x x= و( )g x x=  نستنتج من كونcos 1x sinxأنّ  £ x£  
0xفي حالة  ³.  

.b  على بتطبيق التمهيد( ) cosf x x= و -
2

( )
2
x

g x sinxنستنتج من كون  = x£  علىD  ّأن
2

2
1 cosx

x
0xفي حالة  -£ ). ولكنّ طرفي هذه المتراجحة زوجيان، إذن تتحقّق المتراجحة ³ )D 
  .على 

.a  بتطبيق التمهيد على
3

( )
6

x
f x x= )و - ) sing x x=  نستنتج من كون

2

cos1
2

x
x

على  -£

D  ّأن
3

sin
6

x
x

x 0xفي حالة  -£ sinxأنّ  a.، ولقد أثبتنا في ³ x£  ًفي هذه الحالة أيضا
  وهذا يبرهن المتراجحة المطلوبة.

.b  نستنتج من.a  ّأن
3

sin
6

x
x

x- £ - ). إذن بتطبيق التمهيد على Dعلى  + ) cosf x x= 

و
2 4

( ) 1
2 24

x x
g x = - نستنتج أنّ  +

2 4

cos
2 2

1
4

x x
x +£ . أمّا المتراجحة الأخرى فتنتج من Dعلى  -

( )D وبسبب كون طرفي المتراجحة زوجيان، نستنتج أنها تبقى صحيحة على ..  
.c  أصبح الأمر سهلاً. نطبّق التمهيد على( ) sinf x x= و

3 5

( )
6 120

x x
g x x= - مستفيدين من  +

  b.نتيجة 
 تطبيقات   

  ّهذا لأن
2 4

0 cos 1
2 24

x x
x

æ ö÷ç ÷£ - - £ç ÷ç ÷çè ø
.  

0.1xففي حالة  60يكون لدينا  = cos(0.1) 0.995 4.167 10-£ - £ . في حين تعطي الآلة ´
6cos(0.1)الحاسبة : 0.995 4.165 10-- » ´.  

  الحل
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  بالاستفادة من.b  0لدينا في حالةx المتراجحة  ¹
2

2

1 cos 1 1

2 2 24

x x

x

-
- £ £ - + ،

أنّ  0تسعى إلى  xفادة من مبرهنة الإحاطة، نستنتج عند جعل وبالاست
20

cos 1 1
lim

2x

x

x

-
= -.  

  0في حالةx   أنّ  c.نستنتج من  <
2

3

1 sin 1

6 120 6

x x x

x

-
- £ £  

0xفي حالة  -xوبتطبيق هذه المتراجحة على  0xنستنتج أنها تبقى صحيحة في حالة  < أيضاً.  >
0xإذن مهما تكن  فلدينا  ¹

2

3

1 sin 1

6 120 6

x x x

x

-
- £ فادة من مبرهنة الإحاطة، نستنتج . وبالاست£

أنّ  0تسعى إلى  xعند جعل 
30

sin 1
lim

6x

x x

x

-
=.  
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  تمرينات ومسائل   
  

  .aفي النقطة التي فاصلتها  fمعادلة للمماس للخطّ البياني للتابع المعطى  اكتب 
3 2

2

4

( ) , 1 ( ) 3 , 0

( ) , 0 ( ) , 0
1 1

( ) cos , ( ) cos , 0

f x x x a f x x x x a

x x
f x a f x a

x x

f x x x a f x x ap

= = = + - =

= = = =
- +

= = = =

 

 

 

  

  
3 1
2 2

2 4( 4)

16 2

3 

1

y x

y x y x

y

y x

x
y

= -

= - =

=

= -

p p -
=

-

 

 

 

  

}\ علىلمعرف ا fالخط البياني للتابع  ليكن   1}-  وفق
2 3 1

( )
1

x x
f x

x
- +

=
+

.    
 معادلةً لمماس  اكتب 1 في النقطة التي تساوي فاصلتُها.  
  هل يقبل  ً4مستقيم الذي معادلته للمماساً موازياy x=   ؟-
  هل يقبل  ً3لمستقيم الذي معادلته لمماساً موازيا 2 0x y-   ؟=

  
5نلاحظ أولاّ أنّ 

( ) 4
1

f x x
x

= - +
+

ومن ثَمّ  
2

5
( ) 1

(1 )
f x

x
¢ = -

+
.  

  1لما كان
2

(1)f = 1و -
4

(1)f ¢ = في النقطة التي تساوي  لمماس ا استنتجنا أنّ معادلة -
1هي  1 فاصلتُها

4
( 1)y x= - +.  

  يقبل  ً4مستقيم الذي معادلته للمماساً موازياy x= إذا وفقط إذا كان للمعادلة  -4أي ميله  -
( ) 4f x¢ = حلول، وهذه المعادلة تكافئ  -

2

5
1 4

(1 )x
- = -

+
2أو   2 0x x+ لهذه المعادلة  .=

  حلان. إذن الجواب في هذه الحالة هو: نعم.

  الحل

  الحل

2

1



 

132 

  ،يقبل بالمثل  ً3مستقيم الذي معادلته للمماساً موازيا 2 0x y- 3أي ميله  =
2

إذا وفقط إذا كان  
3للمعادلة 

2
( )f x¢ 1)2حلول، وهذه المعادلة تكافئ  = ) 10 0x+ + مجموع مستحيلة الحل لأنّ  يوه =

  .لاذه الحالة هو: إذن الجواب في ه. حدود موجبة لا ينعدم إلا إذا انعدمت جميعها
1mإذا وفقط إذا كان  mميله  مماساً  يقبل . بوجه عام، ملاحظة <.  
)2وفق   علىالمعرف  fالخط البياني للتابع  ليكن   )

2
x

f x
x

=
+

.  
  ِمعادلةً لمماس  أعط 1 في النقطة التي تساوي فاصلتُها.  
  هل يقبل  ً1مستقيم الذي معادلته للمماساً موازيا

4
y x=   ؟-

  هل يقبل  ً4لمستقيم الذي معادلته لمماساً موازيا 0x y-   ؟=

  
لاّ أنّ نلاحظ أو 

2

2 2

2
( )

(2 )

x
f x

x

-¢ =
+

.  

  1لمّا كان
3

(1)f 1و =
9

(1)f ¢  1 في النقطة التي تساوي فاصلتُها لمماس ا استنتجنا أنّ معادلة =
1هي 

9
( 2)y x= +.  

  يقبل  ً1مستقيم الذي معادلته للمماساً موازيا
4

y x= 1أي ميله  -
4

إذا وفقط إذا كان للمعادلة  -
1
4

( )f x¢ = 4 بعد الإصلاح تكافئحلول، وهذه المعادلة  - 12 0x + . وهي معادلة مستحيلة الحل =
  .لاإذن الجواب في هذه الحالة هو: 

  يقبل  ً4مستقيم الذي معادلته للمماساً موازياy x=  إذا وفقط إذا كان للمعادلة  4أي ميله
( ) 4f x¢ 4حلول، وهذه المعادلة تكافئ بعد الإصلاح  = 24 17 14 0x x+ + وهي معادلة مستحيلة  =

  الحل (مجموع حدود موجبة لا ينعدم إلا إذا انعدمت جميعها). إذن الجواب في هذه الحالة أيضاً هو: لا.
1إذا وفقط إذا كان  mميله  مماساً  يقبل عام،  . بوجهملاحظة 1

16 2
m- £ £.  

)3وفق  المعرف على  التابع f ليكن  ) 3 1f x x x= - +.   
  ادرس تغيراتf .ونظِّمْ جدولاً بها  
  ّق أنَّ للمعادلة تحق( ) 0f x منها في مجال لا يزيد طوله على  كلاًّ واحصر ثلاثةَ جذور.  =

110- .   

، مسموح أو الحاسوب يعني هذا الرمز أنّ استعمال الآلة الحاسبة  : هنا نجد رمزاً جديداً  
  .ليس ضرورياً ولكن 

  
  جدول تغيراتf :  
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1 1

( ) 0 0

( ) 3 1

x

f x

f x

-¥ - +
¢ + --

-¥ ¥
+

- +

¥

  
  

[مطّرد تماماً على كل من المجالات  fلتغيرات استناداً إلى جدول ا , 1[-¥ [و - ,1[و -]1,1 [+¥ ،
 وعلاوة على ذلك

, 1[ 3[(] ]) ,f ¥ - = ¥- [)(]1,1و    - ] 1, 3[f - = ,1[)و    - [) ] 1, [f +¥ = - +¥ 
  ّينتمي إلى  0لأن] , [في المجال  1xفيوجد حلّ وحيد  ¥-]3 , 1[-¥ )للمعادلة  - ) 0f x = . 
  ّينتمي إلى  0ولأن] 1, [في المجال  2xفيوجد حلّ وحيد  -]3 )للمعادلة  -]1,1 ) 0f x = . 
  ّينتمي إلى  0ولأن] 1, [- ,1[ل في المجا 3xفيوجد حلّ وحيد  ¥+ )للمعادلة  ¥+] ) 0f x = . 

)هذا يبرهن أنّ للمعادلة  )f x  1ثلاثة جذور حقيقية هي 2 3{ , , }x x x.  
  .-110علينا إذن حصر هذه الجذور بمجالات طولها 

)نلاحظ أنّ  2) 1f - = )و - 1) 3f - 12إذن  = 1x- < < كما  . ثمّ نحسب-
عنده أقرب إلى  fالذي قيمة التابع  -2حيث بدأنا من العدد في الشكل المجاور، 

، ولكن سرعان ما نجد -1.8و -1.9عند الأعداد  fنحسب قيمة  الصفر ورحنا
f  ّ11.9يغير إشارته، فنستنتج أن 1.8x- < < -.  

(0)وبالمثل، نلاحظ أنّ  1f (1)و = 1f = 20إذن  - 1x< . ثمّ نحسب كما >
20.3في الشكل المجاور، لنجد أنّ  0.4x< <.  

(2)وأخيراً، نلاحظ أنّ  3f (1)و = 1f = 31إذن  - 2x< . ثمّ نحسب كما >
31.5في السابق، لنجد أنّ  1.6x< <.  

8. يمكن لمن يرغب أن يتحقّق أنّ ملاحظة
1 9

2 cosx p= 4و
2 9

2 cosx p=  ًوأخيرا
2

3 9
2 cosx p=.  

3وفق  المعرف على  هو التابع f ليكن  2 1
( )

2
f x x x x= - - +.    

  ادرس تغيراتf .ونظِّمْ جدولاً بها  
  حلول المعادلة ما عدد( ) 0f x   ؟ =
  ًّ110جال لا يزيد طوله على منها في م احصر كلا- .   

  
  : fجدول تغيرات  هذه المسألة تشبه السابقة.

1
3

37 1
54 2

1

( ) 0 0

( )

x

f x

f x

-¥ - +
¢ + - +-

- +¥¥ -

¥
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2

1.

1

0.

0

9

1.

1

. 688

.

59

5

x f x

-
-

-
-
-

.

1

0.701

0.

( )

0

0.1

0.2

0

408

0.1.3

0.4 .

27

3

.

0 1 6

x f x

-
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)وللمعادلة  ) 0f x 1ثلاثة جذور حقيقية  = 2 3{ , , }x x x تحقّق  
10.9 0.8x- < < 20.4و     - 0.5x< 31.4و   > 1.5x< <.  

4وفق  المعرف على  هو التابع f ليكن  3 2( ) 3 4 12 4f x x x x= + - +.    
  ادرس تغيراتf .ونظِّمْ جدولاً بها  
 حلول المعادلة  ما عدد( ) 0f x   ؟ =
  ًّ110منها في مجال لا يزيد طوله على  احصر كلا- .   

  
  : fجدول تغيرات  هذه المسألة تشبه السابقة.

2 0 1

( ) 0 0 0

( ) 28 4 1

x

f x

f x

-¥ - +
¢ - + - +

+¥ - -

¥

¥+
-

   
  

)وللمعادلة  ) 0f x 1أربعة جذور حقيقية  = 2 3 4{ , , , }x x x x تحقّق  
12.8 2.7x- < < 20.6و    - 0.5x- < < 30.7و    - 0.8x< 41.2و   > 1.3x< <.  

  
المعرف  fللتابع  3و 2و 1المشتقات من المراتب  احسبفي كل حالة من الحالات الآتية،   

  بالعلاقة المشار إليها. وحدِّدْ في كل حالة المجموعة التي تحسب عليها المشتق.
3 21

( ) ( ) 1
2

1
( ) cos(2 ) sin(2 ) ( )

1
1 1

( ) ( )
sin cos

f x x x f x x x x

f x x x f x
x

f x f x
x x

= = - + -

= + =
-

= =
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3 21
2

3 2
2

3
4

3
8

]0, , ,

( ) ( ) 1

( ) ( ) 3 1

( ) ( ) 6 1

( ) 6( )

, \{1},

( ) cos(2 ) sin(2 )

( ) 2 cos(2 ) 2 sin(2 )

( ) 4 cos(2 ) 4 sin(2 )

( ) s(2

[

8 co

x

x x

D D

f x x x f x x x x

f x x f x x x

f x f x x

f xf x

D D

f x x x

f x x x

f x x x

f x

= + =

= = - + -
¢ = ¢ = - +
¢¢ ¢¢= = -

¢¢¢ =¢¢¢ = -

= =

= +
¢ = -
¢¢ = - -
¢¢¢ =

¥

-



 

 

 

2

3

4

2 2

3 3

4 2

1
1

1
( 1)
2

( 1)
6

( 1)

2 2
1 1

sin cos
cos sin
sin cos
2 1 2 1

sin cossin cos
6 cos cos
sin sin

( )

( )

( )

) 8 sin(2 ) ( )

]0, [ ] , [

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

x

x

x

x

x x
x x
x x

xx x
x x
x x

f x

f x

f x

x x f x

D D

f x f x

f x f x

f x f x

f x

-

-

-

-
p p

=
¢ = -

¢¢ =

+ ¢¢¢ = -

= p = -

= =
¢ ¢= - =

¢¢ ¢¢= - = -

¢¢¢ = - +

 

4 2
6 sin sin
cos cos

( )
x

x x
x x

f x¢¢¢ = -
  

ذه الحسابات صحيحة عليها، بل طلب من . لم يطلب السؤال تحديد أكبر مجموعة تكون هملاحظة
يمكن أن يضيف الطالب أنّ  الطالب أن يحدد هو مجموعةً تكون حساباته عليها صحيحة. فمثلاً في 

f  اشتقاقي أيضاً عند الصفر، ولكنf ر مطلوب في صيغة السؤال. وكذلك يس كذلك، ولكن هذا غيل ¢
لتكون أي مجال أو اجتماع مجالات لا يضم أي عدد من الشكل  Dأن يختار  يمكنه في 

2
kp p+ 

kحيث  Î  أو أن يختار ،D  في  لتكون أي مجال أو اجتماع مجالات لا يضم أي عدد من
kحيث  kpالشكل  Î  الهدف من التمرين هو التدرّب على إجراء العمليات على الاشتقاق، وليس .

  على تعيين مجموعات التعريف.
)2وفق  ف على التابع المعرّ  f ليكن   ) 1f x x x= + +.  
  ّ21ق أنَّ تحق ( ) ( )x f x f x¢+ ⋅   .من  x، أياً يكن =
  َّ1)2استنتج أن ) ( ) ( ) ( ) 0x f x xf x f x¢¢ ¢+ + -   . من x، أياً يكن =

  
 تحقّق مباشر إذ إنّ  هذا

2
( ) 1

1

x
f x

x
¢ = +

+
21ومن ثَمّ   ( ) ( )x f x f x¢+ ⋅ =.  

 2ق طرفي المساواة السابقة باشتقا

2 2

1
( ) 1 ( ) ( ) ( )

1 1

x
f x x f x f x f x

x x
¢ ¢¢ ¢⋅ + + = =

+ +
  

21وهذا يعطي المساواة المطلوبة بضرب الطرفين بالمقدار  x+.  
  للاشتقاق عند الصفر. f، ادرس قابلية التابع ةيالآت لاتفي كلٍّ من الحا  
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2
2

2

| |
( ) ( ) | | ( )

1

x x
f x f x x x f x x x

x

+
= = =

+
     

  
  هناf  0]معرّف على, 0x، وفي حالة ¥+] )لدينا  < ) (0)

( )
0

f x f
t x x x

x

-
= =

-
 إذن 

0
lim ( ) 0
x
t x


f(0)اشتقاقي عند الصفر ومشتقه  f، والتابع =   .0يساوي  ¢

  هناf  معرّف على 0، وعندماx )لدينا  ¹ ) (0)
( ) | |

0

f x f
t x x

x

-
= =

-
 إذن 

0
lim ( ) 0
x
t x


= ،

f(0)اشتقاقي عند الصفر ومشتقه  fفالتابع    .0يساوي  ¢
  هناf  معرّف على 0، وفي حالةx   لدينا ¹

2

2

1
: 0

1( ) (0)
( )

10 : 0
1

x
x

xf x f
t x

xx x
x

ì +ïï >ïï +- ïï= = íï -- ï <ïï +ïïî

  

 إذن
0

lim ( ) 1
x

t x
+

، و=
0

lim ( ) 1
x

t x
-

= ليس اشتقاقياً عند الصفر. ولكن له مشتق من  f. فالتابع -
0)اليمين ومشتق من اليسار عند الصفر. ولدينا  ) 1f +¢ 0)و = ) 1f -¢ = -.  

  
(0)وفق  معرفٌ على  fالتابع    0f 2و  = 1

( ) cosf x x
x

æ ö÷ç= ÷ç ÷÷çè ø
0x في حالة  ¹.  

  هلf  ٌّعلّل إجابتك. عند الصفر؟ اشتقاقي  
  احسب( )f x¢  على*.  
  

  
  0عندماx )لدينا  ¹ ) (0)

( ) cos
0

f x f
t x x x

x

-
= =

-
)إذن   ) | |t x x£  ّلأنcos 1x . ومنه £

نستتج أنّ 
0

lim ( ) 0
x
t x


لأنّ  =

0
lim| | 0
x
x


f(0)اشتقاقي عند الصفر ومشتقه  f، فالتابع =   .0يساوي  ¢

  0في حالةx   قواعد الاشتقاق:يمكن نطبيق  ¹
2

2

1 1 1
( ) 2 cos sin

1 1
2 cos sin

f x x x
x xx

x
x x

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç¢ = - -÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
æ ö æ ö÷ ÷ç ç= +÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
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      لنتعلمّ البحث معاً 

   محلّ هندسي  

)في معلمٍ متجانس  ); ,O i j
  ،M اها تهي النقطة التي إحداثي( , 0)m 0 حيث 3m£  Nو، £
,0)اها تهي النقطة التي إحداثي )n 0 حيثn 3MNقان تحقّ  Nو M، النقطتان ³  وأخيراً  .=

J  القطعة المستقيمة هي نقطة من[ ]MN  ُ2حقق تMJ المحل الهندسي  نهدف إلى تعيين .=
  للنقطةJ  عندما تتحولm 0]المجال  في,   .هورسم، [3
   ّنحو الحل   

    هذه مسألةٌ في دراسة المحل الهندسي تحليلياً. سنسعى بدايةً إلى حساب( , )x y لنقطة ا إحداثيّتي
J  بدلالةmالأشعة.  باستعمالو الأمر أيسرَ . يمكن التفكير بمبرهنة تالس، لكنْ يبد  
  َّ3أثبت أن 2OJ OM ON= +

   .  
  َّ29أثبت أنn m= )استنتج و . - , )x y للنقطة  إحداثيّتيJ  بدلالةm.  
   للحصول على معادلة للمحل الهندسي  للنقطةJ ّتين ، نبحث عن علاقةٍ بين الإحداثيx وy 

22. أثبت أنَّ mمستقلةٍ عن الوسيط  Jللنقطة  1y x= إلى الخط  J، عندها تنتمي -
)2 وفق [0,1]المعرف على المجال  fللتابع  البياني  ) 2 1f x x= -.  

   َترسم يبقى أن نجيب عن السؤال: أJ  الخط البياني  كاملاً عندما تتحولm  على المجال
[0,   ؟ [3
 تمي لماذا تنx  ؟[0,1]إلى المجال  
  ما هو إذن المحل الهندسي للنقطةJ؟  
  ادرس تغيراتf  ارسم وأخيراً . 1وادرس قابلية اشتقاقه عند .  

  .سليمة واكتبه بلغةٍ الحلّ  أنجزِ 

  
   من تعريفJ  2أنّ نرى

3
MJ MN=
 

3ومنه   3 2 2OJ OM ON OM- = -
   

وهي تكافئ  
3المساواة  2OJ OM ON= +

  
.  

  3منMN 2لدينا  = 2 9m n+ 0nولأنّ  = 29nيمكننا حساب  ³ m= . ونستنتج من -

0أنّ  السابقة السابقةالمساواى الشعاعية 
3 2

0

x m

y n

é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú= +ê ú ê ú ê úê ú ê ú ê úë û ë û ë û

، إذن
3
mx 22و =

3
9y m= -.  
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  تُكتب العلاقتان السابقتان بالشكل
3
mx )و  = )23

2 1 my = 22إذن  - 1y x= -.  
   ْض تتحوّل استناداً إلى الفرm  0]في المجال, ، إذن تتحولّ [3

3
mx   .[0,1]في المجال  =

  رأينا أنّ المحل الهندسي  محتوى في  2الخط البياني للتابع: 2 1f x x-  [0,1]على ،
)وبالعكس إذا كانت  , )x y  نقطة من 3، كانت [0,3]m x= Îلموافقة ، وانطبقت النقطة اJ  من 

)على  , )x y إذن جميع نقاط .  هي نقاط من المحل الهندسي.  
  التابعf  وله جدول التغيرات الآتي[0,1]متناقصٌ تماماً على المجال ،  

0 1

( ) 0

( ) 2 0

x

f x

f x

¢ -


  

0وفي حالة  1x< )لدينا  > ) (1) 1
( ) 2

1 1

f x f x
t x

x x

- +
= = -

- -
 

إذن 
1

lim ( )
x
t x


= يقبل مماساً شاقولياً  f، والخط البياني للتابع ¥-

  .1عند 

  �قطيةتوابع ومجموعات   
)في معلمٍ متجانس  ); ,O i j

  نرمز بالرمز ،  إلى مجموعة النقاط( , )M x y :التي تحقق  
2 24 3( ) 2x x y- + =*   

ومن ثمَّ  2fو  1fلتابعين  2Cو 1Cهي اجتماع خطين بيانيين  إثبات أنَّ المجموعة نهدف إلى 
  .رسمُ 

  
   ّنحو الحل   

   المجموعة  يتعلق الأمر بإثبات أنَّ . بحثاً عن طريق  من النقاط( , )M x y  1تساوي 2C CÈ يجب .
1إلى  Mتنتمي « كافئ ي» إلى  Mتنتمي «  القول إذن إثبات أنّ  2C CÈ  «تنتمي «  أوM 

  فتكون معادلتاهما 2fو  1fهما خطّان بيانيان لتابعين  2Cو  1C حيث  ،» 2Cأو إلى  1Cإلى 
1( )y f x=  2 و( )y f x=  

  متكافئتين:المقولتان الآتيتان تكون معهما  2fو  1fيتعلق الأمر إذن بإيجاد تابعين   
  » ّا تإحداثيM 2حققان ت 22 4 3x x y- + =  «  
  »ا تيّ إحداثM 1حققان ت( )y f x=  2أو( )y f x=.«  
  العلاقة أنّ تحقق( تكافئ  *(

2
2 2 3

4
x x

y
- + +

=.  

12

x

y

1

1

2



M

N

J

O
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  َّ2«تعلم أنy a= « تكافئ »y a=  أوy a= 0aفقط عندما يكون »  - . ما قيم ³
x  ّ2ق التي تحق 2 3 0x x- + +   ؟³

   1تبقى دراسة تغيراتf  2وf 1، ثمَّ رسم خطيهما البيانيينC 2وC. 1لرمز نرمز باf  إلى التابع

]المعرف على  1, وفق  -[3
2

1
2 3

( )
2

x x
f x

- + +
=.  

  َّ1أثبت أنf  اشتقاقي على] 1, 1. احسب -]3 ( )f x¢  على] 1, 3[-.  
  1ادرس قابليةf  1نظِّمْ جدولاً بتغيرات ثمُّ . 3وعند  -1للاشتقاق  عندf . 1ارسمْ وC.  
   2يمكن، لكي نرسمC 2، أن ندرس تغيراتf .2 ، لدينا:ولكن هنا 1( ) ( )f x f x= من  x، أياً تكن -

[ 1,   .2C؟ ارسم 1Cصورة  2Cوفق أيّ تحويلٍ هندسي يكون  .-[3
  .سليمة واكتبه بلغةٍ الحلّ  أنجزِ 

  
  العلاقة( ) كافئتُ  *( )2 21

4
3 2y x x= + 23وضوحاً. ولأنّ  - 2 (3 )(1 )x x x x+ - = - قيم ف، +

x  23التي تجعل 2 0x x+ - ]هي  ³ 1, ). وعليه تنتمي -[3 , )M x y  إلى  إذا وفقط إذا كانتM 
  هما بالترتيب الخطان البيانيان للتابعين: 2Cو 1Cحيث  2Cأو إلى  1Cتنتمي إلى 

21
1 1 2

: [ 1, 3] , ( ) 3 2f f x x x-  = + -     21و
2 2 2

: [ 1, 3] , ( ) 3 2f f x x x-  = - + -  
  2التابع: 3 2u x x x+ - حدود فهو اشتقاقي على تابعٌ كثير ال وهو موجب تماماً على ،

] 1, [اشتقاقي على  1f، إذن -]3 1,   ، ولدينا-]3

1 2

1
( )

2 3 2

x
f x

x x

-¢ =
+ -

  

1هنا في حالة . -1قابلية الاشتقاق عند  3x- < 1يكون  > 0x+ 1)2ومنه  < ) 1x x+ = + 
  إذن:

1 1( ) ( 1) 1 3
( )

1 2 1

f x f x
t x

x x

- - -
= =

+ +
  

وعليه 
1

lim ( )
x

t x
-

= مماس شاقولي  1Cكن لخطه البياني ول -1غير اشتقاقي عند  1f، فالتابع ¥+
)عند  1,0)- .  

1. هنا في حالة 3قابلية الاشتقاق عند  3x- <   سبق: يكون لدينا بمثل ما >
1 1( ) (3) 1 1

( )
3 2 3

f x f x
t x

x x

- +
= = -

- -
  

وعليه 
3

lim ( )
x
t x


= مماس شاقولي عند  1Cولكن لخطه البياني  3غير اشتقاقي عند  1f، فالتابع ¥-

  .1f.  يمكننا إذن وضع جدول التغيرات الآتي للتابع (3,0)

  الحل
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1 1 3

( ) 0

( ) 0 1 0

x

f x

f x

-
¢ + -

 
  

  2الخط البيانيC  1هو صورةC ي اظر المحور نوفق الت
بالنسبة إلى محور الفواصل ومنه، نجد الرسم البياني للمجموعة 

 .ًالتي نسميها قطعاً ناقصا  

  Huygens  يغنزمتراجحة هو  

2 صحة المتراجحةإثبات نهدف إلى  sin tan 3x x x+  المجال من xيكن  أياً  ³
2

[0, [I p=.  
   ّنحو الحل   

   لذا نلجأ إلى دراسة التابع . يبدو حل هذه المتراجحة مثلثاتياً شبه مستحيلf  المعرف علىI  وفق
( ) 2 sin tan 3f x x x x= + )ق أنَّ إشارة تحقّ  .- )f x¢  على المجالI  تماثل إشارة

3 22 cos 3 cos 1x x- +.  
   يمكنك أن تضعcosx t= 3، ثم تدرس إشارة كثير الحدود 2( ) 2 3 1P t t t= - من  tمع  +

  .ى هذا المجالعل موجب Pتحقق أنَّ و ، [0,1[على المجال  Pادرس تغيرات  .[0,1[
  .سليمة واكتبه بلغةٍ الحلّ  أنجزِ 

  
  نلاحظ أنّه في حالةx  منI  لدينا

3 2

2 2

1 2 cos 3 cos 1
( ) 2 cos 3

cos cos

x x
f x x

x x

- +¢ = + - = ،

)ولأنّ المقام موجب في هذه العبارة، تتفق إشارة  )f x¢ 3 مع إشارة 22 cos 3 cos 1x x- + .  
 وضع بcos ]0,1]t x= Î  ّ3نلاحظ أن 22 cos 3 cos 1 ( )x x P t- +   حيث =

3 2( ) 2 3 1P t t t= - +  
)ولدينا  ) 6 ( 1)P t t t¢ = )إذن  - ) 0P t¢ )فالتابع  [0,1[على المجال  £ )t P t  متناقصٌ تماماً على

(1)، ولكن [0,1[المجال  0P )، نستنتج أنّ = ) 0P t )، ومن ثَمّ نستنتج أنّ [0,1[على  ³ ) 0f x¢ ³ 
(0). ولكن Iتابعٌ متزايد على  f، فالتابع Iل على المجا 0f )، إذن = ) 0f x من  xفي حالة  ³

المجال 
2

[0, [I p=ذا يثبت صحة المتراجحة المطلوبة. . وه  
)2. كان بالامكان الاستفادة من المساواة ملاحظة ) ( 1) (2 1)P t t t= - )في إثبات أنّ  + ) 0P t على  ³

]0,1].  
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y

1 2 31-

1

O

1C
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   قدُُماً إلى الأمام  
  

وفق  ]0,1]معرفٌ على المجال  fالتابع   
3

( )
1

x
f x

x
=

-
.  

  هلf  ٌّعند الصفر؟ اشتقاقي  
  احسب( )f x¢  0,1[على[.  

  
  0في حالة 1x< 2xلدينا  > x=  ومنه( ) (0)

( )
0 1

f x f x
t x

x x

-
= =

- -
، ومنه نرى أنّ 

0
lim ( ) 0
x
t x


0xاشتقاقي عند  f. إذن = (0). و= 0f ¢ =.  

  يمكننا تطبيق قواعد الاشتقاق إذ نلاحظ أنّ  ]0,1[على( ) ( )f x u x=  حيث
3

( )
1

x
u x

x
=

-
 ،

ولكن 
2 3

2

3 2
( )

(1 )

x x
u x

x

-¢ =
-

  : نإذ 

( ) 3 2
( )

2(1 ) 12 ( )

u x x x
f x

x xu x

¢ -¢ = = ⋅
- -

.  

وفق  {1}\المعرف على  f نتأمّل التابع  
2 1

( )
1

x
f x

x
+

=
-

.  
  احسب التابع المشتق للتابعf.  
 :استنتج مشتق كلٍّ من التوابع الآتية  

4

2

2 2

1 1
: :

1 1
sin 1 1

: :
sin 1 1

x x
h x g x

x x
x x

k x x
x x

+ +

- -
+ +
- -

 

  

 

 

   

  
  ّ2بملاحظة أن

( ) 1
1

f x x
x

= + +
-

نجد مباشرة أنّ  
2

2
( ) 1

( 1)
f x

x
¢ = -

-
 .  

   هنا( ) ( )g x f x=  إذن
2

2 1
( ) 1

( 1) 2
g x

x x

æ ö÷ç ÷¢ = - ⋅ç ÷ç ÷÷çè - ø
.  

  2هنا( ) ( )h x f x=  إذن
2 2

2
( ) 1 2

( 1)
h x x

x

æ ö÷ç¢ ÷= - ⋅ç ÷ç ÷çè - ø
.  

  هنا( ) ( )x f x=  إذن
2 2

( ) 1 1 1
( )

2 (1 ) 12 ( )

f x x
x

x xf x

æ ö¢ -÷ç¢ ÷= = -ç ÷ç ÷çè - ø +
.  
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  الحل
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  هنا( ) (sin )k x f x=  إذن
2

2
( ) 1 cos

(sin 1)
k x x

x

æ ö÷ç¢ ÷= - ⋅ç ÷ç ÷çè - ø
.  

  . هنا لا يطلب تحديد المجموعات التي تكون التوابع اشتقاقية عليها.ملاحظة
  محدداً المجموعة التي تنجز عليها الاشتقاق. fللتابع ، أوجد التابع المشتق فيما يأتي 

3 2

3 2

( ) sin 2 ( ) cos 3

1 1
( ) ( )

cos 2 sin 3

f x x f x x

f x f x
x x

= =

= =

 

 
  

  
  على 2 لدينا( ) cos 3f x x=  ّمن ثَم ( ) 6 cos 3 sin 3f x x x¢ = - ⋅.  
  على  3لدينا( ) sin 2f x x=  ّ2ومن ثَم( ) 6 sin 2 cos2f x x x¢ = ⋅.  
  على

3
\{ : }k kp Î   لدينا

2

1
( )

sin 3
f x

x
ومن ثَمّ  =

3

cos 3
( ) 6

sin 3

x
f x

x
¢ = -.  

  على
4

\{ (1 2 ) : }k kp + Î   لدينا
3

1
( )

cos 2
f x

x
ومن ثَمّ  =

4

sin2
( ) 6

cos 2

x
f x

x
¢ = -.  

  .أو  . يمكن أن يذكر الطالب أي مجال مناسب في ملاحظة
2وفق  {1}\ف على المعرّ  f ليكن التابع  3

( )
1

x
f x

x
+

=
-

.  
  عيِّن التابع المشتقf   .fللتابع  ¢
    نرمز بالرمزg  إلى التابع المعرف على

2 2
,I p pù é= -ú êû ë  وفق( ) (sin )g x f x=.  َّأثبت أنg 

)ثمَّ احسب  Iاشتقاقي على  )g x¢  علىI.  
    نرمز بالرمزh 1 إلى التابع المعرف على,J ù é= +¥û ë  وفق( )( )h x f x=.  َّأثبت أنh 

)ثمَّ احسب  Jاشتقاقي على  )h x¢  علىJ.  

  
 

2

2 3 5
( )

1 ( 1)

x
f x

x x

+ -¢ = =
- -

  .{1}\على  

  هناsinx x  اشتقاقي على
2 2
,I p pù é= -ú êû ë  و1ولا يأخذ القيمة ،f  {1}\اشتقاقي على إذن ،

( ) (sin )x g x f x=  اشتقاقي علىI و
2

5 cos
( ) (sin )cos

(sin 1)

x
g x f x x

x

-¢ ¢= =
-

.  

  هناx x  1اشتقاقي على,J ù é= +¥û ë  و1ولا يأخذ القيمة ،f  {1}\اشتقاقي على إذن ،
( ) ( )x h x f x=  اشتقاقي علىJ و

2

1 5
( ) ( )

2 2( 1)
h x f x

x x x

-¢ ¢= =
-

.  
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  a وb ،و عددان حقيقيان هو الخط البياني للتابع f معرف على ال  :وفق  

3 2( ) 1f x ax bx= + +  
  منه؟ A(1,2)النقطة مماساً أفقياً في   لكي يقبل bو a تعيينهل يمكن 

  
(1)الشرطان المعطيان يُكافئان  2f (1)و = 0f ¢   . أي=

1a b+ 3   و   = 2 0a b+ =  
)ومنه  , ) ( 2,3)a b = -.  

  a وb  ،عددان حقيقيان هو الخط البياني للتابع f  المعرف على :وفق  
3

2
3

( )
1

x ax b
f x

x
+ +

=
+

  
4 لتكون bو a عيّن 3y x=   ؟منه 0التي فاصلتها النقطة في  معادلةً للمماس للخط  +

  
(0)الشرط المعطى يُكافئ  3f (0)و = 4f ¢ 3b. أي = 4aو = =.  

f(0). عند حساب ملاحظة   كتبنا hوالمقام  gنجرى الحساب مباشرة عند الصفر، فإذا كان البسط  ¢

( )2 2

(0) (0) (0) (0) 1 0
(0)

1(0)

g h h g a b
f a

h

¢ ¢- ´ - ´¢ = = =.  

 a  ٌّو ،عددٌ حقيقيf  ّف على هو التابع المعر  3وفق 2( ) 3 3f x ax x x= + . هل يمكن +
1xعند حلية مقيمة حدّية  fللتابع  ليكون a تعيين   ؟=

  
1x. إذا بلغ التابع قيمة حدية عند شرط لازم (1)وجب أن يكون  = 0f ¢ وهذا يقتضي أن يكون  =

3a = -.  
3a. لنفترض أنّ كافشرط ال =   عندئذ  -

2 2( ) 9 6 3 3(3 2 1) 3( 1)(3 1)f x x x x x x x¢ = - + + = - - - = - - +  
fإذن للتابع  ,0]جدول الاطراد الآتي على المجال  ¢ [+¥   

0 1

( )

( ) 0 3

x

f x

f x

+¥
¢ + -

-¥ 
  

1xيبلغ قيمة كبرى محلية عند  fفالتابع    . الجواب إذن : نعم.=
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 f تابع معرف على  هو ذلك نفترض أنّ  واشتقاقي عليها. إضافةً إلى:  
 (0) 0f (0)و = 1f ¢ =.  
 f ,0]متزايد على المجال  ¢ [ومتناقص على المجال  ¥+] , 0 ]-¥.  

  .fمثل التابع أن ي مكني ارسمْ خطاً بيانياً 

  
fدي دور هناك الكثير من التوابع المرشحة لتؤ  ,0]، نبحث عن تابع متزايد على ¢ ومتناقص على  ¥+]

] , 0 2عند الصفر. أي تابع من الشكل  1، ويأخذ القيمة ¥-[ 1x ax + )حيث a عدد كيفي 
يكون لمشتقه هذه الصيغة وينعدم عند الصفر. أي تابع  f. إذن نريد تابعاً يفي بالغرض )موجب
3:f x bx x+ ) حيثb الشرطين المطلوبين. مثلاً  يحقق )عدد كيفي موجبx x.  

  مشار إليها.ال aعند  fنهاية التابع  وجودها احسب في حالفي كلٍّ من الحالات الآتية،  

2

tan cos 1
( ) 0 ( ) 0

2 2 1 2
( ) 1 ( ) 1

1 1

x x
f x a f x a

x x

x x x
f x a f x a

x x

-
= = = =

+ + - + -
= = = =

- -

 

 

  

  
 cosx x  اشتقاقي ومشتقهsinx x-  إذن

0

cos 1
lim cos (0) sin 0 0
x

x

x

- ¢= = - =.  

 tanx x  اشتقاقي على
2 2

] , [p p-   ومشتقه
2

1

cos
x

x
 إذن  

20

tan 1
lim tan (0) 1

cos 0x

x

x
¢= = =.  

 : 1g x x +  اشتقاقي على] 1, [- 1ومشتقه  ¥+

2 1
x

x +
 إذن  

1 1

1 2 ( ) (1) 1
lim lim (1)

1 1 2 2x x

x g x g
g

x x 

+ - - ¢= = =
- -

.  

 2: 2g x x x+ +  اشتقاقي ومشتقه
2

2 1

2 2

x
x

x x

+

+ +
 إذن  

2

1 1

2 2 ( ) (1) 3
lim lim (1)

1 1 4x x

x x g x g
g

x x 

+ + - - ¢= = =
- -

.  
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لا بحيث لكل جذر في كلٍّ من الحالات الآتية، أوجد عدد حلول المعادلة، ثمَّ احسب قيمةً تقريبية  

   .-110يتعدى الخطأ في الحساب 

( )2 5 3

5 3 4

2 1 5 5 0

1 1 1
1 0 1 0

5 3 2

x x x x x

x x x x

+ = - + - =

- + = - + =

 

 
  

  
  5التابع 3( ) 5x f x x x x= - + - ، متزايدٌ تماماً على تابعٌ مستمرٌ و
 ّمشتقه موجبٌ تماماً عليها. وهو يحقّق  ، لأنlim ( ,)

x
f x

¥+
= +¥ ،

lim ( )
x

f x
¥-

= )أي  ¥- )f =  فللمعادلة .( ) 0f x في  a حلٌ وحيد =
(1)نّ ك نلاحظ أ. وعلاوة على ذل 4f = (2)و - 21f 1 . إذن= 2a< < .

1.4بعض القيم المتتالية لنجد أنّ  ثمّ نحسب 1.5a< <   
  
 2لتابع ل( ) (2 1) 5x f x x x= + - جدول التغيرات الآتي :  

1 1
2 6

137
27

( ) 0 0

( ) 5

x

f x

f x

-¥ - - +
¢ + - +

- - +¥¥ -

¥

  
  

)للمعادلة  ،استناداً إلى جدول التغيرات ) 0f x وهذا ينتمي إلى المجال  في  aحلٌّ وحيدٌ  =
1
6

] , [- 3 ، وعلاوة على ذلك¥+ 5
4 16

( ) 0f = - 4و > 51
5 125

( ) 0f = 0.75. إذن < 0.8a< < .  

  4التابع 1
( ) 1

2
x f x x x= - + له جدول التغيرات الآتي :  

1
2

13
16

( ) 0

( )

x

f x

f x

-¥ +
¢ - +

+¥ +

¥

¥ 
  

)لمعادلة ليس ل ت،استناداً إلى جدول التغيرا ) 0f x   . في  حلولٌ  =
  5التابع 31 1

5 3
( ) 1x f x x x= - + له جدول التغيرات الآتي :  

17 13
15 15

1 1

( ) 0 0

( )

x

f x

f x

¥-¥ - +
¢ + - +

- +¥¥   
  

)استناداً إلى جدول التغيرات، للمعادلة  ) 0f x وهذا  في  aحلٌّ وحيدٌ  =
[ينتمي إلى المجال  , 1[-¥ 41 ، وعلاوة على ذلك-

15
( 2)f - = . إذن -
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2 1a- < < 1.7ثمُّ بحساب بعض القيم كما في الجدول المجاور نجد أنّ  .- 1.6a- < < -.  
,1]ف على المجال التابع المعرّ  f ليكن   )وفق  ¥+] ) 1 4f x x x= + - - .  
  ادرس تغيرات التابعf. أثبت أنَّ المعادلة ( ) 0f x وحيداً يطلب حساب قيمة  تقبل حلاًّ  =

    .-110 يتعدى الخطأ في الحساب لاّ على أ الحلتقريبية لهذا 
 .احسب جبرياً القيمة الحقيقية لذلك الجذر  

  
  التابعf 1]، تابعٌ مستمرٌ ومتزايدٌ تماماً على, [I = ، لأنّ مشتقه موجبٌ ¥+

limتماماً. وهو يحقّق  ( ,)
x

f x
¥+

= +¥ ،(1) 3f = )أي  - ) [ 3, [f I = - +¥ .
)فللمعادلة  ) 0f x (3)ونلاحظ أنّ . Iفي  a حلٌ وحيدٌ  = 2 1 0f = - > 

(2)و 1f = 2إذن  - 3a< 2.6وأخيراً نجد  .> 2.7a< بحساب بعض  >
   .المجاور القيم كما في الجدول

  تُكتب المعادلة( ) 0f x 1بالصيغة المُكافئة  = 4x x- =   فهي إذن تُكافئ -
4 0x- 21و     ³ 8 16x x x- = - +  

4xإذن  2و £ 9 17 0x x- + 9ومنه نستنتج أن  = 13
2.697 224

2
a

-
= ».  

,1[على المجال ف التابع المعرّ  f ليكن  [I = 1وفق  ¥+
( )

1
f x x

x
= -

-
.  

  ادرس تغيراتf  علىI .  
  استنتج أنَّ للمعادلة( ) 0f x   .]1,2[يقع في المجال  aجذراً وحيداً  =
 110ب يتعدى الخطأ في الحسا لاعلى أقيمة تقريبية لهذا الجذر  احسب-.   

  
  التابعf تابعٌ مستمرٌ ومتناقصٌ تماماً على ،I لأنّ مشتقه سالبٌ تماماً، أو لأنه يساوي مجموع ،

limوهو يحقّق  تابعين متناقصين تماماً. ( ,)
x

f x
¥+

= -¥ ،
1

lim ( )
x
f x


= )أي  ¥+ )f I = .  

  فللمعادلة( ) 0f x  وكذلك فإنّ . Iفي  aحلٌ وحيد  =
(2) 1 2 0f = - (]1,2[)إذن  > ]1 2, [f = - 1، ومنه ¥+ 2a< <.  

  1.7وأخيراً نجد 1.8a<   بحساب بعض القيم كما في الجدول المجاور. >
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2.6 0.13589

.

384

x f x

-

.

0.41421

0.267

( )

2

1.9

1.8

29

0.09164

1 0.12473.7

.x f x

-
-
-
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)في معلمٍ متجانسٍ   ); ,O i j
 ،  ليكن هو الخط البياني للتابع f  المعرف على  :وفق  

2

2( )
3

x x
f x

x x
+

=
+ +

  
.a   ادرس تغيراتf وارسم خطه البياني .  
.a  للخط البياني  اتمماسال تعييننريد غير المماس في المبدأ(، المبدأب ارةالم.(  

.a  ليكنa  ًاكتب معادلةً للمماس  .عدداً حقيقياaT  الذي يمسC  في النقطة( ), ( )A a f a.  
.b  َّفكِّرْ في أنaT  ثمُّ جد معادلة لكل مماس ا يمر بالمبدأعندم ةالمطلوب اتالمماسأحد يكون .

  يمر بالمبدأ. للخط البياني 

  
  ّنلاحظ أوّلاً أنlim ( ) 1

x
f x

¥
limو = ( ) 1

x
f x

-¥
1y، فالمستقيم الأفقي الذي معادلته = مستقيم  =

  .¥-و ¥+في جوار كلٍّ من  مُقاربٌ 
ولأنّ 

2

3
( ) 1

3
f x

x x
= -

+ +
)سَهُلَ حساب   )f x¢  لنجد

2 2

3(2 1)
( )

( 3)

x
f x

x x

+¢ =
+ +

)، فإشارة  )f x¢ 

2)تتفق مع إشارة  1)x + .  
  :والرسم البياني المطلوبين ومنه جدول التغيرات

1
2

1
11

( ) 0

( ) 1 1

x

f x

f x

-¥ - +¥

¢ - +

- 

  

.a   معادلةaT  هي( ) ( )( )y f a f a x a¢= +   أي -
2

2 2 2

3(2 1)
( )

3 ( 3)

a a a
y x a
a a a a

+ +
= + -

+ + + +
  

  أو
2 2

2 2 2 2

( 2 2) 3(2 1)

( 3) ( 3)

a a a a
y x

a a a a

+ - +
= +

+ + + +
  

.b   يمرaT  2معادلته وهذا يكافئ  (0,0)بالمبدأ إذا حققت النقطة 2( 2 2) 0a a a+ - . إذن إمّا أن =
0aيكون  1هو المماس في المبدأ وهو من ثَمّ غير مطلوب. أو أن يكون  0Tوعندها  = 3a = - - 

1أو 3a = - }. ولكن في حالة + }1 3, 1 3a Î - + - 2لدينا  - 2 2a a=   إذن .-
2 2 2( 3) (5 ) 27 12a a a a+ + = - = -  

1وعليه إذا كان  3a s= - }حيث  + 1,1}s Î   كان -

  لحلا

26

x

y

1

1

2

1/3

2/3

1-

x

y

1

1

2

1/3

2/3

1-
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2 2

3(2 1) 2 1 1 2 3

9 4( 3) 13 4 3
( 1 2 3)(13 4 3) 1 2 3

169 48 11

a a s

aa a s
s s s

+ + - +
= =

-+ + -
- + + +

= =
-

  

  المماسين المطلوبين هما ومعادلتا
1 2 3

1 3 11
:T y x+

- + 1و    = 2 3
1 3 11

:T y x-
- - =  

  . في الشكل، الواحدة على محور الفواصل لاتساوي الواحدة على محور التراتيب.ملاحظة
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)في معلمٍ متجانسٍ   ); ,O i j

 ،  هو الخط البياني للتابع f  المعرف على\{ 1}- :وفق  
22 7

( )
1

x x
f x

x
+ +

=
+

  
 ة أوجد نهايf  وعند  ¥+عند-¥.  
  أثبت أنَّ المستقيمd  2الذي معادلته 1y x=   .مقاربٌ مائل للخط  -
  ادرس نهايةf  ماذا تستنتج فيما يتعلق بالخط-1عند .  ؟  
  ادرس تغيراتf  .ونظِّمْ جدولاً بها  
  أثبت أنَّ النقطة( 1; 3)I -   .هي مركز تناظر للخط  -
  ارسم مقاربات  ثمَّ ارسم.  

  
  ّنلاحظ أنlim ( )

x
f x

+¥
= limو ¥+ ( )

x
f x

-¥
= -¥.  

  نضع( ) ( ) (2 1)g x f x x= - 8فنلاحظ أنّ  -
( )

1
g x

x
=

+
  . إذن

lim ( ) 0
x
g x

¥
limو      = ( ) 0

x
g x

-¥
=  

2الذي معادلته  dالمستقيم و  1y x=   .¥-و ¥+، في جوار كل من مقاربٌ للخط مستقيم  -
  ّنلاحظ أن

( 1)
lim ( )

x
f x

- -
= و ¥-

( 1)
lim ( )

x
f x

+ -
= . نستنتج أنّ المستقيم الشاقولي الذي ¥+

1xمعادلته  =   .fمستقيم مقارب للخط البياني للتابع  -
  8من الصيغة

( ) 2 1
1

f x x
x

= - +
+

  نستنتج أنّ  

2 2

8 2( 3)( 1)
( ) 2

( 1) ( 1)

x x
f x

x x

+ -¢ = - =
+ +

  

  كما يأتي: fمما يفيدنا في إنشاء جدول تغيرات 

  
  نلاحظ أوّلاً أن المجموعة}\{ 1-  1متناظرة بالنسبة إلى- 

1كان فإذا  h- }\{في  + 1-  ً1كان أيضا h- عنصراً من  -
}\{ 1-:وعلاوة على ذلك .  

( 1 ) ( 1 )
3

2

f h f h- + + - -
= -  

)إذن  1, 3)I -   .fهي مركز تناظر للخط البياني للتابع  -

  الحل

27

3 1 1

( ) 0 0

( ) 11 5

x

f x

f x

-¥ - - +¥
¢ + - - +

-¥ - -¥ +¥ +¥   xO

I

1

1

11-

5

3-
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 .الرسم مبين في الشكل المجاور  
  

)في معلمٍ متجانسٍ   ); ,O i j
 ،  هو الخط البياني للتابع f  {1}\المعرف على :وفق  

( )

3 2

2
3 10 11

( )
1

x x x
f x

x
- + -

=
-

  

  أوجد نهاياتf  عند حدود مجموعة تعريفه، ثمَّ ادرس تغيراتf .ونظِّمْ جدولاً بها  
  أثبت أنَّ المستقيمd  1الذي معادلتهy x=   .مقاربٌ مائل للخط  -
 للخطين  ادرس الوضع النسبيd و ًّمن  ، ثمَّ ارسم كلاd و.  
  3حدِّدْ هندسياً عدد حلول المعادلة 2( 3) (2 10) 11 0x m x m x m- + + + - - =.  
  

  
  ّنلاحظ أنlim ( )

x
f x

+¥
= limو ¥+ ( )

x
f x

-¥
= وكذلك نلاحظ أنّ . ¥-

1
lim ( )
x
f x


= -¥ .

1xفنستنتج أنّ المستقيم الشاقولي الذي معادلته  . وبالاستفادة fمستقيم مقارب للخط البياني للتابع  =
الصيغة  من

2

7 10
( ) 1

( 1)

x
f x x

x

-
= - +

-
  أو بحساب مباشر نجد 

3 2

3 3

3

7 13 3 4 12
( ) 1

( 1) ( 1)
( 2)( 2)( 3)

( 1)

x x x x
f x

x x
x x x

x

- + - - +¢ = + =
- -

+ - -
=

-

  

  :fومنه جدول التغيرات الآتي للتابع 

  
  نضع( ) ( ) ( 1)g x f x x= - فنلاحظ أنّ  -

2

7 10
( )

( 1)

x
g x

x

-
=

-
  . إذن

lim ( ) 0
x
g x

¥
limو      = ( ) 0

x
g x

-¥
=  

1yالذي معادلته  dنستنتج أنّ المستقيم  x=   .fمستقيم مقارب للخط البياني للتابع  -
  ّونستنتج مما سبق أن وd  10يتقاطعان في النقطة 3

7 7
( , ) ،

10على المجال  dتحت  Cويكون 
7

] , على  d، وفوق ¥-]
10المجال 

7
] ,   ومقارباته. Cن الرسم المجاور الخط . يبي¥+]

  

17 19
3 4

2 1 2 3

( ) 0 0 0

( ) 5

x

f x

f x

-¥ - +¥
¢ + - + - +

-¥ - -¥ -¥ +¥    
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1



d

2-
2 3



  

151  

 :تكافئ المعادلة المعطاة ما يأتي  
3 2 23 10 11 ( 2 1) 0x x x m x x- + - - - + =.  

1x ولأنّ  )2ليس حلاً لهذه المعادلة يمكننا قسمة طرفي المعادلة على  = 1)x لنجدها تكافئ  -
( )f x m=:وهذه يسهل حلها هندسياً من الرسم البياني لنجد .  

  
  17في حالة 19

3 4
{ , ,5}m Î )للمعادلة  - )f x m= .حلان  

  17في حالة 19
3 4
m- < 5mأو > )للمعادلة  < )f x m= .ٌحلٌ واحد  

  19في حالة
4

5m< 17أو  >
3

m < )للمعادلة  - )f x m= .ثلاثة حلول  
  

)في معلمٍ متجانسٍ   ); ,O i j
 ، C و الخط البياني للتابعهf  المعرف على :وفق  

2( ) 8f x x x= - +  
  احسب نهايةf  يقبل  . هل¥+وعند  ¥-عندC مقارباً أفقياً؟  
  ّق أنَّ المستقيم تحقd  2الذي معادلتهy x=  مقارب للخطC.  
 نظِّمْ جدولاً بتغيرات f.  
  ارسم مقارباتC  َّرسم اثمC.  

  
  ّمن الواضح أنlim ( )

x
f x

-¥
= -¥.  

ولمّا كان 
2

8
( )

8
f x

x x

-
=

+ +
limاستنتجنا أنّ   ( ) 0

x
f x

+¥
، فمحور الفواصل الذي معادلته =

0y   . ومن جهة ¥+في جوار  Cمستقيم مقارب أفقي للخط البياني  =
  لنضع

2

8
( ) ( ) 2

8
g x f x x

x x

-
= - =

+ -
lim. نلاحظ إذن أنّ  ( ) ( ) 0

x
f x g x

-¥
= = ،

2yالذي معادلته  dالمستقيم ف x=  مقارب للخط مستقيمC  ولمّا كان  .¥-في جوارg  ّاً سالباً، أي
  .dيقع دوماً تحت  fللتابع   Cاستنتجنا أنّ الخط البياني  ،xكانت قيمة 

  لدينا
2

( ) 1
8

x
f x

x
¢ = -

+
2موجبٌ دوماً لأنّ  وهو مقدار  28x x x x+ > =    إذن ³

( )

( ) 0

x

f x

f x

-¥ +¥
¢ +

-¥ 
  

  الحل
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x
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2
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  ًالرسم موضح جانبا.  
  

  دراسة تابع مثلثاتي  

2وفق   التابع المعرف على f ليكن 3( ) 3 sin 4 cosf x x x= +.  
  ًّمن قارن كلا ( )f x- و( )2f x + p  مع( )f x ّه تكفي دراسة . استنتج أنf  0]على, ]p.  
  َّأثبت أن ( )( ) 6 cos sin 1 2 cosf x x x x¢ = ´   .x، عند كل عدد حقيقي -
  ادرس تغيراتf  0]على, ]p.  
 لخط البياني للتابع ارسم اf  على[ 2 ,2 ]p p- .  
  

  
  ّنلاحظ أن  

2 3

2 3 2 3

2 3 2 3

( ) 3 sin 4 cos

( ) 3 sin ( ) 4 cos ( ) 3 sin 4 cos ( )

( 2 ) 3 sin (2 ) 4 cos (2 ) 3 sin 4 cos ( )

f x x x

f x x x x x f x

f x x x x x f xp p p

= +

- = - + - = + =

+ = + + + = + =

  

]على مجال طوله دور واحد وليكن  fدوراً. إذن تكفي دراسة  2pدوري ويقبل العدد  fفالتابع  , ]p p- .
]ولأنّ التابع زوجي فلدراسته على  , ]p p- 0]، تكفي دراسته على, ]p.  

  ّواضح أن  

( )
2( ) 6 sin cos 12 cos sin

6 sin cos 1 2 cos

f x x x x x

x x x

¢ = -

= ⋅ ⋅ -
  

  0[على, [p ينعدم ،( )f x¢  فقط عند
3

x p= ) 1الموافقة لـ
2

(cosx ، وعند =
2

x p= ) الموافقة لـ
(cos 0x ,0]على  f، ومنه جدول التغيرات الآتي للتابع = ]p.  

3 2

11
4

0

( ) 0 0 0 0

( ) 4 3 4

x

f x

f x

p p p
¢ - + -

-  
  

 .الرسم مبيّن أدناه  

  الحل
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  دراسة تابع مثلثاتي  

)3وفق   التابع المعرف على f ليكن ) 4 sin 3 cosf x x x= +.  
  َّأثبت أن( )2 ( )f x f x+ p   .xيقي ، أياً يكن العدد الحق=
  َّتحقق أن( )( ) 3 sin 2 sin 2 1f x x x¢ =   .x، أياً يكن العدد الحقيقي -
  ادرسf 2 على مجال طولهp ، وارسم خطه البياني على المجال[ 2 ,2 ]p p-.  

  
  هذه الخاصة واضحة لأنّ كل منsin وcos  2تابع دوري ودورهp.  
  ّواضح أن  

( )
( )

2( ) 12 sin cos 3 sin

3 sin 4 sin cos 1

3 sin 2 sin2 1

f x x x x

x x x

x x

¢ = ⋅ -
= ⋅ -
= -

  

  0,2[على [p ينعدم ،( )f x¢  175فقط عند 13
12 12 12 12

{ , , , }x pp p pÎ ) 1الموافقة لـ
2

(sin2x د وعن، =
x p= ) الموافقة لـ(sin 0x 0,2]على  fومنه جدول التغيرات الآتي للتابع ، = ]p.  

  
175 13

12 12 12 12

3 3 1 3 3 13 3 1 1 3 3
2 2 2 2

0 2

( ) 0 0 0 0 0 0 0

( ) 3 3 3

x

f x

f x

pp p pp p

+ +- -

¢ - + - + - +

- -     

  

   .fومنه الرسم البياني للتابع 

  الحل
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 المجال التابع المعرف على f ليكن  
2

0,I pé é= ê êë ë  2وفق( ) 4 tanf x x x= -.  
  احسب التابع المشتق( )f x¢ ْضع .tan x t=  ّق أنَّ وتحق  

( )( )2( ) 2 1 2f x t t t¢ = - + +  
  استنتج جدولاً بتغيراتf  على المجالI .  
 ة أثبت أنَّ للمعادل( ) 1f x =   . aجذراً وحيداً  I، في المجال -

  
  2هنا نتذكّر أنtan 1 tan¢ =   فنجد +

2

3 2

( ) 4 2 tan (tan 1)

2 2 4 2(1 )( 2)

f x x x

t t t t t

¢ = - ⋅ +

= - - + = - + +
  

tantحيث وضعنا  x=.  
  2لمّا كان المقدار 2t t+ 0tموجباً في حالة  + )استنتجنا أنّ إشارة  ³ )f x¢  تتفق مع إشارة

1 1 tant x- = . الذي ينعدم على -
2

0,I pé é= ê êë ë  فقط في حالة
4

x p=.  
ومن جهة أخرى، نلاحظ أنّ 

/2
lim ( )
x

f x
p

= لأنّ  ¥-
/2)(

lim tan
x

x
p -

= ، فالمستقيم الشاقولي ¥+

الذي معادلته 
2

x p=  مستقيم مقارب للخط البياني للتابعfجدول التغيرات الآتي  . وهكذا يمكننا إنشاء
  .Iعلى  fللتابع 
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  ّنرى من جدول التغيرات أن
4

([0, ]) [0, 1]f p p= ,0]لا ينتمي إلى  -1والعدد  - 1]p فليس  -
)للمعادلة  ) 1f x = حلول على المجال  -

4
[0, ]p أمّا على المجال .

4 2
] , [p p  فالتابعf  مستمرٌ ومطرد

تماماً ويحقّق 
4 2

(] , [) ] , 1[f p p p= -¥ 1. ولأنّ - 1p- < )استنتجنا أنّ للمعادلة  - ) 1f x = حلٌّ  -
وحيد على المجال 

4 2
] , [p p.  بالنتيجة للمعادلة( ) 1f x = . وهذا الحلّ Iفي المجال  aحلٌّ وحيد  -

ينتمي إلى المجال 
4 2

] , [p p.  
  

)وفق  ف على التابع المعرّ  fليكن    ) cosf x x x=.  
  كل احسب عندx  من ،( )f x¢ و( )f x¢¢ و( )f x¢¢¢ .  
  ّ1مهما تكن ج، أنَّ يأثبت، مستخدماً البرهان بالتدرn   :دينافل ³

( ) ( )( )( )( ) cos cos 1
2 2

n n
f x x x n x n

p p
= + + + -   .من  xأياً يكن  ´

  
 هنا لدينا  

( ) cos

( ) sin cos

( ) cos 2 sin

( ) sin 3 cos

f x x x

f x x x x

f x x x x

f x x x x

=
¢ = - +
¢¢ = - -

-¢¢¢ = -

-

  

  
  ،نتذكّر أنّ لفي الحقيقة( )2

cos ( ) sin( ) cosx a x a x a p¢ + = - + = + +.  
  لتكن( )E n :الخاصة الآتية 

)يكن  من  xمهما تكن  « ) ( )( )( )( ) cos cos 1
2 2

n n
f x x x n x n

p p
= + + + - ´.«  

  لمّا كان( ) ( )2 2
( ) sin cos cos 1 cos 0f x x x x x x xp p¢ = - + = + + ´ + استنتجنا أنّ  ´

(1)E  .محقّقة 
  ّلنفترض أن( )E n باشتقاق العلاقة صحيحة . 

( ) ( )( )( )( ) cos cos 1
2 2

n n
f x x x n x n

p p
= + + + - ´  

  نجد

  الحل

33
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( 1) ( 1)
( ) cos cos cos

2 2 2
( 1)

cos cos cos
2 2 2 2 2

( 1)
cos cos cos

2 2

n n n n
f x x x x n x

n n n
x x x n x

n n
x x x n x

+ æ ö æ ö æ öp p - p÷ ÷ ÷ç ç ç¢ ¢= + + + + +÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
æ ö æ ö æ öp p p - p p÷ ÷ ÷ç ç ç= + + + + + + +÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
æ ö æ ö+ p p÷ ÷ç ç= + + + +÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø 2

( 1)
cos ( 1)cos

2 2

n

n n
x x n x

æ öp ÷ç + ÷ç ÷÷çè ø
æ ö æ ö+ p p÷ ÷ç ç= + + + +÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

  

)أي إنّ  1)E n )صحيحة. فنكون قد أثبتنا صحة الخاصة  + )E n  مهما كانت قيمةn.  
  

}\التابع المعرف على  f ليكن  1,1}-  2وفق
2

( )
1
x

f x
x

=
-

.  

  أوجد عددين حقيقيينa وb  يحققان( )
1 1
a b

f x
x x

= +
- +

}\على ،  1,1}-.  
  ،أوجد عبارة بالاستفادة مما سبق( )( )nf x   1في حالةn }\من  xو ³ 1,1}-.  

  
  ّهذا سهل إذ نتيقن بسهولة أن

2

1 1 2

1 1 1

x

x x x
+ =

- + -
.  

  ّوجدنا في دراستنا أن  
( )

1

1 ( 1) !

1 ( 1)

n n

n

n

x x +

æ ö -÷ç =÷ç ÷÷ç -è ø -
و    

( )

1

1 ( 1) !

1 ( 1)

n n

n

n

x x +

æ ö -÷ç =÷ç ÷÷ç +è ø +
  

  إذن
( ) ( )

( )
1 1

1 1 ( 1) ! ( 1) !
( )

1 1 ( 1) ( 1)

n n n n
n

n n

n n
f x

x x x x+ +

æ ö æ ö - -÷ ÷ç ç= + = +÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç- +è ø è ø + -
  

  الحل

34



  

157  

  

   إيجاد تابع  

  قويحقّ عليها، واشتقاقي  معرف على  f نفترض وجود تابع
(0) 0f 2و  =

1
( )

1
f x

x
¢ =

+
  .من  xعند كل  

)لن نبحث عن عبارة (خطه البياني في معلم متجانس وليكن  ( )f x .  
 ليكن g  التابع المعرف على  وفق( ) ( ) ( )g x f x f x= + -.  

.a  َّتحقق  أنg  اشتقاقي على . احسب و( )g x¢.  
.b  (0)احسبg  واستنتج أنَّ التابعf .فردي  
 ليكن h  0[التابع المعرف على, [I = 1وفق  ¥+

( ) ( )h x f x f
x

æ ö÷ç= + ÷ç ÷÷çè ø
.  

.a  َّتحقق أنh  اشتقاقي علىI احسب ، و( )h x¢  علىI.  
.b  َّأثبت أن( ) 2 (1)h x f= أياً يكن ،x  منI.  
.c  استنتج أنَّ نهاية التابعf  2تساوي  ¥+عند (1)f.  

 .d الخط البياني  بشأنماذا تستنتج؟  
  ليكنk  التابع المعرف على,

2 2
J

ù ép pú ê= -
ú êû ë

)وفق   ) (tan )k x f x x= -.    

.a  احسب( )k x¢ التابع بشأن . ماذا تستنتجk؟  
.b  (1)احسبf.  
.c  نظِّمْ جدولاً بتغيراتf  على.  
.d  ارسم المستقيمات المقاربة للخط البياني  1وارسم مماساته في النقاط التي فواصلها- 

  .ارسم  م، ثُ 1و 0و

  
.a  لمّا كانf  اشتقاقياً على  ّاستنتجنا أن: ( ) ( )g x f x f x+ -  اشتقاقي على ولدينا  

2 2

1 1
( ) ( ) ( ) 0

1 1 ( )
g x f x f x

x x
¢ ¢ ¢= - - = - =

+ + -
   

.b  إذن التابعg (0)تٌ، ولدينا تابعٌ ثاب 2 (0) 0g f= 0gإذن  = . هذا يبرهن أن التابع على  =
f .تابعٌ فردي  

.a  لمّا كانf  اشتقاقياً على 1، وكان التابع
x

x
  0[اشتقاقياً على, [I = ، استنتجنا أنّ ¥+

: ( ) (1/ )h x f x f x+  اشتقاقي علىI ولدينا  
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2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
( ) ( ) 0

1 1
h x f x f

x x x x x-
æ ö÷ç¢ ¢ ¢= - = - ⋅ =÷ç ÷÷çè ø + +

  

.b  ّنستنتج إذن أن h  تابعٌ ثابتٌ علىI ّ(1)، ولأن 2 (1)h f=  ّاستنتجنا أن( ) 2 (1)h x f=  أياً كانت
  .Iمن  xقيمة 
.c  ّ1ا كان لم

lim 0
x x¥

1استنتجنا أنّ  =
lim (0) 0
x

f f
x¥

æ ö÷ç = =÷ç ÷÷çè ø
0x، فإذا لاحظنا أنّه في حالة  > 

1لدينا 
( ) 2 (1)f x f f

x

æ ö÷ç= - ÷ç ÷÷çè ø
limاستنتجنا أنّ   ( ) 2 (1) 0 2 (1)

x
f x f f

¥
= - =.  

.d لتابع إذن يقبل الخط البياني لf  2مستقيماً مقارباً أفقياً معادلته (1)y f=.  
.a  في حالةx  منJ لدينا  

( ) ( )2 2
2

1
( ) (tan ) 1 tan 1 1 tan 1 0

1 tan
k x f x x x

x
¢ ¢= + - = + - =

+
  

(0)، ولكن Jتابعٌ ثابتٌ على  kإذن التابع  (0) 0 0k f= - tan)، إذن = )f x x=  في حالةx  من
J.  

.b  باختيار
4

x p=  نجد
4

(1)f p= .  
.c  وبالاستفادة من كونf  فردياً يمكننا أن ننشئ جدول تغيراتf الآتي:  

2 2

0

( )

( ) 0

x

f x

f x p p

-¥ +¥

¢ + +

-  

  

.d  معادلة المماس في
4

(1, )p  2هي 1
4 2

y xp-=   . ومنه الرسم الآتي:+
  

  

x
O 1

/2p

1

1-

y
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  نهاية متتالية
  
  

  كرةتذ:  اية متتاليةنه 

  النهايات تخصّبرهنات م  
 

   تقارب المتتاليات المطّردة  

  متتاليات متجاورة  
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  نقاط التعلمّ الأساسـية في هذه الوحدة

ا.  -  اية متتالية وقواعد حسا

 .المتتاليات المطردة، وتقارب المحدودة منها، مبرهنة فايرشتراس -

 .تتاليات المتجاورة: إثبات التجاور واستخلاص النتائجالم -

  تطبيقات على دراسة بعض المتتاليات المعرفة تدريجياً. -
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  مخطط لتوزيع دروس الوحدة الرابعة
 

 عنوان الدرس  
عـــــــــــــدد    التعلم

 الحصص
  نھاية متتالية : تذكرة  

  
  
  
  

  ؟ المتتالية الهندسية حالة -  1تعاريف + مبرھنة 

)0متتالية  إذا تقارباتلماذا   : متكريساً للفه )n nu ³ 
  موجباً؟ نهايتها عدداً  كانتذات حدود موجبة،  

  119ص  تَدرَّبْ 

1  
  

1  
  
  

1  

  النهايات تخصبرهنات م 

  

)متتاليات من النمط  )=nu f n    

  :تكريساً للفهم

  123ص  تَدرَّبْ  

  

1+1+1  

 
  المطردةالمتتاليات  تقارب  

  

لم   دراسة      +    عموميات    .   ليات    ا لم   تتا  ردة طّا
  تكريساً للفهم   

   
محدودة من غير متتاليةٌ  كانتإذا  

  ¥+تنتهي بالضرورة إلى فهي لا  الأعلى، 

   128+تدرب 

1  

1  

2  

  متتاليات متجاورة  

  

  دراسة متتاليتين متجاورتين

 
متتاليتين عمال باست 2 نحصركيف   :تكريساً للفهم

  متجاورتين؟

  128تدرب 

1  

1  

1  
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عــــــــــــــدد   الانشطة    الدرس
 الحصص

 تمثيـــــــــــلٌ هندســـــــــــي لمتتاليـــــــــــة مـــــــــــن الـــــــــــنمط   أ�شطة
1 ( )n nu f u=+  

  تمرين  

  يحجم مجسم قطع مكافئ دوران  

1  
  
  
1 

تمرينات ومسائل  
  الوحدة الأولى   

  2       10الى    1من                 

 
لنتعلمّ البحث معاً 

  1     14الى    11من         

   

  إلى قُدُماً 

     الأمام 

يمكن للمدرس أن يختار عشرة مسائل      30إلى  15من             
لــــب  للمناقشــــة داخــــل الصــــف ومــــا تبقــــى مــــن المســــائل يمكــــن للطا

  مناقشتها بنفس الأسلوب  

3  

  اذار     25شباط حتى   15حصة     من    13  مجموع الحصص  
  

    
   حصة  21

 1 نشاط

 2 نشاط
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  119صفحة   تَدرَّبْ 

  

 1 المتتالية( )n nu 1معرفة وفق  ³
nu

n n
lim. نعلم أنَّ = 0

n nu¥
يحقق  0n. جد عدداً طبيعياً =

3 3] 10 ,10 [nu
- -Î عند كل  - 0n n.   

3حدود المتتالية موجبة فالشرط   3] 10 ,10 [nu
- -Î  يكُافئ  -

3

1 1

10n n
6أو > 310 n<  ًوأخيرا

100n 0. إذن باختيار < 100n 0nحيث   nuنضمن أنّ جميع الحدود  = n>  تقع في المجال
  المطلوب.

 

 2 المتتالية( )n nu 3وفق معرفة  ³ 1
1n

n
u

n
+

=
-

يجعل  0nعدداً طبيعياً جد  .3وتساوي نهايتها  
2.98,3.02nu ù éÎ û ë كل  عندn  0أكبر تماماً منn.  

  
]2.98,3.02[ھنا الشرط  

n
u Î     2.98يعني 3.02

n
u< 0.02  أو > 3 0.02

n
u- < -   . ولكن>

4
3

1nu n
- =

-
   

3nuإذن  0.02مقدار موجب، و تتحققّ المتراجحة  - 3 0.02
n
u- < -   إذا كان  إذا وفقط >

4 2

1 100n
<

-
  

200وهذا يكافئ  1n< 201أو  - n< 0اخترنا . فإذا 201n   تحقق المطلوب. ³
 1 المتتالية( )n nu nuمعرفة وفق  ³ n n= ّنعلم أن .lim

n nu¥
=   0nعدداً طبيعياً جد  .¥+

610nuيجعل    .0nأكبر تماماً من  nكل  عند <
  

610الشرط  
n
u 610n   يكافئ < n 3أي   < 1210n 410nأو  < 0اخترنا فإذا . < 10000n ³ 

  تحقق المطلوب.
  0احسب نهاية كل من المتتاليتين( )n nx )0و ³ )n ny 3حيث   ³

2

n

n n
x 10و   =

(10.1)

n

n n
y =.  

3المتتالية   

2

n

n n
u nالشكل متتالية هندسية من   =

n
u q=  1.5حيث 1q =  تسعى إلى فهي <

 تماماً من الواحد. أكبرها اسسأ لأن  ¥+
10المتتالية بالمثل 

(10.1)

n

n n
u nمتتالية هندسية من الشكل   =

n
u q=  1حيث

1.01
q فهي تسعى إلى  =

1يحقق ها سلأن  أسا 0 1q- < <. 
  

 الحل

 الحل

 الحل

 الحل



  

165  

  1ليكن 1q- < )0، ولنعرّف المتتالية > )n nu 21بالعلاقة  ³ n
nu q q q= + + + + أعط .

limواستنتج قيمة  nuصيغة أخرى تفيد في حساب  n
n

S u
¥

=.  
  إذن. 1وحدها الأوّل  qأساسها  هذا مجموع متتالية هندسية 

11 1

1 1 1

n
n

n
q q

u q
q q q

+-
= = - ´

- - -
  

limولكن   0n

n
q

¥
1لأنّ  = 1q- < 1، ومن ثّم >

lim
1n

n
S u

q¥
= =

-
  

  0نتأمّل المتتاليتين( )n nx )0و ³ )n ny   ن وفق: يمعرفتال ³

0 3x = ،1
1

2
3n nx x+ = 3n     و    - ny x= +.  

.a  َ0أثبت أنَّ المتتالية( )n ny   هندسية. ³
.b   احسبny  َّثمnx  بدلالةn.  
.a  0نضعn nS y y= + +  0وn nS x x¢ = + +.  
.a   ًّمن  احسب كلاnS  وnS   .nبدلالة  ¢
.b   0استنتج نهاية كلٍّ من المتتاليتين( )n nS )0و  ³ )n nS ³¢.  

  نحسب  

1 1
1

2
1 1

3 3 ( 3)
3 33nn nn ny xx x y++ = + = + = + =-  

)0فالمتتالية  )n ny 1هندسية أساسها  ³

3
0وحدها الأوّل   0 3 6y x= + 6إذن  .=

3
n n
y ، ومن ثمّ =

6
3

3
n n
x = -.  

  0نضعn nS y y= + +  0وn nS x x¢ = + +فيكون ،  
( ) 11

3
0 1 1 1

3

16 6 6 1 3
6 9 1 9

13 3 3 3 3

n

n n n n
S

+

+

- æ ö÷ç= + + + = = - = -÷ç ÷÷çè ø-
  

  و
0 0 1

0

( 3) ( 3) ( 3)

3
3( 1) 3 3 3 6

3

n n n

n n n

S x x y y y

y y n S n n

¢ = + + = - + - + + -

= + + - + = - - = - + -

 


  

  إذن
3

lim lim 9 9
3n nn n

S
+¥ +¥

æ ö÷ç ÷= - =ç ÷ç ÷çè ø
3و     

lim lim 3 6
3n nn n

S n
+¥ +¥

æ ö÷ç¢ ÷= - + - = -ç ÷ç ÷çè ø
¥  

  

  

 الحل

 الحل



 

  166  

 0 نتأمّل متتالية( )n nu 1n، معرّفة وفق العلاقة التدريجية ³ nu au b+ = 0uو + s=.  
.a   ّ1نفترض أنa )0، تيقّن أنّ = )n nu بدلالة  nuفي هذه الحالة، واحسب  متتالية حسابية ³

n وb وs  .في هذه الحالة  
.a   ّ1هنا نفترض أنa xالحل الوحيد للمعادلة  . ونضع ¹ ax b= +.  
.a   0نعرّف( )n nt nبالعلاقة  ³ nv t= -  ّ0. برهن أن( )n nt   متتالية هندسية. ³
.b    استنتج صيغةnt  بدلالةn وb وa وs .في هذه الحالة  
.c   1برهن أنّه في حالة 1a- < )0تتقارب المتتالية  > )n nu  aو b، واحسب نهايتها بدلالة ³

  .sو
   

  1في هذه الحالة لأنّ واضح هنا أنّ المتتالية حسابيةn nu u b+ - فحدّها  .nأياً كانت قيمة  =
0uالأوّل  s=  وأساسهاb  إذنnu s bn=   . nأياً كان  +
  ّ1لأنa xللمعادلة  ¹ ax b= حلٌّ وحيد هو   +

1

b

a
=

-
.  تعريفاً لديناa b= +   ومن

1nجهة أخرى  nu au b+ =   فإذا طرحنا الأولى من الثانية وجدنا +
1 ( )n n nau a uu a+ - - = -=    

1nأو  nt at+ )فالمتتالية  = )
0n n

t
³

nالمعرّفة بالصيغة   nt u= -   متتالية هندسية أساسهاa  وحدها
0الأوّل  0 st u= - = -  إذن، مهما كان العدد الطبيعي .n  كان  

( )
1

n n
n

b
t s s a

a
a

æ ö÷ç= - = - ÷ç ÷÷ç -è ø
  

1 في حالة  1a- < 0limلدينا  >
n

na
¥

0limومن ثمّ   =
n

nt¥
n. ولكن = nu t= + إذن  

lim
1n

nu
b

a¥
=

-
  

 الحل
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  123  صفحة تَدرَّبْ 

 1 المتتالية( )n nu cos(2معرفة وفق  ³ )
n

n
u

n
1ق أنَّ تحقَّ  .= 1

nu
n n

- <  وذلك أياً يكن، >

1n )1، ثمَّ استنتج نهاية ³ )n nu ³.  
  سهل ومتروك للقارئ.الإحاطة. تطبيق مباشر على مبرهنة  
 1 المتتالية( )n nu 1 بالصيغةمعرفة  ³ cosnu n n= + 2nnق أنَّ حقَّ ت .- u n£ £ وذلك أياً ، +
1n يكن )1تنتج نهاية ، ثمَّ اس³ )n nu ³.  

  سهل ومتروك للقارئ.الإحاطة. تطبيق مباشر على مبرهنة  
  

 الحل

 الحل
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  1فيما يأتي احسب نهاية المتتالية( )n nu   في حال وجودها: ³

2 2

2 2 2

2

2

2

1 5 3 2 3

1 3 5 3 1
2 3 2 4 5 3 7

4 1 2( 1) 1
4 3 2 1 10 3

1 3 5 1
1 2 2 1

sin cos
2 1 3 1 3 1

n n n

n n n

n n n

n n n

n n
u n u u

n n n
n n n n n n

u u u
n n n n
n n n

u u u
n n n
n n n

u u u
n n n

p p

- +
= - = =

+ - -
- + + - +

= + = =
+ + + +

- - -
= = =

+ + +
æ ö æ ö+ -÷ ÷ç ç= = =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç+ + +è ø è ø

  

  

  

  

3 2 1

6 5 4

9 8 7

12 11 1

( )2

2

2
2

2

2 1! 2 1

2 3

2 5 2
2 1 2
1 3 9 1 1

2 2
1 5

n

n n n

n n n

n n n

nn
u u n n n u

n n
n n n n n

u u u n n
n n n
n n n

u u u n
n nn

+ --
= = + - - =

!
+

= = - = - -
+ + +

æ ö+ - + ÷ç ÷= = = + -ç ÷ç ÷ç+ è ø+

  

  

  

0

15 14 13

18 17 16

21 20 19

  

  الإجابات: 

5 2

3 3
3

5
2

2 0

1
1

2
2

1 0
3

0 0

0 0

+

+ -

+

- +

+

¥

¥+

¥

¥

¥

¥

  

  

  

  

  

  

  

3 2 1

6 5 4

9 8 7

12 11 10

15 14 13

18 17 16

21 20 19

  

14 2في حالة المتتالية  1

2nu n n n= + -   نكتب -
2 21

2

2 21
2

( ) 1

4 4 2
n

n n n
u

n n n n n n

+ - + -
= =

+ + + + + +
  

0limوالبسط ثابتٌ. إذن  ¥+المقام يسعى إلى 
n

nu¥
=.  

  
! 15وفي حالة  2

n
n

u
n

-
=

!
2نلاحظ أنّ  

1
!nu n

- 2إذن  = 2
0 1

!nu n n
£ - = ولأنّ  >

0lim
2

n n¥
1liاستنتجنا أنّ  = ) 0m ( n

n
u

¥
- 1limأو =

n
nu¥
=.  
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19 2 وفي حالة 1
2 2nu n
n

æ ö÷ç ÷= + -ç ÷ç ÷çè ø
  نلاحظ أنّ  

( ) ( )1

1 1 1 1
2 2

43 22 2
n

n nnn
+ - = ³

+
³

+ +
  

إذن 
4n
n

u ، ولأنّ ³
4

lim
n

n
¥

= limاستنتجنا أنّ  ¥+ n
n
u

¥
= +¥.  

  

 
  128  صفحة تَدرَّبْ 

 0كلٍّ من الحالات الآتية، مثِّلْ هندسياً الحدود الأولى من المتتالية  في( )n nu  اطردها، ثمَّ خمِّنْ جهة ³
  ونهايتها المحتملة.إذا كانت مطّردة 

0 2u =   1و
1

3
2n nu u+ = -.  

0 1u =   1و
1
2n nu u+ = -.  

0 1u =   1و 2n nu u+ = +.  

  تمرين بسيط ومتروك للقارئ. 
  1 المتتاليةتأمّل( )n nu 2فة وفق معرّ ال ³

10
5nu n

=  ،6 ،0: يهاعداد الآتية راجحٌ علالأ أيُّ بيّن  .-
  ؟ 5 ،4.99999

راجحان على   5و 6هنا العددان  .يكون عددٌ راجحاً على متتالية إذا كان أكبر من جميع حدودها 
1( )n nu 10000nرا جحين عليها لأنّه إذا اخترنا  4.99999و  0في حين لا يكون العددان  ³ مثلاً  =

10000كان  4.9999999u   .4.99999و  0وهو أكبر من كلا العددين  =
  

  0 المتتاليةتأمّل( )n nu فة وفق معرّ ال ³
2

2
1
1n

n n
u

n n
+ +

=
- +

1أثبت أنَّ  . 3nu£  العدد ، أياً يكن£
  .n الطبيعي
  

  في الحقيقة 
2

2

2 2

2

1 2
1 1 0

1 ( 1)1
1 2( 1)

3 3
1 ( 1)

 
1

0

n

n

n n n
u

n nn n
n n n

u
n nn n

+ +
- = - = ³

+ -- +
+ + -

- = -
+ -- +

³=
  

1ومنه يكون  3
n
u£   .n، أياً كانت £

 الحل

 الحل

 الحل
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  2فيما يأتي أعطِ متتاليتين( )n nt )2و ³ )n ns )2، تختلفان عن ³ )n nu وتحقّقان  ³
n n nt u s£ 2nأياً يكن  £ ³.  

2

5 1 2

1 1
4 7 2 3

1 ( 1)( 2)
1

2
2

n n

n n

n n

n n
u u

n n
n n n

u u
n n n

u u n
n

+ +
= =

+ +
- + -

= =
- - +

= = +
+

 

 

 

  

  هنا المطلوب أمثلة، ولا يوجد حلول وحيدة 

2 2 2

2 2

1 1
5 5 1

6
1 1

2 3 2 3 2

( 2) ( 1)( 2) 1
4 4 7 7

1 1
2

1 1
1

2

n n nt u s

n n n

n n n
n n

n n
n n

n n n n n
n n n n n

n n n
n n n

n n

£ £
+ +

£ £
+ +

+
£ £

+ +
- -

£ £
+ - + -
- - + +

£ £
- -

£ + £

£ £
+













  

  1فيما يأتي، بيّن إذا كانت المتتالية( )n nu   محدودة، أو محدودة من الأعلى، أو من الأدنى. ³

2

2

2 22

2

2 2

1 1
1 sin

2
1 1

1 11
2

1 3 2
2 3
1

( 1) cos
1

n n n

n n n

n n n

n
n n n

u u u n
n n
n n

u u u
n nn

u n n u n u
n

u n u n n u n
n

= = + =
+

-
= = =

+ ++
-

= + - = - =
+

= - ´ = + = +
+

  

  

  

  

3 2 1

6 5 4

9 8 7

12 11 10

  

  
1  ّ1محدودة لأن si 1nn- £ 1nأياً كانت  £ ³.  
2  ّمحدودة لأن

2

1
1 21
n

£ + 1nأياً كانت  £ ³.   

3  ّ1محدودة لأن
0

2
1

n
£

+
1nأياً كانت  £ ³.  

4  ّمحدودة لأن
2 2

1

1

1
0

n
££

+
1nأياً كانت   ³.  

 الحل

 الحل
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5  ّمحدودة لأن
2

0
1

1
n

n
£

+
1nأياً كانت  £ ³. 

6  ّمحدودة لأن
2

2
1

1
0

1

n

n

-

+
1nأياً كانت  ££ ³. 

7  ّ2محدودة لأن
1

2
0

3n

-
- £

+
1nأياً كانت  £ ³.  

8  ّ3محدودة من الأدنى فقط لأن 2 2n - 1nأياً كانت  -³ ، ولكنها غير محدودة من ³
limالأعلى لأنّ  ( 3 2)

n
n

¥
- = +¥.  

9  وغير محدودة من الأعلى. -1محدودة من الأدنى بالعدد  
10 وغير محدودة من الأعلى. 0من الأدنى بالعدد  محدودة  
11  وغير محدودة من الأعلى. 0محدودة من الأدنى بالعدد  
12 محدودة من الأدنى وغير محدودة من الأعلى.غير 

  1لتكن المتتالية( )n nu   : المعرّفة بالصيغة ³

2 3 4

1 2 3 4

3 3 3 3 3
n n

n
u = + + + + +  

  أثبت بالتدريج على العددn ّ2، أنnn   .nمهما كان العدد الطبيعي  £
  1استنتج مما سبق عنصراً راجحاً على المتتالية( )n nu ³.  

   
  لتكن( )E n  2الخاصةn n³. 
 (0) تانالخاصE (1)وE 02وضوحاً لأنّ  تانمحقق 12و 0³ 1³ . 

  لنفترض صحة( )E n  1في حالة عددn 12 . عندئذ³ 2 2 2 1n n n n+ = ´ ³ ³ +  
)فالخاصة  1)E n 2nمحققة أيضاً، فنكون قد أثبتنا بالتدريج أنّ  + n³  أياً كانتn.   

  بالاستفادة مما سبق نستبدل كل عددk  2في بسط كل كسر بالقوةk نجد ل  

2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

3 3 3 3 3
2 2 2 2 2

3 3 3 3 3
2

:
3

1 2
2 1 2

1 3

n n

n

n

n

nn

n
u

q q q q q q

q
q

q

= + + + + +

£ + + + + +

= + + + + + =

æ öæ ö ÷- ç ÷ ÷çç= = - £÷ ÷çç ÷ ÷÷çç ÷- è ø ÷çè ø






  

   .2فالمتتالية محدودة من الأعلى بالعدد 
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  132  صفحة تَدرَّبْ 

  

 0 لتكن( )n nt )0و ³ )n ns 1معرفتان وفق المتتاليتان ال ³

2 4nt n
= -

+
1و 

1ns n
=

+
 هماأثبت أن .

  نهايتهما المشتركة. عيّنمتجاورتان ثمَّ 

  
1nهذا تطبيق مباشر على التعريف. يمكن مثلاً حساب إشارة الفرقين  nt t+ 1nو - ns s+ يين ثمُّ تع -

)نهاية  )n n ns t- نجد .lim lim 0n n
n n
t s

¥ ¥
= =.  

 0 لتكن( )n nt )0و ³ )n ns 1معرفتان وفق المتتاليتان ال ³
n

n
t

n

-
و =

2

1
1ns
n

=  اهمأثبت أنّ  .+

  نهايتهما المشتركة. عيّنمتجاورتان ثمَّ 

  
1nهذا تطبيق مباشر على التعريف. يمكن مثلاً حساب إشارة الفرقين  nt t+ 1nو - ns s+ ثمُّ تعيين  -

)نهاية  )n n ns t- نجد .lim lim 1n n
n n
t s

¥ ¥
= =.  

 1 في كلٍّ من الحالات الآتية، تبيَّنْ إن كانت المتتاليتان( )n nx )1و ³ )n ny   متجاورتين أم لا. ³

2 2 2

2

1 1 1 1
,

4 1 2 2
1 1 1 1 1 1

,
1 2 2 1 2 1
1 1 1 1

, 1
2 3

1 1
2 , 2

n n n

n n

n n n

n n

y x x
n n n n

y x
n n n n n n

y x x
n n

y x
nn

= + = + + +
+ +

= + + + = + + +
+ + + -

= + = + + + +

= + = -



 











  

  
  هنا  

1

1 1 1

1 2 2
1 1 1 1 1

2 3 2 2 1 2 2

n

n

x
n n n

x
n n n n n+

= + + +
+ +

= + + + + +
+ + + +




  

  إذن

1
1 1 1 1 1 1

0
2 1 2 2 1 2 1 2 2 (2 1)(2 2)n nx x
n n n n n n n+ - = + - = - = >
+ + + + + + +

  

)1فالمتتالية  )n nx   متزايدة. ³
  

 الحل

 الحل

 الحل
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  ونجد

1 1
1 1 1 1

4( 1) 4 (2 1)(2 2) 2 (2 2)
1 1 1 1

0
2 2 2 1 2 4 ( 1)(2 1)

n n n ny y x x
n n n n n n

n n n n n n

+ +- = - + - = -
+ + + +

æ ö÷ç= - = - <÷ç ÷÷ç+ + + +è ø

  

)1فالمتتالية  )n ny   متناقصة. ³
1وأخيراً 

4n ny x
n

- )، إذن = )lim 0n n
n

y x
¥

- )1. فالمتتاليتان = )n nx )1و ³ )n ny   متجاورتان. ³
 هنا  

1

1 1 1
...

1 2 1
1 1 1 1 1

...
1 1 2 1 2 2 1

n

n

x
n n n

x
n n n n n+

= + + +
+ -

= + + + + +
+ + - +

  

  إذن

1
1 1 1 1 1 1

0
2 1 2 2 1 2 2 (2 1)n nx x
n n n n n n n+ - = + - = - = - <
+ + +

  

)1فالمتتالية  )n nx   .متناقصة ³
  وكذلك

1

1 1 1

1 2 2
1 1 1 1 1

2 3 2 2 1 2 2

n

n

y
n n n

y
n n n n n+

= + + +
+ +

= + + + + +
+ + + +




  

  إذن

1
1 1 1 1 1 1

0
2 1 2 2 1 2 1 2 2 (2 2)(2 1)n ny y
n n n n n n n+ - = + - = - = >
+ + + + + + +

  

)1فالمتتالية  )n ny   .متزايدة ³
1وأخيراً 

2n nx y
n

- )إذن  ،= )lim 0n n
n

x y
¥

- )1. فالمتتاليتان = )n nx )1و ³ )n ny   متجاورتان. ³

 1 هنا 2

1

( 1)
n nx x

n
+ - =

+
)1والمتتالية   )n nx   أيضاً  ونجد متزايدة. ³

1 1 2 2

1 1 1 1 1
0

1 ( 1)( 1) ( 1)
n n n ny y x x

n n n nn n n
+ +- = - + - = - = - <

+ ++ +
  

)1فالمتتالية  )n ny 1متناقصة. وأخيراً  ³
n ny x

n
- )، إذن = )lim 0n n

n
y x

¥
-  . فالمتتاليتان=

1( )n nx )1و ³ )n ny   متجاورتان. ³
.بسيط ومتروك للقارئ  
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 أنشطة

1 تمثيلٌ هندسي لمتتالية من النمط  ( )n nu f u=+  

 المبدأ  

في معلمٍ  fهو الخط البياني لتابعٍ  في الشكل المجاور، 
ع العدد الحقيقي  على محور الفواصل، ثمَّ  0uمتجانس. نوضِّ

، نرمز إلى على الخط البياني 0uذات الفاصلة  0Aالنقطة 
1فيكون  1uبالرمز  0Aترتيب  0( )u f u=.  

ع   Dعلى محور الفواصل بالاستفادة من المستقيم  1uنوضِّ
yالذي معادلته  x= ،1u  هي فاصلة نقطة تقاطعD 

1yوالمستقيم الذي معادلته  u=.  

2فيكون  2u، بالرمز 1u، التي فاصلتها Cمن الخط  1Aنرمز إلى ترتيب النقطة  1( )u f u= ع . نوضِّ
2u  على محور الفواصل بالاستفادة من المستقيمD  كما في السابق. ونتابع بهذا لتعيين القيم المتوالية

)0للمتتالية  )n nu 1المعرّفة بالعلاقة التدريجية  ³ ( )n nu f u+ =.  

 تمرين  

)0في كلٍّ من الحالات الآتية، مثِّلْ الحدود الأولى للمتتالية  )n nu المشار إليها، ثمَّ خمِّنْ جهة تغيرها  ³
  ونهايتها المحتملة.

2
1 0 1 0

2
1 0 1 0

2
1 0 1 0

1, 1 2 1, 1

1
, 1 1, 0

2
1

, 1 , 1

n n n n

n n n
n

n n n n
n

u u u u u u

u u u u u
u

u u u u u u
u

+ +

+ +

+ +

= - = = - =

= = = - =
+

= = = + =

 

 

 

   

  

  1متتالية ثابتة. وهي تسعى إلى   
  2يل بدءاً من الدل -1الحدود ذات الدليل الفردي تساوي الصفر والحدود ذات الدليل الزوجي تساوي 
1أي  3 2 1 0mu u u += = = = 2و 4 2 1mu u u= = = = -.وهي إذن غير متقاربة .  
  أي  -1الحدود ذات الدليل الزوجي تساوي الصفر والحدود ذات الدليل الفردي تساوي  

0 2 2 0mu u u= = = = 1و 3 2 1 1mu u u += = = = -.  
 وهي إذن غير متقاربة.

 الحل

 1 نشاط

0
A

1
A

2
A

x

y

O

D
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1u

1u

2u

2u

3u
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  نلاحظ من الشكل أنّ متتالية الحدود ذات الدليل الزوجي تتناقص، ومتتالية الحدود ذات الدليل الفردي
معادلة لل الموجب (لأن جميع حدود المتتالية موجبة) حلالالذي هو  تتزايد، وأنّ المتتالية تتقارب من 

( )f x x= 2 أي 2 1 0x x+ - 2ومنه  = 1= -. 

  

2الخلاصة: إذا وضعنا   1= - ّ2، فإننا نلاحظ أن 2 2n nu u+£ £ 2و 1 2 1n nu u- +£ £   ًأيا
limوأنّ  nكانت قيمة  2 1n

n
u

¥
= -.  

  : هنا لا يُطلب من الطالب إثبات أي شيء، بل ملاحظة الرسم، للتنبؤ بالخواص.ملاحظة
  في الحقيقة، لو تقاربت من عدد ¥+ايدة تماماً وتسعى إلى نلاحظ من الشكل أنّ المتتالية متز .

1لوجب أن يحقق المعادلة  موجب تماماً 
= + 


  وهذا تناقض. 

 

  شيء، بل ملاحظة الرسم، للتنبؤ بالخواص.: نؤكد هنا لا يُطلب من الطالب إثبات أي ملاحظة
  1هنا نلاحظ أنّ المتتالية ثابتة وتسعى من ثمّ إلى. 

1
x

x x+
y x=

0u 1u 2u 3u

0
u
1

1
u

2
u

3
u



1

2
x

x +


y x=
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 تطبيق  

)0نتأمّل المتتالية  )n nu 0المعرّفة تدريجياً بالشرطين  ³ 2u 1و =
1

2
n

n
n

u
u

u+ = . استعمل الطريقة +

  السابقة لتجيب عن الأسئلة الأتية :
   أتكون المتتالية  مطّردة ؟ أتكون محدودة من الأدنى ؟ أتكون متقاربة ؟  

 .برهن صحة النتائج التي توصلتَ إليها إن أمكن  

 

  0نلاحظ من الشكل أنّ المتتالية( )n nu متناقصة تماماً  ³
، وأنها تسعى إلى العدد 2ومحدودة من الأدنى بالعدد 

2.  
  لنعرّف( )E n  12الخاصة n nu u+< <.  
  ّ1نلاحظ أن 1.5u محققة لأنّ  E(0)إذن إنّ  =

2 1.5 2< <. 
  ّلنفترض أن( )E n  محقّقة. ولنلاحظ أنّ مشتق التابع

]على المعرّف  2, 1بالصيغة   ¥+]
( )

2

x
f x

x
= + 

[ المفتوح موجب تماماً على المجال 2, ، فهو ¥+]
]متزايدٌ تماماً على المجال  2, ، ومن ثَمّ نستنتج ¥+]

12من المتراجحة  n nu u+< )1 أنّ  > 2) ( ) ( )n nf f u f u+<  المتراجحة وهذه تُكافئ، >
2 12 n nu u+ +< )، فالخاصة > 1)E n محققة. وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ المتتالية متناقصة  +

ويحقق المساواة  2أكبر أو يساوي  . فهي إذن متقاربة من عدد 2ومحدودة من الأدنى بالعدد 
( )f=  2. وهذان الشرطان يقتضيان أن يكون= 0. أي إنّ المتتالية( )n nu متناقصة تماماً  ³

  .2ومتقاربة من العدد 
  الطريقة البابليّة، وقد كانت معروفة للبابليين. 2: تسمى هذه الطريقة في حساب العدد ملاحظة

  حجم مجسم قطع مكافئ دوراني  
f:2في الشكل نجد الخط البياني للتابع  x x2اً معادلته ، الذي يسمى قطعاً مكافئy x= وهو ،

]من المجال  xالموافق لقيم  متناظر بالنسبة إلى محور التراتيب كما تعلم. نهتم بالجزء  2,2]-.  
مجسم القطع دورةً كاملة حول محور التراتيب، نحصل على مجسَّم نسميه في الفراغ  عندما يدور 

  . المكافئ الدوراني

 2 نشاط

 الحل
1

2
x
x

x +

y x=

0u1u
2
u

2, 2( )
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حجم هذا المجسّم، في مثل هذه الحالات وفي غياب أية طرائق أخرى نسعى إلى  نهدف إلى حساب 

بمقادير معلومة ويمكننا حسابها، وفي الوقت نفسه تحصر المقدار  حصر المقدار المجهول، وهو هنا 
المجهول بالدقة التي نريد. لنوضّح المقصود: نحن نعرف كيف نحسب حجم أسطوانة، لنرجع الأمر إلى 

  حساب مجموع حجوم أسطوانات.
ولنفترض أننا حاولنا . 2من  عدداً طبيعياً أكبر تماماً  nليكن 

1nملء المجسّم بـ  4أسطوانة ارتفاع كلّ منها  -

n
بالطبع (، 

 nداخل  ، وأننا استطعنا وضع المجسّم)ستبقى بعض الفراغات
4أسطوانة ارتفاع كل منها 

n
  أيضاً، كما في الشكل المجاور. 

إلى مجموع حجوم الأسطوانات الخارجية،  nVلنرمز بالرمز 
  اخلية.إلى مجموع حجوم الأسطوانات الد nvوبالرمز 

  ّبرهن أن  
( )

2

16
1 2 ( 1)nV n n

n

p
= + + + - +    و( )

2

16
1 2 ( 1)nv n

n

p
= + + + -  

  0برهن أنّ المتتاليتين( )n nV )0و ³ )n nv   أي حجم المجسم المطلوب. متقاربتان، واستنتج قيمة  ³

  
4أسطوانة ارتفاع كل منها  nمن النص نجد أنه تم وضع المجسم داخل 

h
n

ارتفاع تم تقسيم  ،=
,0]المجسم    بواسطة النقاط nإلى  ءاً متساوياً جز  nإلى  [4

0 1 20 4k nx x x xx = < < < < < < =   
1xحيث  h= ،2 2x h= وهكذا ،kx kh=  ً4وأخيراnx nh= =.  
  انة خارجية:اسطو  nهناك 

  يساوي  1ارتفاع الأسطونة الخارجية ذات الدليلh  1ونصف قطر قاعدتهاx  1فحجمهاx hp. 

 الحل

O 212- 1-

4



x

y

2y x=

O

4
n

1

2

3

1n-

n4
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  ساوي ي 2ارتفاع الأسطونة الخارجية ذات الدليلh  2ونصف قطر قاعدتهاx  2فحجمهاx hp. 
 ...وهكذا 
  ارتفاع الأسطونة الخارجية ذات الدليلk  يساويh  ونصف قطر قاعدتهاkx  فحجمهاkx hp. 
  وارتفاع الأسطونة الخارجية ذات الدليلn  يساويh  ونصف قطر قاعدتهاnx  فحجمهاnx hp. 

  وانات الخارجية يساويوهكذا نجد أنّ مجموع حجوم الاسط
( ) 2

1 2 (1 2 )n nV h x x x h np p= + + + = + + +   
h/4وهي الصيغة المطلوبة لأنّ  n=وكذلك .  

1nهناك    اسطوانة داخلية: -
  يساوي  1ارتفاع الأسطونة الداخلية ذات الدليلh  1ونصف قطر قاعدتهاx  1فحجمهاx hp. 
  يساوي  2ارتفاع الأسطونة الداخلية ذات الدليلh  2ونصف قطر قاعدتهاx  2فحجمهاx hp. 
 ...وهكذا 
  ارتفاع الأسطونة الداخلية ذات الدليلk  يساويh  ونصف قطر قاعدتهاkx  فحجمهاkx hp. 
  1وارتفاع الأسطونة الداخلية ذات الدليلn 1nxونصف قطر قاعدتها  hيساوي  - فحجمها  -

1nx hp -. 
  وهكذا نجد أنّ مجموع حجوم الاسطوانات الداخلية يساوي

( ) 2
1 2 1 (1 2 ( 1))n nv h x x x h np p-= + + + = + + + -   

h/4وهي الصيغة المطلوبة لأنّ  n=.  
 نعرف مجموع متتالية حسابية. إذن  

( 1)
1 2 ( 1)

2

n n
n

-
+ + + - =    و( 1)

1 2
2

n n
n

+
+ + + =  

1ومنه 
8n
n

V
n

p
æ ö+ ÷ç= ÷ç ÷÷çè ø

1و 
8n
n

v
n

p
æ ö- ÷ç= ÷ç ÷÷çè ø

lim. ولأنّ  lim 8n n
n n

V V p
+¥ +¥

= و لدينا  =

n nv V£ £  أياً كانتn  استنتجنا بجعلn  ّ8تسعى إلى اللانهاية أنp=.  
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  تمرينات ومسائل

)1 المتتالية  )n nu 1 معرّفة وفق ³
nu n
=

!
. ( 1) 2 1)n n n! = - ´ ´ ´  عندما( 1n ³.  

 .احسب الحدود الستة الأولى منها  
  َّ1تيقّن أن

0 nu n
< )1ثمَّ استنتج نهاية  £ )n nu ³.  

   
1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1
1

2 6 24 120 720n

n

u
 

  من الواضح أنّ جداء ضرب أعداد طبيعية جميعها أكبر من الواحد هو عدد أكبر من الواحد، إذن
!من الطبيعي أن يكون  ( 1) 2 1n n n n³ - ⋅ ³  2في حالةn ذا المتراجحة تبقى صحيحة . وه³

1nأيضاً في حالة  !. إذن = ( 1) 2 1n n n n³ - ⋅ ³  1مهما كانتn ، وهذا يقتضي أن يكون ³
1 1

0
!nu n n

< = 1nفي حالة   £ 1. ولأنّ ³
lim 0
n n¥

limاستنتجنا أنّ  = 0n
n

u
¥

استناداً إلى  =
  مبرهنة الإحاطة مثلاً.

)1 المتتالية  )n nu 1معرفة وفق  ³
10

n

n
n

u
æ ö÷ç= - ÷ç ÷÷çè ø

.   

  1أعطِ قيماً تقريبية لحدودها الأولى منu  11حتىu.  
  31أثبت أنَّ جميع حدودها، بدءاً من الحدu 2، تحققnnu )1. استنتج نهاية ³ )n nu ³.  

  
دف من هذا التمرين هو تنبيه الطالب إلى أنّ قيم حدود المتتالية الأولى يمكن أن تقودنا إلى اله

  استنتاجات خاطئة.
  

2 3 4 6 9 11

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

3.1 4.1 2.2 2.6 1.0 1.0
0.9 0.64 0.34 0.13 0.

10 10 10 10 10 10
nu

n

- - - - -
  

  توحي لنا هذه القيم وكان المتتالية تسعى إلى الصفر، ولكن مهلاً.
 31ة في حالn 31يكون  ³

1 1 2.1 2
10 10

n
- ³ - = 2nnu، ومن ثّمّ <   . إذن <

lim n
n
u

¥
= limلأنّ  ¥+ 2n

n¥
= +¥  
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)1 المتتالية  )n nu معرفة وفق  ³
3

n
n

u
n

=
!

.   

 .احسب حدودها الستة الأولى  
.a   َّأثبت أن( 1)( 2)( 3)n n n n n! ³ - - 4n، أياً يكن - ³.  
.b   1استنتج نهاية( )n nu ³.  

   

 3

!

1 2 3 4 5 6

9 8 25 3
1 4

2 3 24 10n

n

n
u

n
=

  

.a   
  لنضع( )E n  : الخاصة( 1)( 2)( 3)n n n n n! ³ - - -. 
  ّ(4)إنE  4محققة لأنّها تكافئ! 4 3 2 1³ ´ ´  وهذه صحيحة. ´
  لنفترض صحّة( )E n  4في حالةn  عندئذ ³

1

( 3)

1 1 1 1

( 1) ! ( 1)( 2)! ( 1) ( 1)

( 1) ( 1)( 2)

( )( 1)( 2)( 3)

n

n n n n

n n nn n n

n n n

n

n
³

+ = + ´ ³ +

³ + - -

- - -

-

+

-

+ +

-

= +



   

)فالخاصة  1)E n 4nصحيحة أيضاً. فنكون قد أثبتنا صحة المتراجحة المطلوبة في حالة  + ³.  
.b   4نستنتج إذن أنّه في حالةn   يكون لدينا ³

3 3 1
0

! ( 1)( 2)( 3) 1 2 3n
n n n n

u
n n n n n n n n

£ = £ = ´ ´
- - - - - -

  

1ولكن 
lim 0

3n n¥
=

-
limو  1

2n

n

n¥
=

-
limو  1

1n

n

n¥
=

-
تسعى إلى اللانهاية في  nإذن بجعل  

limالمتراجحة السابقة نستنتج استناداً إلى مبرهنة الإحاطة أنّ  0n
n

u
¥

=.  
  

)1أوجد نهاية كلٍّ من المتتاليات   )n nx )1و ³ )n ny )1و ³ )n nw )1و ³ )n nt   المعرّفة وفق: ³
2 11

, , ,
1 1

n n
n n n n n

n

x yn
x y w x n t

n n w

-+
= = = - =

+ -
  

  
lim n
n

x
¥

= limو ¥+ 1n
n
y

¥
limو = 1n

n
w

¥
= 0و - 1 1

lim
1 1 2n

n
t

¥

-
= =

- -
.  
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)1جد نهاية كلٍّ من المتتاليات أو   )n nx )1و ³ )n ny )1و ³ )n nw )1و ³ )n nt   المعرّفة وفق: ³
1

, , ,
1

n
n n n n n n

n

yn
x y x n w x t

n wn
= = = - =

+
  

  
lim 0n
n

x
¥

limو = 1n
n
y

¥
limو = 0n

n
w

¥
1و =

lim
n

nw¥
= limو ¥- n

n
t

¥
= -¥.  

)1أوجد نهاية كلٍّ من المتتاليات   )n nx )1و ³ )n ny )1و ³ )n nu   وفق: المعرّفة ³
23 4

, , 3
1

n
n n n n

xn
x y u x n

n n

-
= = = -

+
  

  
lim n
n

x
¥

= limو ¥+ 3n
n
y

¥
limو = 3n

n
u

¥
= -.  

)0 المتتالية  )n nu 1nuمعرفة  بالصيغة  ³ n n= + -.   
  َّ0أثبت أن 1nu<   .n، أياً يكن £

.a   410أثبت أنه إذا كانn 20، كان < 10nu
-< <.  

.b  810ذا كان أثبت أنه إn 40، كان < 10nu
-< <  .  

.c   كيف نختارn  810كي نحصل علىnu
  ؟>-

  0ما نهاية( )n nu   ؟³

  
  1إذن  ايدتابع الجذر التربيعي متز 0 1 0 1n n+ + ³ + +   ومن ثّمّ  =

1
1 0,1

1
nu n n

n n
ù ù= + - = Î û û+ +

  

  وهي المتراجحة المطلوبة.
.a   410إذا كانn 4كان  < 21 10 10n n n+ + > >   ومن ثَمّ  =

1 1
0 1

1001
nu n n

n n
< = + - = <

+ +
  

.b   810إذا كانn 8كان  < 41 10 10n n n+ + > >   ومن ثَمّ  =
41

0 1 10
1

nu n n
n n

-< = + - = <
+ +

  

.c   1610يكفي أن نختارn 810nuل على كي نحص  <
-<.  

 lim 0n
n

u
¥

2بحيث  0nالموجب تماماً يكفي أن نختار  e، لأنّه مهما صَغُر العدد =
0n e> 

[لتتحقق المتراجحة  , [nu e eÎ 0nفي حالة  - n>.  
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)1المتتاليتان    )n nx )1و  ³ )n ny معرفتان وفق:  ³
2

1

1
nx

n
=

+
1و 

ny n
=.  

 1راجحٌ على  1أنَّ العدد  أثبت( )n nx ³.  
  َّأثبت أنn nx y£ 1، أياً يكنn ³.  
 هتمام؟أيُّ النتيجتين السابقتين أكثر إثارة للا   

   
 و  1هذا واضح لأنّه في حالةn 2لدينا  ³ 21 1n n n£ = <   ومن ثَمّ  +

2

1

1
1

1

nn
< £

+
  

1nأي  nx y< 1nت أياً كان £ ³ .   
  إنّ الخاصة  ّأكثر إثارة للاهتمام لأنها تفيد في إثبات أنlim 0n

n
u

¥
=.  

)1المتتاليتان   )n nx )1و  ³ )n ny  معرفتان وفق: ³
22 5 3

2 1n
n n

x
n

+ +
=

+
5nyو  n=.  

  َّأثبت أنn nx y£ 1، أياً يكنn ³.  
  َّ1أثبت أن

5n nx y³ 1، أياً يكنn ³.  

  
 1، في حالة نحسبn ³:  

2 2 210 5 2 5 3 8 3 8 3 5
0

2 1 2 1 2 1 2 1n n
n n n n n

y x
n n n n

+ - - - - -
- = = ³ = >

+ + + +
  

nإذن nx y£ 1، أياً يكنn ³.   
 1، في حالة نحسبn ³:  

2 21 2 5 3 2 4 3 4 2
2 0

5 2 1 2 1 2 1n n
n n n n n n

x y
n n n

+ + - - + +
- = = > = >

+ + +
  

1إذن 

5n nx y³ 1، أياً يكنn ³.   

)4 المتتالية  )n nu 2 معرفة وفق ³
1
5 6nu n n

=
- +

1أثبت أنَّها محدودة من الأعلى بالعدد  .
2

.  

  
4nنلاحظ أنّه في حالة  2لدينا  ³ 5 6 ( 2)( 3) (4 2)(4 3) 2n n n n- + = - - ³ - -   إذن،  =

2

1 1

25 6
nu

n n
=

- +
£  
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    لنتعلمّ البحث معاً 

   عندما تفرض المناقشة �فسها 

0aيحققان ن يعدد bو aليكن  b> )0لتكن و  < )n nu متتالية معرفة وفق  ³
n n

n n n

a b
u

a b

-
=

+
. 

  ادرس تقارب هذه المتتالية.
  حلّ نحو ال   

    في عبارةnu نجدُ فقط حدوداً من النمط ،nq 0، وإذ لدينا معرفة بنهاية المتتالية( )n nq ، نفكر ³
، فعلينا أن نتوقع معروفينغير  bو aلكنَّ و  مبرهنات العمليات على النهايات. بالاستفادة من

  التعرض لصيغة عدم تعيين.
  :الآتيتينتحقق من التعرض لصيغة عدم تعيين في كلٍّ من الحالتين  .1

 1a 1bو   < >           1a 1b و    < <.  
1aي حالة ف .2 1bو = )0تعيين نهاية في مبرهنات النهايات  تفيدلماذا ، > )n nu   ؟ ³

    3 مثلاً، في حالةتعرف الحالة العامة. لنختر، في قد تفيد دراسة حالة خاصةa 2bو = =، 
3 دينال 2

3 2

n n

n n nu
-

=
+

 ةقارنمغاية في الكبر. ل 2nو 3nكبيرة، تكون قيم  nعندما تكون قيم و  .

)0. ندرس نهاية المتتالية ¥+إلى  nمرتبتي كبرهما عندما تسعى  )n nv 2 حيث ³
3

n

n nv =.  
lim لماذا لدينا .1 0n

n
v

+¥
 ؟=

1تحقق أنَّ  .2
1

n
n

n

v
u

v
-

=
+

)0. إذن ما نهاية  )n nu  ؟³

  0نستشف من المثال السابق أهمية المتتالية( )n nv فة وفق المعر  ³
n

n
b

v
a

æ ö÷ç= ÷ç ÷÷çè ø
ودورها في الوصول  

     إلى النتيجة المرجوة.
)0أوجد نهاية  .1 )n nv   .bو aتبعاً لقيم  ³
1تحقق أنَّ  .2

1
n

n
n

v
u

v
-

=
+

 وصول إلى الهدف المنشود. حصيلة الأسئلة السابقة للفد من واست 

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  
 .1  1 في حالةa 1bو < limلدينا  < n

n
a

¥
= limو ¥+ n

n
b

¥
= في بسط ، إذن يظهر ¥+

المتتالية 
0

( )
n n
u

)صيغة عدم تعيين من النمط  ³ )( )¥ - 1a. وفي حالة  +¥+ 1bو < لدينا  >

lim n

n
a

¥
= 0limو ¥+ n

n
b

¥
، إذن يظهر عند حساب نهاية =

0
( )
n n
u

³
¥+عدم تعيين من النمط  

+¥
.  
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1aفي حالة  2. 1bو = 0limلدينا ، > n

n
b

¥
  ، إذن نستنتج من المساواة=

1

1

n

n n

b
u

b

-
=

-
  

limأنّ  1n
n

u
¥

=.  

 .1  0المتتالية( )n nv 2 حيث ³
3

n

n nv 2هي متتالية هندسية أساسها  =
1

3
q =   ، إذن>

lim 0n
n

v
¥

= 
  نحسب 2.

2
1

1 3 23
1 2 3 2

1
3

n

n nn
n

nn n n
n

n

v
u

v

-- -
= = =

+ +
+

  

limولمّا كان  0n
n

v
¥

1استنتجنا مجدداً أنّ  = 0
lim 1

1 0n
n

u
¥

-
= =

-
.  

 .1  0المتتالية في حالة العامة( )n nv  حيث ³
n

n n

b
v

a
1هي متتالية هندسية أساسها  =

b
q
a

= < ،

0aلأنه لدينا فرضاً  b> lim، إذن < 0n
n

v
¥

=. 
  نحسب 2.

1
1

1
1

n

n nn
n

nn n n
n

n

b
v a ba u
v b a b

a

-- -
= = =

+ +
+

  

limولمّا كان  0n
n

v
¥

1استنتجنا مجدداً أنّ  = 0
lim 1

1 0n
n

u
¥

-
= =

-
.  

+  دراسة متتالية من النمط  =1 ( )n nu f u  
0نرمز إلى المربع  0 0 0A B C D  بالرمز  10الذي طول ضلعه

0 1، وإلى المربع 1 1 1ABC D ع الذي تقع رؤوسه على أضلا
0  1( كما يشير الشكل المرافق ) بالرمز  حيث

0 1 1A A ، 0انطلاقاً من  1. بالطريقة التي رسمنا فيها =
ونقبل إمكانية الاستمرار بهذا الرسم  1لاقاً من انط 2نرسم 

 nعدداً غير منتهٍ من المرات. نرمز إلى طول ضلع المربع 
)0دراسة المتتالية  . نهدف إلىnبالرمز  )n n³  وتعيين
  نهايتها.

12

1A0A

1B
0B

1C 0C

1D

0D
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   ّنحو الحل   
    0لنتفحّص كيف يجري الإنشاء: يُرسم كلُّ مربع انطلاقاً من سابقه. فالمتتالية( )n n³  هي إذن

  متتالية تدريجية. 

  
11علّل صحة المتراجحة  n n+< <   أياً كان العدد الطبيعيn؟ 

)0لماذا يمكن استنتاج أنَّ المتتالية  )n n³ متقاربة؟ 
2 أثبت أنَّ 

1 1 ( 1)n n+ + -= .  
    يبقى تحديد العدد0  ، نهاية المتتالية( )n n³   . بالتابع إحدى الطرق العامة لذلك هي الاستعانةf 

1المعرف بالعلاقة ( )n nf+ = .  
  المستعان به. fعيِّنْ التابع 

21حلٌّ للمعادلة  أثبت أنَّ  ( 1)x x= + -.  
  .استنتج من ذلك قيمة النهاية 

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  
  1في المثلث القائم 1n n nA B B+ طول الوتر أكبر من طول أيّ من الضلعين القائمتين وبوجه خاص  +

1يكون  1 1n n n nA B B B+ + 1أي  <+ 1n+ >خرى طول أي ضلع أصغر تماماً من . ومن جهة أ
1مجموع طولي الضلعين الأخريين إذن  1 1 1n n n n n nA B A B B B+ + + +<   أي +

1 1 1n n n+ < - + =    
11فنكون بذلك قد أثبتنا أنّ  n n+< <  أياً كانت قيمة ،n.  

)المتتالية  )n n  فلا بُدّ أن تكون متقاربة. لنرمز  1هي إذن متتالية متناقصة ومحدودة من الأدنى بالعدد
  .إلى نهايتها بالرمز 

1المثلث القائم وأخيراً، بتطبيق مبرهنة فيثاغورث في  1n n nA B B+   نستنتج أنّ  +
2

1 1 ( 1)n n+ + -=   
    2إذا عرّفنا( ) ( 1) 1f x x= - )0كانت المتتالية  + )n n³  0معرّفة تدريجياً بالشرط 10= 

1والعلاقة   ( )n nf+ =  ّولأن .lim n
n¥

=   ّاستنتجنا أن  هي حلٌ للمعادلة( )x f x=.  وحل هذه
1lim. إذن =1المعادلة بسيط ويعطي  n

n¥
=.  
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  مجموع عدد غير منته من الحدود  

1ليكن 

( 1)nu n n
=

+
  . وليكنnد طبيعي غير معدوم في حالة عد 

 1 2 3
1

n

n n k
k

S u u u u u
=

= + + + + = å  

)1المتتالية  ادرس )n nS ³.  
   ّنحو الحل   
    يبدو من غير الممكن الاستفادة من تطبيقات مباشرة لمبرهنات مألوفة. ولكن معرفة قيم بضعة

تصورَ خواصٍ لها من قبيل: جهة الاطراد، العناصر الراجحة عليها أو حدود أولى من متتالية قد تتيح 
، أو بين هذا الحد والحد الذي nوالدليل ذاته  nالقاصرة عنها، أو إيجاد علاقة بين حدها ذي الدليل 

  بصيغة كسور مختزلة. 4Sو 3Sو 2Sو 1Sيليه. احسب 
   تُظهر النتائج أنَّ دليلnS أي ،n يظهر في عبارة ،nS َّوتحديداً يبدو أن .

1n
n

S
n

=
+

.  
5nتحقّق أنّك ستحصل على النتيجة ذاتها عند  6nوعند  = = .  

أثبت صحة 
1n

n
S

n
=

+
  بالبرهان بالتدريج. 

   ثمة حلٌّ آخر، يتمثل في تعيين عددينa  وb  يحقّقان
1n

a b
u

n n
= +

+
هذين العددين  . جد

  .nSثمُّ استنتج عبارة 

)0عند دراسة متتاليةٍ   : ملاحظة   )n nu ، من المهم، في أكثر الحالات، تعرُّف الحدود الأولى ³
  .nو nuتتيح رؤية علاقةٍ بين  منها، ومعرفة ما إن كانت هذه الحدود

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  
  

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

2 3 4 5 6 7n

n

S
  

  ّلنثبت بالتدريج أن
1n

n
S

n
=

+
1nأياً كانت   ³> 

  نعرّف الخاصة( )E n  1بأنها 2 1n n
n

S u u u
n

= + + + =
+

. 

  (1)الخاصةE  ّ1محققة وضوحاً إذ تنص على أن
1 1

1 2 1 1
S = =

´ +
. 
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  لنفترض صحة الخاصة( )E n  ّ1ولنلاحظ أنnS 1nuبإضافة  nSتنتج من  +  إليها إذن +
1 1

2 2

1

( 1)( 2)
2 1 ( 1) 1

( 1)( 2) ( 1)(
1

2) 2

1

1

1

n nnS u

n n
n n n n

n n n

S

n

n

n

n

n n

+ += +

= +
+ +

+ + + +
= = =

+ + +
+

+

=
+

+

+

+

 

)إذن  1)E n محققة. فنكون بذلك قد أثبتنا صحة المساواة  +
1n

n
S

n
=

+
1nأياً كانت   ³. 

 بحث عن عددين لنa وb   1بحيث تتحقق المساواة

( 1) 1

a b

n n n n
= +

+ +
. نلاحظ nأياً كانت  

)أنّ هذا يُكافئ  ) 1a b n a+ + 1aإذن  .nمهما كانت  = 1bو = =   . ومنه -
1 1 1

( 1) 1nu n n n n
= = -

+ +
  

  إذن

  
1و 1لاحظ وجود العديد من الاختصارات، إذ تُختصر جميع الحدود باستثناء 

1n
-

+
. ونحصل مجدداً 

  الصيغة المطلوبة. على
  دراسة متتاليتين في آن معاً  
0عددين يُحقّقان  bو  aليكن  a b< )0. ولنتأمّل المتتاليتين > )n nx )0و ³ )n ny المعرفتين وفق  ³

0x a=  0وy b=  وعند كل عدد طبيعيn:  

1

2 n n
n

n n

x y
x

x y+ =
+

1و        2
n n

n

x y
y +

+
=  

)0نهدف إلى دراسة المتتاليتين  )n nx )0و  ³ )n ny   في آن معاً. ³

1

2

3

1

1

1

4

1

1
1

1
1

1
1

1

3
1

3

1

1

1

2

2

1

n

n

n

u

u

u

u
n

n n

S
n

n

u

-

= -

= -

= -

= -
-

= -
+

= -
+
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   ّنحو الحل   
    1لنتفحص الفرْضَ كي نرى إنْ كانت ثمة نتائج مباشرة تفيد في الحل. يمكن ملاحظة أنَّ مقامnx + 

1nyيساوي بسط  +:   ، فنستنتج أنَّ
1 1( ) n n n nx y x y ab+ +´ = ´ =*   

)تحقق من المساواة  موجبان. nyو nxونلاحظ أيضاً أنَّ  )*.  
0nx«أثبت، بالتدريج، صحة الخاصة  0nyو < >«( ) :E n  أيّاً يكن العدد الطبيعي ،n  .  

  ،قد يكون مفيداً تعرُّف بضعَ حدود أولى من المتتالية. ولمّا كان  لتحقيق فهم أفضلa وb  غير
1aمعلومين، نتأمّل مثلاً الحالة الخاصة  3bو  = =.  

)0احسب حدوداً أولى من كلٍّ من  )n nx )0و  ³ )n ny ³.  
عْ هذه الحدود على محور الأعداد الحقيقية، ماذا تلاحظ ؟   وضِّ

   0ربما علينا إذن إثبات أنَّ المتتاليتين( )n nx )0و  ³ )n ny . ولتحقيق ذلك علينا بدايةً متجاورتان ³
1nدراسة اطِّراد هاتين المتتاليتين. علينا إذن دراسة إشارة كلٍّ من  nx x+ 1nو  - ny y+ -.  

: أثبت   أنَّ

1

( )n n n
n n

n n

x y x
x x

x y+
-

- =
+

1و    2
n n

n n

x y
y y+

-
- =.  

nو nxلاحظ أنّ إشارتي  nx y+  1معلومتان، فإشارتاn nx x+ 1nو - ny y+ تتعلقان بإشارة  -
n ny x-استناداً إلى . يُتوقع   أنْ يكونn ny x- .ً1احسب  موجبا 1n ny x+ واستنتج أنَّ  -+

1 1n ny x+   موجب. -+
)0استنتج اطِّراد كلٍّ من المتتاليتين  )n nx )0 و ³ )n ny ³.  

limيبقى علينا إثبات أنَّ     ( ) 0n n
n

y x
+¥

- )0. ولذلك سنسعى إلى تعريف متتالية = )n nt تحقق  ³
0المتراجحة  nعند كل عدد طبيعي  n n ny x t< - lim، وبحيث يكون > 0n

n
t

+¥
. يبدو إنجاز =

1ذلك صعباً انطلاقاً من العبارة  1n ny x+   يساعدنا:  فلنرسم مخططاً  سابقاً  أثبتناها التي -+

  
1أثبت إذنْ أنَّ  1 1

1
( )

2n n n n n ny x y x y x+ + +- £ - = -.  

0ج، أنَّ يأثبت، مستخدماً البرهان بالتدر  0
1

( )
2

n n n
y x y x- £ -.  

  ذاتها. أثبت أنَّ المتتاليتين تتقاربان إلى النهاية 
)استفدْ من العلاقة  2لإثبات أنَّ   *( ab=  َّثمab=.  

nx 1nx + ny1ny +
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   ّنتحقّق أولاً أن  

1 1

2

2
n n n n

n n n n
n n

x y x y
x y x y

x y+ +
+

⋅ = ⋅ = ⋅
+

  

)0إذن المتتالية  )n n nx y   .abفجميع حدودها تساوي  abثابتة وحدها الأوّل يساوي  ³
0nx«صحة الخاصة  لنبين بالتدريج 0nyو < >«( ) :E n.  

   ّ(0)إنE  ً0، لأنّ صحيحة فرضا 0x a= 0و < 0y b= >. 
  ّلنفترض أن( )E n  صحيحة. عندئذ يكون كل منn nx y+ وn nx y  موجباً تماماً، وعندئذ يكون

12كذلك كل من 
n n

n

x y
x +

+
1و =

2 n n
n

n n

x y
y

x y +=
+

). فالخاصة  1)E n  صحيحة أيضاً. +

0nxوهكذا يكون  0nyو <   .nأياً كانت  <
 1نختارa 3bو  =   . ونحسب=

0 1 2 3 4

1 1.5 1.7143 1.73196 1.732050805

3 2.0 1.7500 1.73214 1.732050810
n

n

n

x

y

  

)0تتاليتين نلاحظ وكأنّ الم )n nx )0و ³ )n ny متجاورتان. الأولى متزايدة والثانية متناقصة والمسافة بينهما  ³
  تسعى إلى الصفر.

  0لنثبت إذن أنّ المتتاليتين( )n nx )0و ³ )n ny   متجاورتان. ³
 نلاحظ أولاً أنّ 

  1 2 2
n n n n

n n n

x y x y
y y y+

+ -
- = - =  (1)  

  وأنّ 

  ( )
2

1

2 n n n n n n
n n n n n

n n n n n n

x y x y x x
x x x y x

x y x y x y+
-

- = - = = -
+ + +

  (2)  

nفي الحالتين إشارة الفرق  ny x- هي التي تعطي للفرقين السابقين إشارتهما، لنحسب إذن  
2

1 1

2

2 ( ) 4

2 2( )

( )
0

2( )

n n n n n n n n
n n

n n n n

n n

n n

x y x y x y x y
y x

x y x y

x y

x y

+ +
+ + -

- = - =
+ +

-
= ³

+

  

)ثبتنا أنّ المقادير إذن لقد أ )n ny x-  1موجبة في حالةn 0n، وهذا محقّق أيضاً في حالة ³ لأننا  =
0bافترضنا بداية أنّ  a- 0nكان  n. إذن مهما كانت < ny x- نستنتج  (2)و (1)وبالعودة إلى . ³

)0أنّ المتتالية  )n nx )0متزايدة، والمتتالية  ³ )n ny   .متناقصة ³
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  يكن   nلقد رأينا أنه مهما تكن 
1 1n n n ny yx x + +£ ££  

  عندئذ من الواضح أنّ 
( )1 1 1

1

2n n n n n ny x x y xy+ + + - = -£-  

  لنضع إذن( )E n  0دلالة على الخاصة 0

2
n n n

y x
y x

-
- £. 

  (0)الخاصةE  02ضوحاً لأنّ و صحيحة 1=. 
  ّلنفترض أن( )E n  صحيحة. عندئذ 

( ) 0 0 0 0
1 1 12

1 1

2 2 2
n n nn n n

y x y x
xy yx+ + +

æ ö -÷ç ÷- £ =ç ÷ç ÷çè ø

-
-£ 

)فالخاصة  1)E n    nصحيحة أيضاً. ونكون قد أثبتنا، مهما كان العدد الطبيعي  +
0

2
n n n

b a
y x

-
£ - £  

limولكن  0
2nn

b a
¥

-
limأنّ إذن نستنتج مما سبق  = ( ) 0n n

n
y x

¥
- )0. فالمتتاليتان = )n nx ³ 

)0و )n ny   نفسها. متجاورتان. وهما من ثَمّ تتقاربان من النهاية  ³
nولكن رأينا أنّ  nx y ab=  مهما كانت قيمةn ، جعلنا فإذاn  ّتسعى إلى اللانهاية استنتجنا أن

2 ab= ولكن العدد ،  0موجب لأنّه يحقق 0a x y b£ £= = إذن .ab=.  
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      قُدُماً إلى الأمام

  كلٍّ من المتتاليتين: ادرس تقارب 

 3 2

3 1

n n

n n
x

-
=

-
         10 1

10 1

n

n n
y

-
=

+
.  

  
  نكتب

( )
( )
2
3
1
3

1

1

n

nx
-

=
-

)و   )
( )

1
10

1
10

1

1

n

n n
y

-
=

+
  

0limونتذكّر أنّ 
n

nq
¥

|في حالة  = | 1q   ، لنستنتج أنّ >
1lim

n
nx¥
1limو  =

n
ny¥
=.  

)0 المتتالية  )n nu 0معرفة وفق:  ³
3
2

u nوعند كل  = Î  ،2
1 2 2n n nu u u+ = - +.  

   َّ1أثبت، مستعملاً البرهان بالتدريج، أن 2nu£ nأيّاً يكن  £ Î .  
.a   َّأثبت أن( )( )1 2 1n n n nu u u u+ - = - nأيّاً يكن  - Î .  
.b   0استنتج أنَّ المتتالية( )n nu   متناقصة. ³
 أهي متقاربة؟  

  
  لنضع( )E n  1الخاصة 2nu£ £.  

  (0)الخاصةE  ّ0صحيحة لأن 1.5 [1,2]u = Î. 
  لنفترض صحة الخاصة( )E n  1عندئذ 2nu£ 0ومن ثَمّ  £ 1 1nu£ -  نإذ £

21 ( 1 1 2)nu£ + £-   
11ولكن هذه هي تحديداً الخاصة  2nu +£ )أي  £ 1)E n 1. فنكون قد أثبتنا أنّ + 2nu£ £ 

  .nمهما كانت قيمة 
)2: يمكن أيضاً ملاحظة أنّ التابع ملاحظة ) 2 2f x x x= - ,1]متزايد على المجال  + ومن ثَمّ  ¥+]
1إذا كان  2nu£ )كان  £ (2)(1) )nf u ff £ 11أي  £ 2nu +£ £.  

  ّنلاحظ أن  
2 2

1 2 2 3 2

( 1)( 2)
n n n n n n n

n n

u u u u u u u

u u
+ - = - + - = - +

= - -
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1nإشارة المقدار  يجة واستناداً إلى نت nu u+ )0فالمتتالية  nسالبة أياً كانت  - )n nu متناقصة. وهي  ³
  .. إذن هي متقاربة من عدد 1محدودة من الأدنى بالعدد 

. إذ نعلم أنّ ملاحظة: هنا تنتهي الإجابة عن السؤال المطروح. ولكن يمكننا في الحقيقة تعيين 
01 n uu£ ، ونستنتج من المساواة Î[1,1.5]لأن المتتالية متناقصة. ومن ثَمّ  nمهما كانت  £

2
1 2 2n n nu u u+ = - 2تسعى إلى اللانهاية أنّ  nبجعل   + 22-= +   إذن إمّا أن يكون ،

1=  2أوأن يكون=  ّ[1,1.5]ولكن هذه الأخيرة مستحيلة لأنÎ 1. إذن= والمتتالية تسعى ،
  إلى الواحد.

)0 المتتالية  )n nu 1nمعرفة عند كل  ³ 1وفق  ³ 1 1 1
1

1! 2! 3! !nu n
= + + + + +.    

   1ج، أنَّ يأثبت، مستعملاً البرهان بالتدر
1 1
! 2nn -£.  

   0لمتتالية اراجحٌ على  3استنتج أنَّ العدد( )n nu ³.  
   َّ0أثبت أن( )n nu   متقاربة.  ³

  
  لنضع( )E n  1الخاصة

1 1
! 2nn 1nفي حالة  £- ³.  

  (1)الخاصةE  ّصحيحة لأن
0

1
1

21!

1
= =. 

 صحة الخاصة  لنفترض( )E n 1، عند قيمةn 1. ننتقل من ³

!n
1إلى  

( 1)!n +
بقسمة الأوّل  

1nعلى   إذن +
(1) (2)

1 1

1 1 1 1 1

( 1)! 1 1

1 1 1

! 2 22 2n n nn n nn - -
= ⋅ £ ⋅ £ ⋅ =

+ + +
   

)حيث استعملنا صحة  )E n  1، واستعملنا أنّ (1)فيn ) . إذن(2)في  ³ 1)E n . صحيحة +
1فنكون قد أثبتنا أنّ 

1 1
! 2nn 1nمهما كانت قيمة  £- ³.  

  
 نكتب استناداً إلى ما أثبتناه  

( )
( )

0 1 2 1

2 1

1
2
1 1
2

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1

1! 2! 3! ! 2 2 2 2
1

1 1
2

1 1
1 3 3

1 2

n n

n

n

n

q

u
n

q q q

-

-

-

= + + + + + £ + + + + +

£ + + + + =

-
£ + = - <

-

+







  

)1راجح على المتتالية  3فالعدد  )n nu ³.  

 الحل

17



  

193  

 ة من الأعلى. ولكن ننتقل من يكفي أن نلاحظ أن المتتالية متزايدة، إذ رأينا سابقاً أنّها محدودnu  إلى

1nu 1بإضافة الحد  +

( 1)!n +
1إلى الأوّل. إذن  

1
0

( 1)!n nu u
n+ - = >
+

)1، والمتتالية  )n nu ³ 

  . 3الأعلى بالعدد متزايدة تماماً، فهي متقاربة لأنّها محدودة من 
  

)0متتالية  نتأمّل   )n nu   العلاقة nيحقق عند كل  <0تحقّق الشرط التي: يوجد عدد حقيقي  ³

( )1
2

0
3n nu u+£ - £ - .  

)0أثبت أنَّ المتتالية  )n nu 0. بافتراض أنّ متقاربة إلى  ³ 1u   يحقق  Nعيّن عدداً طبيعيّاً  =
3 310 , 10nu

- -ù éÎ - +ú êû ë    عند كلn N³.  

  
  لتكن( )E n  الخاصة( )2

03
0 ( )

n

n uu ££ - - . 
  0باختيارn )في الفرض  = )1

2
3

0 n nu u+£ - £ -   ّ00نستنتج مباشرة أن u£ -  ،
)المتراجحة ومن ثمّ تكون  )02

030 (0 )uu - ££ -   (0)محققة وضوحاً، إذنE .محققة 
  ّنفترض أن( )E n صحيحة. عندئذ 

( ) ( ) ( )2
03

12
1 03

2 2
3 3

( )0 ( )
n

n

n

n u uu u
+

+ -£ - £ £ = --    
)فالخاصة  1)E n   كان nصحيحة أيضاً. إذن مهما كان العدد الطبيعي  +

( )2
03

0 ( )
n

n uu ££ - -   
)لمّا كان  )2

3
lim 0

n

n ¥
2لأنّ  =

3
0 1£ تسعى إلى اللانهاية في المتراجحة  nاستنتجنا بجعل  >

)السابقة ومستفيدين من مبرهنة الإحاطة أنّ  )lim 0n
n

u
¥

- =  أوlim n
n

u
¥

= .  
0في حالة  1u 0نستنتج من كون  = 0u - ³  ّ1أن£ ً0، ولدينا فرضا <  0. إذن 1u - £ .

  من ناحية أخرى
20 10 10

2 4 1 1 1

3 9 2 1024 1000

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç= < = <÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
  

20nإذن في حالة ). 1000وهي قريبة من  2ظهار القوة العاشرة للعدد (الفكرة هنا هي السعي لإ ³ 
  يكون لدينا

20
3

0
2 2

( ) 1 10
3 3

n

u -æ ö æ ö÷ ÷ç ç- £ ´ <÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
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30ومن ثَمّ  10nu
--£ <  3أي 3] 10 10, [nu

- -Î - + .  20نأخذ يمكن إذن أنN ، أو =
  أي عدد طبيعي أكبر منه.

)0المتتالية   )n nu 1nuمعرفة  وفق  ³ n n= + -.  

  َّ1أثبت أن

1
nu

n n
=

+ +
)0ثمَّ استنتج أنَّ   )n nu   متقاربة نحو الصفر. ³

  1المتتالية( )n nv 1nمعرفة عند كل  ³   وفق: ³
1 1 1

1
1 2 2 3 1

nv
n n

= + + + +
+ + - +

  

.a   استفدْ من عبارةnu غتيها الواردتين لاستنتاج عبارة بسيطة للحد بصيnv  بدلالةn.  
.b   1استنتج نهاية المتتالية( )n nv ³.  

  
  ّبملاحظة أن( )( )1 1 1n n n n+ - + +   نستنتج مباشرة أنّ  =

1
1

1
nu n n

n n
= + - =

+ +
  

0limاستنتجنا أنّ  ¥+ولأنّ المقام يسعى إلى اللانهاية عند 
n

nu¥
=. 

 

  
nvبإثبات صحة الصيغة يسمح ما سبق  بالطبع n= ويمكن أيضاً إثبات صحتها بالتدريج على ،
limنرى مباشرة أنّ  nv. انطلاقاً من هذه الصيغة للحد nالعدد  n

n
v

¥
= +¥.  

  ق من إجابتك في كل حالة. ؟ تحقّ أتيرات الصحيحة وما العبارات غير الصحيحة فيما يما العبا 
  0إذا كانت( )n nu )0وكانت   من عدد حقيقيمتتالية متقاربة  ³ )n nv متتالية ليس لها نهاية  ³

)0للمتتالية   قيقية، عندئذ ليسح )n n nu v   نهاية حقيقية. +³
  0إذا كانت( )n nu )0وكانت   من عدد حقيقيمتتالية متقاربة  ³ )n nv متتالية ليس لها نهاية  ³

)0للمتتالية   عندئذ ليسحقيقية،  )n n nu v   نهاية حقيقية. ³

0

1

2

3

2

1

1 0

1

3

1

34

1

2

2

2

n

n

n

u

u

u

u

u n

u n

v n

n

n
-

-

= -

= -

= -

= -

= - -

- -

=

-

=
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  إذا كانlim n n
n

u v
+¥

⋅ =   وlim n
n

u
+¥

= lim، كان ¥+ 0n
n

v
+¥

=.  
 عليها لها عنصرٌ راجح ، كانعنها إذا كان لمتتالية عنصرٌ قاصر.  

  
  ّصحيح. لأن( )n n n nv v u u= + )، فإذا افترضنا أنّه كان لدينا - )lim n

n
nu v

¥
+ = ¢ Î  

limو
n

nu¥
= Î   ّاستنتجنا أنlim n

n
v

¥
¢= - Î    ٌوهذا خُلف.  

  ً0خطأ. خذ مثلا( )n nu 1حيث  ³
1n n

u
+

limالتي تحقق  = 0n
n

u
¥

= = Î  0، وخذ( )n nv ³ 
)حيث  1)nnv = )0. ليس للمتتالية - )n nv )ومع ذلك نهاية  ³ ) 0lim

n
n nu v¥

=.  

  ّصح، لأنlim
1

0
n

n u¥
1ومن ثَمّ  =

(lim li 0m ) 0
n n

n n n
n

v v u
u¥ ¥

æ ö÷ç ÷= ´ = ´ =ç ÷ç ÷çè ø
.  

  ً0خطأ. خذ مثلا( )n nu nuحيث  ³ n=0صر عن . الصفر عنصر قا( )n nu ، وليس لهذه المتتالية ³
  عنصر راجح عليها.

)1المتتالية    )n nu 1nمعرفة عند كل  ³ وفق  ³
2 2 2

1 1 1

1 2
nu

n
= + + + .  

     َّ1المتتالية أثبت أن( )n nu   متزايدة. ³
.a   َّ1أثبت، مستعملاً البرهان بالتدريج، أن

2nu n
£ 1nأيّاً يكن  - ³.  

.b   1ماذا يمكنك أنْ تستنتج بالنسبة إلى المتتالية( )n nu ³.  

  
  للانتقال من الحدnu  1إلى الحد الذي يليهnu العدد الموجب تماماً  nuنجمع إلى  +

2

1

( 1)n +
  أي 

1 2

1
0

( 1)
n nu u

n
+ - = >

+
  

)1فالمتتالية  )n nu   متزايدة. ³
.a   لنضع( )E n  2دلالة على الخاصة

1
nu n
£ 1nفي حالة  - ³.  

  (1)الخاصةE  ّ1صحيحة لأنها تنص على أن 2

1 1
2

11
u = £  وهذه صحيح وضوحاً. -

  لنفترض إذن صحة الخاصة( )E n عندئذ 

1 2 2

2

1 1

( 1)

1

( 1)
1

2
( 1

2

1 1

1 )1

1

n

A

n

n

u
n n

n

u
n

n n

+ = + £ +
+ +

£ +
+

-

+
- + -

+ 
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  ولكن

2

2 2

1 1 1

1( 1)
1 1 1

0
( 1)( 1) ( 1)

A
n nn

n nn n n

= + -
++

-
= - = <

++ +

  

1إذن 
1

2
1nu n+ £ -

+
). أي إنّ الخاصة  1)E n   صحيحة أيضاً.  +

.b   1نستنتج أنّ المتتالية( )n nu   فهي متقاربة. 2متزايدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  ³

. يُبرهن أنّ ملاحظة
2

lim
6n

n
u

p
¥

  وترجع هذه النتيجة إلى أويلر. =

n ،1ليكن عند كل عدد طبيعي   

(2 1)(2 1)nu n n
=

- +
.  

  أوجد عددين حقيقيَّينa وb  يحققان عند كل عدد طبيعيn ،
2 1 2 1n
a b

u
n n

= +
- +

.  

  ليكن، في حالة عدد طبيعيn،0 1n nS u u u= + + + عبِّرْ عن .nS  بدلالةn  واستنتج
)0نهاية المتتالية  )n nS ³ .  

  
 

1 1
2 21

(2 1)(2 1) 2 1 2 1nu n n n n
= = -

- + - +
.  

  

  
  يسمح ما سبق بإثبات صحة الصيغة بالطبع

1 1 2 3

2 4 2 4 2n
n

S
n n

+
= - - = -

+ +
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2

3

1

4

n

n

n

n

u

u
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u
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n

S
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-
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نرى مباشرة أنّ  nS. انطلاقاً من هذه الصيغة للحد nج على العدد ويمكن أيضاً إثبات صحتها بالتدري
1

lim
2n

n
S

¥
= -.  

n ،1لنضع في حالة عدد طبيعي موجب تماماً    1 1
1

2 3nu n
= + + + +.  

  1أثبت أنَّ المتتالية( )n nu   متزايدة. ³
  2اكتبn nu u-  َّ2واستنتج أن

1
2n nu u- ³.  

 ،أنَّ  أثبت، مستعملاً البرهان بالتدريج
2 2
n

n
u   غير المعدوم. n، أيّاً يكن العدد الطبيعي ³

  1هل للمتتالية( )n nu   نهاية حقيقية؟ ³

  
  ننتقل من الحدnu  1إلى الحدnu 1الذي يليه بإضافة   +

1n +
  أي nuإلى  

1
1

1n nu u
n+ = +
+

  

)1هذا يبرهن على أنّ المتتالية  )n nu   متزايدة. ³
 2nu  2إلى  1يساوي مجموع مقاليب الأعداد الطبيعية منn وnu  يساوي مجموع مقاليب الأعداد

2nإذن  nإلى  1الطبيعية من  nu u-  1يساوي مجموع مقاليب الأعداد الطبيعية منn   أي nإلى  +

2
1 1 1

1 2 2n nu u
n n n

- = + + +
+ +

  

1حدّاً وأصغر هذه الحدود هو  nهناك 

2n
   . إذن

2
1 1 1 1 1

1 2 2 2 2n nu u n
n n n n

- = + + + ³ ´ =
+ +

  

  لتكن( )E n  الخاصة
2 2
n

n
u 1nفي حالة  ³ ³.  

  (1)الخاصةE  ّ12صحيحة وضوحاً لأنّها تنص على أن

1 1
1

2 2
u = + ³. 

  لنفترض صحة الخاصة( )E n1: . عندئذ 22 22 2

1 1

2 2 2
n nnn

n
u u u

n
u+ ´

+
= + - ³ + = .

)فالخاصة  1)E n صحيحة. إذن لقد أثبتنا بالتدريج أنّ  +
2 2
n

n
u 1nأياً كانت  ³ ³.  

  لو افترضنا أنّ لهذه المتتالية نهاية حقيقية  لكانت محدودة بهذه النهاية لأنها متزايدة. ولكن النتيجة
)1السابقة تقول إنّ هذه المتتالية غير محدودة. فليس للمتتالية  )n nu   نهاية حقيقية. ³
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)1 المتتالية   )n nu 1nعند كل عدد طبيعي  معرفة ³   وفق: ³

2 2 2 21 2 3
n

n n n n
u

n n n n n
= + + + +

+ + + +
  

 أنَّ  أثبت
2 2

2 2 1
n

n n
u

n n n
£ £

+ +
1n، أيّاً يكن  ³.  

  1استنتج تقارب المتتالية( )n nu   . ما نهايتها؟³
  

  
 يساوي nu  مجموعn  حداً أصغرها

2

n

n n+
وأكبرها  

2 1

n

n +
  إذن 

2 2 1
n

n n
n u n
n n n

´ £ £ ´
+ +

  

 1مبرهنة الإحاطة، نستنتج أنّ  اعتماداً علىlim
n

nu¥
  لأنّ  =

2

2
li 1m
n

n

n n¥
=

+
و 

2

2
l m 1

1
i
n

n

n¥
=

+
  

)1 المتتالية   )n nu 1nعند كل عدد طبيعي  معرفة ³   وفق: ³

2 2 2

1 1 1

1 2
nu

n n n n
= + + +

+ + +
  

 أنَّ  أثبت
2 2 1

n
n n

u
n n n

£ £
+ +

1n، أيّاً يكن  ³.  

  1استنتج تقارب المتتالية( )n nu   . ما نهايتها؟³

   
  يساويnu  مجموعn  حداً أصغرها

2

1

n n+
وأكبرها  

2

1

1n +
  إذن 

2 2

1 1

1
nn u n

n n n
´ £ £ ´

+ +
  

 لمّا كان  

2
lim 1
n

n

n n¥
=

+
و 

2
lim 1

1n

n

n¥
=

+
  

1limاستنتجنا من مبرهنة الإحاطة أن 
n

nu¥
=.  
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)1 المتتاليتين بيّن أنّ    )n nx )1و ³ )n ny   الآتيتين متجاورتان ³

1 1 1
2 1

1 2
nx n

n
= + + + - +    1و 1 1

2
1 2

ny n
n

= + + + -  

   
  نحسب

1

1

2
2 1 2

1
1 1 2

2 1 2
1 1 1

1
0

1( 1 )
1 1 2

2 1 2
1

1
0

( 1)

n n

n n

n n

y x n n
n n

y y n n
n n n n
n n

n n n

x x n n
n n n n
n n

n n n

+

-

- = + - =
+ +

- = - + + = -
+ + + +

- +
= £

+ + +

- = - + + = -
+ +

+ -

+ +
³=

   

)1فنستنتج أنّ  )n ny )1متناقصة، و ³ )n nx (متزايدة و  ³ 0lim (
n

n ny x
¥

-   ، فالمتتاليتان متجاورتان.=

)0المتتالية   )n nu 0معرفة وفق  ³ 3u n :1وعند كل عدد طبيعي  =
2

1n
n

u
u+ =

+
.  

  َّ0أثبت أنnu   .n، أياً يكن <
  0المتتالية( )n nt 1وفق  nمعرفة عند كل عدد طبيعي  ³

2
n

n
n

u
t

u

-
=

+
 المتتالية أثبت أنَّ  .

0( )n nt   متتالية هندسية واحسب نهايتها. ³
  0استنتج أنَّ المتتالية( )n nu   متقاربة واحسب نهايتها. ³

  
  لتكن( )E n  0الخاصةnu 0nفي حالة  < ³.  

  (0)الخاصةE  0صحيحة وضوحاً لأن 3 0u =  فرضاً. <
  لنفترض صحة الخاصة( )E n. 1 عندئذ 0nu + 1ومن ثَمّ  <

2
0

1n
n

u
u+ = >

+
فالخاصة  ،

( 1)E n 0nuصحيحة. إذن لقد أثبتنا بالتدريج أنّ  + 0nأياً كانت  < ³.  
 نحسب  
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1
1

1

2
1

1 1 2 1 1 1

2 2 2 2 2 2( 1) 2
2

1

n n n n
n n

n n n

n

u u u u
t t

u u u

u

+
+

+

-
- + - - -

= = = = = -
+ + + +

+
+

  

)0فنستنتج أنّ  )n nt 1ية هندسية أساسها متتال ³

2
q = 0وحدها الأوّل  -

3 1 2

3 2 5
t

-
= =

+
. وبوجه خاص 

limلدينا  0n
n
t

¥
|لأنّ  = | 1q <.  

  1من المساواة

2
n

n
n

u
t

u

-
=

+
1نستنتج أنّ   2

1
n

n
n

t
u

t

+
=

-
lim، ولأنّ  0n

n
t

¥
استنتجنا أنّ  =

lim 1n
n
u

¥
=.  

)0المتتالية   )n nu 0معرفة وفق  ³ 2u n :1وعند كل عدد طبيعي  =
1

2
n

n
n

u
u

u+ = +.  

  َّ0أثبت أنnu   .n، أياً يكن <
  1المتتالية معرّفة بصيغة من النمط ( )n nu f u+ ,0[رّف على المع f، عيّن التابع = [+¥.  

.a   ادرس تغيرات التابعf  وارسم خطه البيانيf  ومقارباته، وارسم على الشكل نفسه المستقيم
d  الذي معادلتهy x= بعد أن تحسب إحداثيتا نقطة تقاطع ،d  معf.  

.b   ّبيّن أنّ ما سبق يفيد في إثبات أنf  متزايد على المجال[ 2, )وأنّ  ¥+] )f x x£  على
  هذا المجال.

  استفد من الرسم لتنُشئ الحدود الأولى من المتتالية المدروسة. أتجدها مطّردة؟ ما جهة
لتبرهن  b.اطرادها؟ أهي محدودة؟ ثمُ برهن صحة توقعاتك عن طريق الاستفادة من 

12بالتدريج أنّ :  n nu u+£   .nمهما كان العدد  £
  0استنتج أنَّ المتتالية( )n nu   متقاربة واحسب نهايتها. ³

  
 موجب، وكذلك يكون نصفه وكذلك يكون مجموعهما. تدريج بسيط: مقلوب عدد موجب  
  1التابع موضوع الدراسة هو

:]0, , )[ (
2

x
f f x

x
¥+  = +.  

  .هذا تابع مستمرٌ واشتقاقي على مجموعة تعريفه 
  وهو يحقق

0
lim ( )
x

f x
+

=  قبل محور التراتيب مقارباً شاقولياً.ي فهو ¥+

 نّ إف وكذلكlim ( )
x

f x
+¥

= 1، ونلاحظ أنّ ¥+
( )

2

x
f x

x
- الذي معادلته  D، إذن المستقيم =

2

x
y  ولا يتقاطع معه. Dيقع فوق  fكما إنّ  fللتابع  fمستقيم مقارب للخط البياني  =
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  ّنلاحظ أن 

( )
2

2 2 2

1 1 2 2
( ) 2

2 2 2

x x
f x x

x x x

- +¢ = - = = - 

)إذن إشارة  )f x¢  2تُماثل إشارةx   الآتي f، ومنه جدول تغيرات -

  
  

  ّوأخيراً نلاحظ أن 
22 2

( ) ( 2 )
2 2

x x
f x x x

x x

- +
- = = -  

في  dمع منصف الربع الأوّل  fإذن يتقاطع 
)النقطة  2, على  dتحت  f، ويقع (2

] 2, ,0[وفوقه على  ¥+] 2[. 

  ّنستنتج من الدراسة السابقة أنf  متزايدٌ على المجال
[ 2, )، وأنّ ¥+] )f x x£ .على هذا المجال 

  
  
  ّ0يوحي الرسم المجاور أن( )n nu متتالية متناقصة  ³

   .2ومحدودة من الأدنى بالعدد 
 لنضع ( )E n  12الخاصة n nuu + ££. 
  0لما كان 2 2u =  استنتجنا أنّ  ³

1 0 02 ( 2) ( )f u f u u= £ = £  
 صحيحة. E(0)إذن الخاصة 

  ّوإذا افترضنا أن( )E n 12 :صحيحة n nuu + ££ ،
 متزايداً أنّ  fاستنتجنا من كون 

1( 2) ( ) )(n nf f u f u+ ££  
  أي

2 12 n nu u+ +££  
)فالخاصة  1)E n   صحيحة أيضاً.  +

0 2

( ) 0

( ) 2

x

f x

f x

+
¢ - +

+¥ +

¥

¥ 

D

df

2

2

1
2
x
x

x +

y x=

0u1u
2
u

2, 2( )
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  ّ12نستنتج إذن أن n nuu + )0. فالمتتالية nمهما كانت قيمة  ££ )n nu متناقصة ومحدودة من  ³
  . 2³الأدنى فهي متقاربة من نهاية 

1من المساواة  ( )n nu f u+ )تسعى إلى اللانهاية أنّ  nبجعل نستنتج  = )f=  إذن ،  هي فاصلة
)0. فالمتتالية =2أي  fو dنقطة تقاطع  )n nu   .2 العدد متقاربة من ³

)0المتتالية   )n nu 0معرفة وفق  ³
1
2

u n :2وعند كل عدد طبيعي  =
1

1
2

3n n nu u u+ = - +.  
 1 احسبu 2وu 3وu 4وu 5وu.  
  نرمز بالرمزf  إلى التابع المعرف على  21وفق

( ) 2
3

f x x x= - +.  
.a   ادرس تغيراتf .ونظِّمْ جدولاً بها    
.b  ا انتمى أثبت أنَّه إذx  انتمى [0,3]إلى المجال ،( )f x  [0,3]إلى المجال .  
 :   استنتج من السؤال السابق أنَّ

.a   0عنصرٌ راجحٌ على المتتالية  3العدد( )n nu ³.  
.b   0المتتالية( )n nu   متزايدة. ³
  0استنتج أنَّ المتتالية( )n nu )نَّ نهايتها مع ملاحظة أ احسبمتقاربة و  ³ )1n nu f u+ =.  
  

  
  3نلاحظ من الجدول وكأن المتتالية تتزايد متقاربة من.  

0 1 2 3 4 5

0.5 0.9167 1.5532 2.3023 2.8377 2.9912n

n

u
  

  دراسةf بسيطة، ونجد له جدول التغيرات الآتي  
0 3 6

( ) 0

( ) 0 3 0

x

f x

f x

-¥ +
¢ + + -

-

¥
-

-¥ ¥   
  

,0]متزايد تماماً على المجال  fنستنتج أنّ  0، فإذا كان [3 3x£   كان  £
0 (0) ( ) (3) 3f x ff £ £ ==  

([0,3])أي  [0,3]f Ì.  
  لنضع( )E n  0دلالة على الخاصة 3nu£ £ .  

  (0)الخاصةE  ّ0محققة لأن 0.5u  فرضاً. =
  إذا كانت( )E n  0]محقّقة أي, 3]nu Î  ّ1استنتجنا مما سبق أن [0, 3( ) ]n nu f u+ Î= ّأي إن ،

( 1)E n 0محققة. فنكون قد أثبتنا أنّ  + 3nu£  . nمهما كانت  £

 الحل
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)0راجح على المتتالية  3العدد ف )n nu   .قاصر عنها 0، والعدد ³
  جهة أخرى لدينامن 

2

1

6 3 (3 )
0

3 3
n n n n n

n n

u u u u u
u u+

- - -
- = = ³  

)0إذن المتتالية  )n nu   متزايدة.  ³
  0المتتالية( )n nu إلى نهايتها استنتجنا من  فهي متقاربة. وإذا رمزنا متزايدة ومحدودة من الأعلى  ³

1المساواة  ( )n nu f u+ )أنّ  fومن استمرار التابع  = )f=  0. أي إما أن يكون= 3أو= .
)ولكنّ الحالة الأولى مستحيلة، لأنّ كون المتتالية  )n nu  متزايدة يجعل جميع حدودها أكبر من الحد الأوّل

0 0.5u . نستنتج إذن 0وهي من ثم لا يمكن أن تساوي  0.5، فلا بُد أن تكون النهاية كذلك أكبر من =
3lim. أي =3أنّ 

n
nu¥
=.  

)0المتتالية   )n nu 0معرفة وفق  ³
4

3
u > 1و - 4 3n nu u+ = . نجد nعند كل عدد طبيعي  +

4المجال  المعرف على fللتابع  Cالخط البياني  ،أدناهفي الشكل 
3
,é é- +¥ê êë ë  وفق

( ) 4 3f x x= yالمعادلة  الذي d والمستقيم. + x=.  

  
 ا نقطة تقاطع الخط تما إحداثيC  والمستقيمd؟  
  َّ0نفترض في هذا السؤال أن 6u =.  

.a   0المتتالية  أنَّ أثبت( )n nu   محدودة من الأدنى. ³
.b   0المتتالية  اطرادادرس( )n nu ³.  
.c   0استنتج أنَّ المتتالية( )n nu   قاربة وأوجد نهايتها.مت ³
.a   0أثبت أنَّ هذه النتيجة صحيحة أياً يكن 4u >.  
.b   0هل هذه النتيجة صحيحة أيضاً عندما

4
4

3
u- <   ؟>

  
 (4,4).  
  لنضع( )E n  14دلالة على الخاصة n nu u+£ £.  

 الحل
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  0من الفرض 6u 1و = (6) 22 [4,6]u f= = Î  ّ16لأن 22 36£  E(0). فالخاصة £
 صحيحة.

  لنفترض صحة الخاصة( )E n  14أي n nu u+£  متزايداً أنّ  f. نستنتج من كون التابع £
1(4) ) )( (n nf uf f u+£ 2أو  £ 14 n nu u+ +£ £  

)فالخاصة  1)E n   صحيحة.  +
مستمرٌ  f. فهي متقاربة. ولكن لأنّ التابع 4نستنتج أنّ المتتالية متناقصة ومحدودة من الأدنى بالعدد 

1نستنتج من المساواة  ( )n nu f u+ )أنّ  = )f=  فالعدد ، فاصلة نقطة تقاطع  هوf  مع منصف
4lim. ومنه =4. إذن dالربع الأوّل 

n
nu¥
=.  

.a  0عملنا فيه قيمة المكان الوحيد في البرهان السابق الذي استu  (0)هو لإثبات صحةE  ّأي أن
1 04 uu£ ). ولكن من الشكل لدينا £ )f x x£  4]على المجال, هذا  متزايدٌ على f، والتابع ¥+]

0المجال، فإذا بدأنا من  4u 0كان  < 04 (4) ( )f f u u£= محققة.  E(0). أي كانت الخاصة £
)0وعندئذ تسري بقية خطوات الحل السابق دون تعديل ونستنتج أنّ المتتالية  )n nu متناقصة ومحدودة  ³

4limنى في هذه الحالة وتحقق من الأد
n

nu¥
=.  

.b   في هذه الحالة لدينا( )f x x³  4على المجال
3

[ , ، والتابع متزايدٌ أيضاً. نبرهن إذن أنّه في -[4

0حالة 
4

4
3
u- £ )0 تكون المتتالية > )n nu وتحقق مجدداً  4متزايدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  ³

4lim
n

nu¥
=.  
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  التابع اللوغاريتمي النيبري
  
  

  التابع اللوغاريتمي النيبري 

  ضرب لوغاريتم جداء  
 

  ln اللوغاريتمي دراسة التابع 

ln  اشتقاق تابع مركب من النمط  u  

  اللوغاريتمينهايات مهمة تتعلق بالتابع  
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  ساسية في هذه الوحدة�قاط التعلّم الأ

 تعريف وخواص التابع اللوغاريتمي -
 النهايات الأساسية المتعلقة بالتابع اللوغاريتمي -
  اطراد التابع اللوغاريتمي واشتقاقيته -
   اشتقاقيّة لوغاريتم تابع -
  تحوي لوغاريتم حل معادلات ومتراجحات -
  دراسة توابع تضم التابع اللوغاريتمي في علاقة ربطها. -
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عـــــــــــــدد    التعلم لدرسعنوان ا
 الحصص

التابع اللوغاريتمي 

  النيبري
  
  
  

  

 تعريفمبرهنة و  -  تحويل جداء إلى مجموع     
        + نتائج1

علينا الحذر عند التعامل مع لوغاريتم عبارة لماذا    : تكريساً للفهم
 متحولة ؟ حصة 

  ا ؟كيف نتخيّل النتائج المباشرة، ونتذكّره
lnكــــيف نــــحل مــــعادــــلــــةً   ( ) ln ( )g x h x  أــــوــــ مــــتراــــجــــحة

ln ( ) ln ( )g x h x£ 154ص  تَدرَّبْ ؟  

1  
  

1  
  
  

1  

الدرس الثا�ي : لوغاريتم جداء ضر 
  ب

  

ص  تَدرَّبْ  :تكريساً للفهم  -    + نتائج1 تعريفمبرهنة و 
157  

1+1+2  

الدرس الثالث  :دراسة التابع  
  اللوغاريتمي

نھاية +حل معادلة (حصة ) +تكريساً للفھم (حصة ) ال
  (حصة )  162+تدرب 

1+1+1  

  

الدرس الرابع والخامس  مشتق التابع  
نهايات تتعلق بالتابع   - المركب و

   اللوغاريتمي

  1+1  +  تدرب  4+ مبرھنة  3مبرھنة

  

  1نشاط 
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  أ�شطة

  

  ln تتمات عن التابع اللوغاريتمي

  logتابع اللوغاريتم العشري   

ln(1حصر المقدار    + )x  

  دراسة تابع   

1  

1  

  
تمرينات ومسائل 

  الوحدة الأولى   

  2  9لى ا 1من 

   
لنتعلمّ البحث معاً 

  1     13و 10

   

  إلى قُدُماً 

     الأمام 

  3  ثلاث حصص     33إلى  14من

  حصة  21  اذار 5شباط  حتى 2من            مجموع الحصص 

  

1 نشاط

2نشاط

 3 نشاط

  4 نشاط
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  154الصفحة   تَدرَّبْ 

  في الحالات الآتية عيّن قيمx :ًالتي تجعل المقدار المعطى معرفا  
2

2

2

ln( 3) ln(1 ) ln( )

1 1
ln( 4 ) ln(1 )

ln
3

ln ln 1 ln 1 ln( 3 2)
2

x x x

x x x
x x

x
x x x x

x

- -

+ +

æ ö- ÷ç + - - - +÷ç ÷÷ç -è ø

  

  

  

   

 
    2ln( )x  2 عندما  معرف 0x  أي ،{ }\ 0x Î  .  
 ln(1 )x-  1عندما   معرف 0x-  1، أيx  1,، إذنx ù éÎ ú êû ë-¥ .  
 ln( 3)x 3عندما   معرف  - 0x -  3، أيx  3، إذن,x ù éÎ +¥ú êû ë .  

 1
ln(1 )x
x

1في حالة   معرف  + 0)x+  و( 0x x(1ي أ ¹ - و( 0x   ، إذن ¹

] 1, [\{0} ] 1, 0[ ]0, [x Î - +¥ = - +¥  
 1

lnx
x(0 في حالة   معرف    و(ln 0x x(0 أي  ¹   و( 1x   إذن ،¹

]0, [\{1} ]0,1[ ]1, [x Î +¥ = +¥  
 2ln( 4 )x x+ 2عندما   معرف 4 0x x+  .2 4x x+ 0، جذراه ثلاثي حدود من الدرجة الثانية 

2، فتتحق المتراجحة -4و 4 0x x+  2هذين الجذرين، بمعنى أنَّ  خارجln( 4 )x x x+  معرف
,على  4 ,0ù é ù é- + ¥ú ê ú êû ë û ë-¥ .  
 2ln( 3 2)x x- 2عندما   معرف  + 3 2 0x x- +  . 1,أي على 2,ù é ù é-¥ + ¥ú ê ú êû ë û ë.  
 ln 1 ln 1x x+ - 1 في حالة   معرف - 0x + 1و ¹ 0x - }\على أي  ¹ 1, 1}- +،  
 3

ln
2

x

x

æ ö- ÷ç ÷ç ÷÷ç -è ø
3عندما   معرف  

0
2

x

x

-
-

 . 2,3 على المجالأيù éû ë.  

 f  هو التابع المعرف على المجالI *
+=   وفق( ) 2 lnf x x= اشتقاقي على  fبيّن أنّ  .+

I واحسب ،( )f x¢ ًلخط البياني للتابع لمماس ا ، واكتب معادلةf  1في النقطة التي فاصلتها.  

  
  التابعlnx x  0اشتقاقي على,ù é+¥û ë  2والتابع الثابتx   اشتقاقي على ،التابع فf 

ù,0اشتقاقي على  é+¥û ë بصفته مجموع هذين التابعين.   

  الحل

  الحل
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  التابع المشتق للتابعf  1هو 1
( ) 0f x

x x
= + =.  لإيجاد معادلة المماس، نبحث عن نقطة التماس

1 يساوي 1ميل المماس في النقطة التي فاصلتها  m. إنّ وميل المماس
(1) 1

1
m f= = = .

0 ولأنّ فاصلة نقطة التماس  1x 0، فترتيبها = (1) 2y f= في النقطة التي  فمعادلة المماس .=
2هي  1فاصلتها  1( 1)y x= + 1yأو  - x= +.  

  f ع المعرف على المجال هو التابI *
+=   1وفق

( ) lnf x x
x

= +.  
  َّأثبت أنf  اشتقاقي علىI  واحسب تابعه المشتق( )f x¢.  
  ًباطرادنظِّم جدولا f.  
  أنَّ  الاطراداستنتج من جدول( ) 1f x xأياً يكن  ³ IÎ.  

  
 f  هو مجموع التابعينlnx x  1و

x
x

  وكل منهما اشتقاقي علىI فالتابع ،f  اشتقاقي
  :هو fالتابع المشتق للتابع  .Iعلى 

2 2

1 1 1
( )

x
f x

xx x
=

- - +¢ = +  

  إشارة( )f x¢  1فتماثل إشارة x- 2لأنَّ  + 0x   علىI.  وبهذا ننظم الجدول الآتي باطرادf:  
0 1

( ) 0

( ) 1

x

f x

f x

+¥
- +
 

  

0,1ùمتناقص تماماً على المجال  fنجد من الجدول أنَّ  ùû û  1ومتزايد تماماً على المجال,é é+¥ë ë.  
  جميع قيم أنَّ نقرأ في الجدولf  أي 1أكبر من ،( ) 1f x xأياً يكن  ³ IÎ.  
 
  ّت الآتية:المعادلا حل  

2

2

2ln( 3 ) ln( 4) ln(2 ) ln( 1)

ln( 2) ln( 2) ln( 2) ln2

x x x x

x x x

- = - = -

- = - - =

 

 
  

  
 2ln(2 ) ln( 1)x x= -.  

2 يُشترط للحلّ أن يكون 0x 22و < 1x x= 0x. أي - 2و  < 2 1 0x x- - . وللمعادلة الأخيرة =
0تماماً هو  موجبجذران أحدهما فقط  1 2x = 1. (والآخر سالب هو + ولا يحقق الشرط  -2

  الأوّل).
  

  الحل

  الحل
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 2ln( 3 ) ln( 4)x x- = -.  
3 يُشترط للحلّ أن يكون 0x-  2و 4 3x x- = 0x. أي - 2و > 3 4 0x x+ - وللمعادلة  .=

0ماماً هو الأخيرة جذران أحدهما فقط سالب ت 4x =   ولا يحقق الشرط الأوّل). 1. (والآخر موجب هو -
 ln( 2) ln2x - =.  

2هذه المعادلة تكافئ  2x - 4xأي  = =.  
 2ln( 2) ln( 2)x x- = -.  

2 حلّ أن يكونيُشترط لل 0x -  2و 2 2x x- = 2x. أي - )و < 1) 0x x - وللمعادلة  .=
  ذه المعادلة خالية.وكلاهما لا يحقق الشرط الأوّل. فمجموعة حلول ه 1و 0الأخيرة جذران 

  ّالمتراجحات الآتية: حل  

2

2ln(2 ) ln( 1) ln( 2) ln(2 1)

2
ln ln( 2 ) ln 1 ln

x x x x

x x x x
x

³ - - £ -

æ ö÷ç£ - + ³÷ç ÷÷çè ø

 

 
  

  
 ln( 2) ln(2 1)x x- £ -.  

2طين : تحقق الشر  التي xهي مجموعة قيم  مجموعة الحلول  0x - 2و < 1 2x x- ³ معاً.  -
2xأي  1xو < > =,2[]. إذن - +¥.   
 2ln(2 ) ln( 1)x x³ -.  

2تحقق الشرطين :  التي xهي مجموعة قيم  مجموعة الحلول  1 0x - 22و < 1x x³ معاً. أي  -
2 1 0x - 2و < 2 1 0x x- - ]المتراجحة الأولى محققة فقط خارج المجال . £ والثانية محققة  -[1,1

1]المجال فقط في  2,1 2]- ,1[. إذن + 2 ]1= +.  
  
 ( )2ln 1 ln

x
x+ ³.  

0xتحقق الشرطين :  التي xهي مجموعة قيم  مجموعة الحلول  21و <
x
x+ 0xمعاً. أي  ³ > 

2و 2 0x x- - 0xوأخيراً . £ ) و < 1)( 2) 0x x+ - المجال  فيالمتراجحة الأولى محققة فقط . £
]0, ]والثانية محققة فقط في المجال  ¥+]   .=0,2[[. إذن -[1,2

 2ln ln( 2 )x x x£ -.  
0xتحقق الشرطين :  التي xهي مجموعة قيم  مجموعة الحلول  2و < 2x x x- معاً. أي  ³

0x )و < 3) 0x x - 0x. وأخيراً ³ 3 و < 0x - ]]. إذن ³ 3,= +¥.  
  

  الحل
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  158و   157الصفحتان   تَدرَّبْ 

 :بسِّط كتابة الأعداد الآتية  
1 1 1

ln 2 ln ln 3 ln
2 16 3

c b a= = = +     

  
 ln 3 ln 3 0a = - =  
 4ln16 ln2 4 ln2b = - = - = -  
 1/21 1 1 1

ln2 ln2 ln2
2 2 2 4

c = ´ = ´ ´ =  
  اكتب كلاً من الأعداد الآتية بدلالةln2  وln 5:  

16
ln250 ln ln 50

25
c b a= = =    

  
 2 2ln(2 5 ) ln2 ln 5 ln2 2 ln5a = ´ = + = +  

 
2

4 4
ln 2 ln 2(ln 4 ln 5) 4 ln2 2 ln 5

5 5
b

æ ö æ ö÷ ÷ç ç= = = - = -÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
  

 3 3ln(2 5 ) ln2 ln 5 ln2 3 ln 5c = ´ = + = +  
  
  َّأثبت أنln(2 3) ln(2 3) 0+ + - =.  

  
( )ln(2 3) ln(2 3) ln (2 3)(2 3)

ln(4 3) ln1 0

+ + - = + -

= - = =
  

   في كلٍ من الحالتين الآتيتين، قارن بين العددينx  وy  .دون استعمال آلة حاسبة  
ln 5, ln2 ln 3

2 ln 3, 3 ln2

x y

x y

= = +
= =




  

  
 ln(2 3) ln 6 ln 5y x= ´ = > yذن . إ= x.  
 2ln 3 ln 9x = 3ln2 و = ln 8y = xذن إ .= y.  
   بسِّط كتابة كلٍ من فيما يأتيa وb.  

7 1
ln567 ln72 ln ln

8 27

ln 216 ln 75 ln15 ln 27

a

b

= - - +

= + - -





   

  

  الحل
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8 7
ln ln

7 27

56

7

7

2
a

æ ö´ ÷ç= =÷ç ÷÷ç ´ ´è ø
81 8´ ´

8 9 7´ ´
1

ln ln 3
327

æ ö÷ç ÷ = = -ç ÷ç ÷ç ´è ø
  

  
( )1 1 8
ln216 ln 75 ln225 ln27 ln

2 2

27
b = + =

´
- -

75´
225

3
27´

( )

1 8
ln

2 3

1 3 1
3 ln2 ln 3 ln2 ln 3

2 2 2

=

= - = -

  

   0أثبت صحة كلٍ من المساواتين الآتيتين مهما يكنx .  

2
2

1
ln(1 ) ln ln 1

1
ln(1 ) 2 ln ln 1

x x
x

x x
x

æ ö÷ç+ = + + ÷ç ÷÷çè ø
æ ö÷ç+ = + + ÷ç ÷÷çè ø




  

  
  نرمز إلى الطرف الأيمن من العلاقة بالرمزAالمساواة صحيحة لأن كونت، ف:  

1ln ln( ) lnxA x xx
+= + = ln(1 ) lnx x+ + - ln(1 )x= +  

   نرمز إلى الطرف الأيمن من العلاقة بالرمزB ،:فتكون المساواة صحيحة لأن  
2

2 2
2

1ln( ) ln( ) lnxB x x
x
+= + = 2 2ln(1 ) lnx x+ + - 2ln(1 )x= +  

   في كلٍ من الحالتين الآتيتين، جد مجموعة قيمx  المساواة.  تُحقّقالتي  
2ln( ) ln ln( 1)

1
ln ln( 1) ln( 2)

2

x x x x

x
x x

x

- = + -
æ ö- ÷ç = - - +÷ç ÷÷ç +è ø




  

  
  0معرف عندما  من المساواة الأيمنالطرفx 1و < 0x - ,أي في حالة  < []1x Î +¥.  

,1[وعندئذ تتحقق المساواة المعطاة بحسب خواص اللوغاريتم إذن تتحقق المساواة فقط على  [+¥.  
 1معرف عندما  من المساواة الطرف الأيمن 0x - 2و < 0x + ,أي في حالة  < []1x Î +¥.  

,1[على  فقط وعندئذ تتحقق المساواة المعطاة بحسب خواص اللوغاريتم إذن تتحقق المساواة [+¥.  
  
  جد مجموعة قيم العدد الطبيعيn  تراجحات الآتية: مالالتي تحقق كلاً من  

23 2
1 2 0.2 10 2 100

100 5

1
3

n
n n n

-æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç+ ³ ³ £÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
£  

  

  الحل

  الحل

  الحل
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 6 64 1002 =   7و 128 1002 = ، قيم  فمجموعةn هي المتراجحة هذه التي تحقق  

{ }0,1,2,3,4,5,6E =.  

  21المتراجحة
10

3

n
-æ ö÷ç £÷ç ÷÷çè ø

11 تكافئ 

1003n
3، إذن £ 100n 4ولكن  .³ 81 1003 =    

5و 242 1003 =  قيم ، فمجموعةn 4 هذه المتراجحة هي التي تحققn >.  

  2حة المتراج
0.2

5

næ ö÷ç³ ÷ç ÷÷çè ø
ln(0.2) تكافئ  ln(0.4)n³  ّولأن ln(0.4) هذه الأخيرة تكافئ  >0
ln(0.2) ln 5

1.76
ln(0.4) ln 5 ln2

n = »
-

2n هذه المتراجحة هي التي تحقق nقيم مجموعة . إذن ³ ³.  

lnقق دون آلة حاسبة أنّ يمكن أن نتح 5
1 2

ln5 ln2
< <

-
1لأنّ هذه المتراجحة تكافئ   4و >2 5<.  

 المتراجحة ( )3
100

1 2
n

+ )تكافئ  ³ )3
100

ln 1 ln2n´ + وهذه  اماً.متزايد تم lnلأنَّ التابع  ³

ln2تكافئ 
23.45

ln(1.03)
n ³ 24nالتي تحقق المتراجحة هي  nفمجموعة قيم ، « ³.  

  ّمتراجحة أو معادلة فيما يأتي: حل كل  
2

2

2

2 ln ln(2 8 ) 2 ln ln( 4) ln(2 )

ln( 11) ln[( 3)( 2)] ln( 11) ln( 3) ln( 2)

1
ln(2 ) ln(3 ) ln 1 ln 4 ln2 ln( 6) ln( 1)

2
ln(3 ) ln ln2 ln 3 ln(5 ) ln( 1)

3 ln ln(3 2) ln(6 4) ln(3

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x

= + = + +
+ = + + + = + + +

= - - + + = - + +

- £ + £ - + -

- + £ -

 

 

 

 

 2)x - 

  

  
  2المعادلة ln ln( 4) ln(2 )x x x= + +  

0xالطرف الأيسر معرّف فقط في حالة  2، وعندها يكون الطرف الأيمن معرفاً لأن < 0x > 
4و 0x + ln(2. ولأنّ < ) ln2 lnx x= ) نجد المعادلة المعطاة تكافئ + )2

ln ln( 4)x x= نحل   +

) المعادلة   في 4)
2

x
x= 8x حلها فنجد  + =   خالية.المعطاة مجموعة حلول المعادلة ومن ثمّ  -

  22المعادلة ln ln(2 )x x x= +  
0x ينالتي تحقّق في آنٍ معاً المتراجحت xقيم  هي مجموعة مجموعة تعريف المعادلة  

22و 0x x+ ,0[فهي إذن  < [D = )، تُكتب المعادلة Dعلى المجموعة . و ¥+ )E   بالشكل
2 2ln ln(2 )x x x= 2المعادلة  . نحل في + 22x x x= التي تعطي بعد الإصلاح  +

( 1) 0x x + 0xوهذا مستحيل في حالة  =   .فمجموعة حلول المعادلة خالية . <

  الحل

  الحل



  

215  

  المعادلةln( 11) ln( 3) ln( 2)x x x+ = + + +  
)المعطاة  مجموعة تعريف المعادلة )E  هي مجموعة قيمx  التي تحقّق في آنٍ معاً المتراجحات

11 0x +  3و 0x +  2و 0x +  إذن ، فهي] 2, [I = -   :لدينا، Iوعلى  .¥+
2ln( 3) ln( 2) ln[( 3)( 2)] ln( 5 6) ln( 11)x x x x x x x+ + + = + + = + + = +  

2المعادلة  إذن نحل 5 6 11x x x+ + = 2أو  + 4 5 0x x+ - )أو   = 1)( 5) 0x x- + لهذه . =
1 حقيقيان: المعادلة جذران 5x I- Ï  2و 1x IÎ.   فللمعادلة( )E  1حل وحيدx  .  

  المعادلةln( 11) ln[( 3)( 2)]x x x+ = + +  
)مجموعة تعريف المعادلة المعطاة  )E  هي مجموعة قيمx نٍ معاً المتراجحتين التي تحقّق في آ

11 0x +  و( 3)( 2) 0x x+ +   فهي إذن] 11, 3[ ] 2, [I = - - È - ) ، تكتبI. وعلى ¥+ )E 
  بالصيغة:

( ) 2ln ( 3)( 2) ln( 5 6) ln( 11)x x x x x+ + = + + = +  
2إذن المعادلة  نحل 5 6 11x x x+ + = 1ن: ين حقيقييجذر  فنجد لها + 5x I- Î 2و 1x IÎ  .

)فمجموعة حلول المعادلة  )E  هي{ 5,1}-.  
  المعادلةln 4 ln2 ln( 6) ln( 1)x x+ = - + +  

)مجموعة تعريف المعادلة المعطاة  )E  هي مجموعة قيمx 6 التي تحقّق في آنٍ معاً المتراجحتينx  
1xو - ،6[هي ف, [I = ln(4، تكتب المعادلة Iوعلى  .¥+ 2) ln[( 6)( 1)]x x´ = - أو  +

2ln( 5 6) ln 8x x- - 2المعادلة  إذن نحلّ  .= 5 6 8x x- - 1ن يلها جذر فنجد  = 7x IÎ   
2و  2x I- Ï.  فللمعادلة( )E  ٌّ7وحيد هو  حلx .  
  1المعادلة

2
ln(2 ) ln(3 ) ln 1x x x= - - +  

)مجموعة تعريف المعادلة المعطاة  )E  هي مجموعة قيمx  ً0التي تحقّق في آنٍ معاx   3وx    
1xو - 0,3، فمجموعة تعريفهاI ù é= û ë. المجال وعلى Iتكتب المعادلة ، ( )E  بالصيغة

1 1
2 2
ln(2 ) ln(3 ) ln( 1)x x x= - - 2، أو بعد الإصلاح + 2ln(2 2 ) ln( 6 9)x x x x+ = -  نحلّ . +

2المعادلة إذن  22 2 6 9x x x x+ = - )التي تكافئ  + 9)( 1) 0x x+ -  حلّين لها،فنجد . =
1 9x I- Ï  2و 1x IÎ.  إذن للمعادلة( )E 1 حلٌّ  وحيد هوx .  

  المتراجحةln 3 ln(5 ) ln( 1)x x£ - + -  
5xمعرفة في حالة  المتراجحةهذه   1وx  1,5، فمجموعة تعريفهاI ù é= û ë.  وعلىI تكتب ،

ln المتراجحة 3 [ln(5 )( 1)]x x£ - 2lnأو  - 3 ln( 6 5)x x£ - +   فهي تكافئ -
( 2)( 4) 0x x- - £  

2,4éالمجال  الأصلية هيالمتراجحة حلول  فمجموعة ùë û  المحتوى فيI.  
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  2المتراجحةln(3 ) ln ln2x x x- £ +  
0xهذه المتراجحة معرفة في حالة    23و 0x x-  0، أيx  3)و 1) 0x x -  0، أوx > 

3و 1 0x - 1فمجموعة تعريف المتراجحة المدروسة هي   .<
3
,I ù é= +¥ú êû ë.  على وI تكتب ،

lnالمتراجحة  ln(3 1) ln ln2x x x+ - £ ln(3أو + 1) ln2x - 0ه تكافئ وهذ .£ 3 1 2x< - £ 
1أو 

3
1x< 1 هينستنتج أنَّ مجموعة حلول المتراجحة المدروسة  .£

3
,1ù ùú úû û.  

  
  2المتراجحةln(6 4) ln(3 2)x x x+ £ - -  

20التي تحقق  xمجموعة حلول هذه المتراجحة هي قيم  6 4 3 2x x x< + £ - فهي إذن مجموعة  -
  التي تحقق في آن معاً  xقيم 

0 3 2x< 20و  + 3 7 6 (3 2)( 3)x x x x£ - - = + -.  
3أو

2
x > 3xو - 3xأي  ،³ é,3مجموعة حلول المتراجحة المدروسة هي  نستنتج أنَّ . ³ é+¥ë ë.  

  3المتراجحة ln ln(3 2)x x -  
0xهذه المتراجحة معرفة في حالة    3و 2 0x -  2. أي

3
x . وفي هذه الحالة هي تكافئ  

0 3 2x< 33و   - 2x x- <  
3ولكن  23 2 ( 1) ( 2)x x x x- + = - 2. إذن عندما +

3
x 3يكون  < 3 2 0x x- + ولا تتحقق  ³

1xالمساواة إلاّ في حالة  2. فمجموعة حلول المتراجحة المعطاة هي =
3

] ,1[ ]1, [È +¥.  
  
 ،ارسم في معلم متجانس  في كل حالة آتية( ); ,O i j

   مجموعة النقاط( , )M x y  ّللشرط  قةالمحق
  المشار إليه.

ln ln 0 ln 2 ln ln ln( 1)x y y x x y+ = = = +      
  

    
 لعلاقة اln ln( 1)x y= 0xمعرفة في حالة  +   1وy -.  مع

lnهذين الشرطين العلاقة  ln( 1)x y= 1xتكافئ  + y= أو  +
1y x= ) النقاطفمجموعة . - , )M x y  نصفالمحققة للشرط هي 

] المستقيم )AX 1 على الخط البياني للتابع المحمولx x -  دون
,0) هطرف 1)A -.   

  

  الحل

x

y

A
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  العلاقةln 2 lny x=  0معرفة في حالةx   0وx .  مع هذين
lnالشرطين العلاقة  2 lny x=  2تكافئln ln( )y x= 2 أوy x= .

) النقاطفمجموعة  , )M x y  هي نصف القطع المكافئالمحققة للشرط ( ) 
  .O(0,0)رسوم في الربع الأول عدا ذروته الم
  
  
  العلاقةln ln 0y x+ 0xمعرفة في حالة  =   0وx    .  

lnمع هذين الشرطين العلاقة  ln 0y x+ lnأو العلاقة  = lny x= - 
1تكافئ 

ln lny
x

æ ö÷ç= ÷ç ÷÷çè ø
1  تكافئو  

y
x

) النقاطفمجموعة  .= , )M x y 

)القطع الزائد  فرعالمحققة للشرط هي  )  1الذي معادلتهxy = 
  .المرسوم في الربع الأولو 

 
  162 الصفحةتَدرَّبْ  

  انطلاقاً من الخط البياني للتابعlnx x : ارسم الخط البياني لكل من التوابع الآتية ،
ln( )x x-و ،lnx x- وln( )x x- -1، و lnx x+.  

  
  .ln بالرمز lnللتابع البياني الخط نرمز إلى 

    التابعf :( ) ln( )f x x= عن  ناتجٌ  fخطه البياني  -
ln  بالتحويل( , ) ( , )x y x y  lnفهو نظير  -

   إلى محور التراتيب. بالنسبة
  
  التابعg : التابع( ) ln( )g x x=  ناتجٌ  gخطه البياني  -

) بالتحويل lnعن  , ) ( , )x y x y  lnفهو نظير  -
  إلى محور الفواصل. بالنسبة

  
  التابعh :( ) ln( )h x x= - عن  ناتجٌ  hخطه البياني  -

ln  بالتحويل( , ) ( , )x y x y -  lnفهو نظير  -
  إلى مبدأ الإحداثيات. بالنسبة

  

  لحلا

x

y



O 1

x

y



O 1

x

y

1O

lnf

x

y

1
O

ln

g

x

y

1O

ln
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  التابعk :( ) 1 ln( )k x x=  lnعن  ناتجٌ  kخطه البياني  +
)بالتحويل  , ) ( ,1 )x y x y بالانسحاب  lnفهو ناتج من  +

jالذي شعاعه 


.  
   
  َّأثبت أنln 2( 1)x x£ 0x، أياً يكن -  ّ2. واستنتج أن 4e< باختيار قيم مناسبة للعدد  >

x.  

  
:التابع  اطراد ندرس ln 2 2f x x x- +  0المعرف على المجال,I ù é+¥û ë=.  ّنلاحظ أن  

1 1 1 1
( )

(1 )

x x
f x

x xx x x

- -¢ = - = =
+

  

)إذن إشارة  )f x¢  1تتفق مع إشارة x- :ومنه جدول الاطراد الآتي  
0 1

( ) 0

( ) 0

x

f x

f x

+¥
¢ + -

 
  

  َّنقرأ في الجدول أن( ) 0f x 0xأياً يكن  £  أي .ln 2( 1)x x£ 0x، أياً يكن - .  ّوأن
1xالمساواة تقع فقط عندما  =.  

  باختيارx e=  ّ1نستنتج أن 2( 1)e£ 3أو -

2
e£  ًوأخيرا

2
3

2
2

e
æ ö÷ç< £÷ç ÷÷çè ø

.  

  1وباختيار
x
e

1ستنتج أنّ ن =
1 2 1

e

æ ö÷ç- £ - ÷ç ÷÷çè ø
2eأو   4eوأخيراً  £ £.  

  1وباختيار
x

e
نستنتج أنّ  =

8

4

2 256 13
3 4

81 813
e < = = + <.  

 ين في كلٍ من الحالتين الآتيتين، قارن بين العددx  وy  .دون استعمال آلة حاسبة  

( )3

3 2
1 1

ln , ln ln 2, lnx y x e y e e
e e

æ ö æ ö÷ ÷ç ç= = = - =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
   

  
 3ln 2 1x e= -  و =

1 3

2 2
3

ln( ) ln( )
2

y e e e= ´ = x  إذن = y.  

 3
3

1
ln ln 3x e
e

= = - = 2 و - 2( ln ) ( 1) 1y e= - = - x إذن = y.  

  
  

  الحل

  الحل

x1

y

ln

k
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 : حلّ كل متراجحة أو معادلة مما يأتي  

2

ln( 2) ln( 1) 2 ln(1 ) 2

(ln 1)(ln 2) 0 (ln ) 16

1
ln 2 ln(2 ) 1

x x x

x x x

x
x

- - + = - = -

- + = =

> - ³

 

 

 

  

  
 ln(1 ) 2x- = -  

21المعادلة المدروسة تكافئ  x e-- 21xإذن  = e-= -.  
 ln( 2) ln( 1) 2x x- - + =  

2لهذه المعادلة يحقق الشروط  xكلّ حل  0x -  1و 0x +  2و
ln 2

1

x

x

-
=

+
  أي 

2x و   <
2

2

2

1

e
x

e

+
=

-
   

وهذا مستحيل لأنّ 
2

2

2
0

1

e

e

+
<

-
  فليس لهذه المعادلة حلول.  

  2المعادلة(ln ) 16x =  
ln)بالشكل تكتب هذه المعادلة  4)(ln 4) 0x x- + ln إماف .= 4 0x - 4xومنه ، = e=.  وإما

ln 4 0x + ln، إذن = 4x = 4x ه، ومن- e-=. هي  المعادلة فمجموعة حلول{ }4 4,e e-.  
  المعادلة(ln 1)(ln 2) 0x x- + =  

lnإما  1 0x - ln، إذن = 1x x، ومنه = e=.  وإماln 2 0x + ln، إذن = 2x = ، ومنه -
2x e-=.  1فللمعادلة المدروسة جذرانx e=  2و

2x e-=.  
  المتراجحةln(2 ) 1x- ³  

2 تكافئهذه المتراجحة  x e- 2x، إذن ³ e£ [فمجموعة حلول المتراجحة هي  .- ,2 ]e-¥ -.  
  1المتراجحةln 2

x
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

  

21 تكافئهذه المتراجحة 

x
eإذن ، 

2

1
0 x

e
< . 20 المجال فمجموعة حلول المتراجحة هي,e-ù é

ú êû ë.  

  

  الحل
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  165الصفحة   تَدرَّبْ 

  
  :جد كلاً من النهايات الآتية  

( )2
20

ln
lim lim ( )ln lim

lnx x x

x x
x x x

x x+¥  +¥
-    

  
 

2

lnlim
x

x

x+ ¥
  

0xفي حالة  لدينا:  <
2

ln ln 1x x

x xx
= ln . ولكن⋅

lim 0
x

x

x+¥
1و =

lim 0
x x+¥

=.  

  إذن
2

ln
lim 0 0 0
x

x

x+¥
= ´ =.  

 ( )2

0
lim ( )ln
x

x x x


-  

0xلاحظ أنّه في حالة  )2لدينا:  < )ln ( 1)( ln )x x x x x x- =   . ولكن-

0
lim ln 0
x
x x


و =

0
lim( 1) 1
x
x


- = -  

)إذن   )2

0
lim ( )ln 1 0 0
x

x x x


- = - ´ =.  

 lim
lnx

x

x+¥
  

0xفي حالة  1لدينا:  <

ln 2 ln2 ln

x x u

x ux
= = )، وقد وضعنا ⋅ )u u x x=   . ولكن=

lim ( ) lim
x x

u x x
+¥ +¥

= = limو ¥+
lnu

u

u+¥
= +¥   

limإذن 
lnx

x

x+¥
= +¥.  

  فيما يأتي، جد نهاية التابعf .عند أطراف مجالات تعريفه  
ln ln

( ) ( )

1
( ) ln 1 ( ) ln

ln 1
( ) ( ) ln

1
1

( ) (1 ln ) ( )
ln

1 1
( ) (ln 1) ( ) ln

4
1

( ) ln( 1) ln ( )
ln

x x x
f x f x

x x

f x x x f x x x
x

x x
f x f x x

x x

f x x x f x
x
x

f x x f x
x x

x
f x x x x f x

x

-
= =

æ ö÷ç= + + = -÷ç ÷÷çè ø

= = -
+

= - =

æ ö+ ÷ç= - = ÷ç ÷÷ç -è ø
+

= + + - =

 

 

 

 

 

 

2 1

4 3

6 5

8 7

10 9

12 11
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1 .ln

( )
x

f x
x

,0[مجموعة تعريف هذا التابع هي  .= [I = +¥.  

  َّنعلم أنln
lim 0
x

x

x+¥
  .¥+عند  fوهي نهاية  =

 
0

lim(ln )
x

x


= و  ¥-
0

lim 0
x

x
+

+


إذن ،  =

0
lim ( )
x

f x
+

= -¥  

2 .ln
( )

x x
f x

x

-
,0[مجموعة تعريف هذا التابع هي  .= [I = +¥.  

 
0

lim(ln )
x

x


= و  ¥-
0

lim 0
x

x
+

+


إذن ،  =

0
lim ( )
x

f x
+

= +¥.  

  نكتب ، ¥+في جوارln ln
( ) 1

x x x
f x

x x x
= - = lnنعلم أنَّ و  .-

lim 0
x

x

x+¥
 ، إذن=

lim ( ) 1 0 1
x

f x
+¥

= - =.  
3 .( ) lnf x x x= -.  

,0[مجموعة تعريف هذا التابع هي  [I = +¥.  
 

0
lim(ln )
x

x


= و  ¥-
0

lim 0
x

x
+

+


إذن ،  =

0
lim ( )
x

f x
+

= +¥.  

  نكتب ، ¥+في جوارln
( ) 1

x
f x x

x

æ ö÷ç= - ÷ç ÷÷çè ø
lnنعلم أنَّ و  .

lim 0
x

x

x+¥
إذن  ،=

ln
lim 1 1
x

x

x+¥

æ ö÷ç - =÷ç ÷÷çè ø
lim، ولما كان 

x
x

+¥
= limاستنتجنا أنَّ  ¥+ ( )

x
f x

+¥
= +¥.  

4 .1
( ) ln 1f x x x

x

æ ö÷ç= + + ÷ç ÷÷çè ø
[ هي fمجموعة تعريف .  , 1[ ] 0, [I = -¥ - +¥  

  لحساب نهاية التابعf  نكتب   ،-1وعند  ¥+وفي جوار  ¥-في جوار 
ln(1 )

( )
u

f x x
u

+
= 1و  +

( )u x
x

=.  

limأنَّ  ظراً إلىن ( ) 0
x

u x
-¥

 و ،=
0

ln(1 )
lim 1
u

u

u

+
limنجد  = ( 1)

x
f x

-¥
¥ += - = -¥.  

limوبالمثل  ( ) 0
x

u x
+¥

، و =
0

ln(1 )
lim 1
u

u

u

+
limإذن  = ( 1)

x
f x

+¥
¥ += + = +¥.  

)وأخيراً لأنّ  )
( 1)

lim 1 ( ) 0
x

u x
-

+

 -
+ ، وجدنا =

( 1)

ln(1 )
lim

x

u

u- -

+
=  إذن  ¥+

( 1)
lim ( 1)

x
f x

- -
= - + ¥ = +¥.  

  لحساب نهاية التابعf  0نكتب في حالة  0عندx   ما يأتي:  <
( ) ln(1 ) lnf x x x x x x= + + -  

أنَّ  ظراً إلىنو 
0

lim ln 0
x

x x
+

، و =
0

lim ln(1 ) 0 0
x

x x
+

+ = نجد  ´
0

lim ( ) 0
x

f x
+

=.  
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5 .1
( ) lnf x x

x
= -.  
,0[هي المجال  fمجموعة تعريف  [I = +¥.  

 
0

1
lim
x x+

æ ö÷ç = +¥÷ç ÷÷çè ø
و  

0
lim (ln )
x

x
+

= أو  ¥-
0

lim ( ln )
x

x
+
- = ، إذن  ¥+

0
lim ( )
x
f x


= +¥ .  

 1
lim 0
x x+¥

æ ö÷ç =÷ç ÷÷çè ø
limو  (ln )

x
x

+¥
= limأو  ¥+ ( ln )

x
x

+¥
- = limإذن ، ¥- ( )

x
f x

+¥
= -¥ .  

6 .ln
( )

1

x x
f x

x
=

+
.  

,0[هي المجال  fمجموعة تعريف  [I = +¥.  
 

0
( ln ) 0lim

x
x x


و  =

0
( 1) 1lim

x
x


+ ، إذن =

0

0
0

1
( )lim

x
f x


==.  

  لحساب نهايةf  نكتب ¥+في جوار ،ln
( )

1
1

x
f x

x

=
+

.  

(ln )lim
x

x
+ ¥

= 1و  ¥+
1 1lim

x x+ ¥

æ ö÷ç + =÷ç ÷÷çè ø
)، إذن  )lim

x
f x

+ ¥
= +¥ .  

7 .1
( )

ln
f x

x
=.  

,0[هي المجال  fمجموعة تعريف  [\{1}I = +¥.  
 

0
(ln )lim

x
x


= ، إذن ¥-

0
( ) 0lim

x
f x



-=.  

1
(ln )lim

x
x

+
= ، إذن ¥+

1
( )lim

x
f x

-
-¥=.  

 (ln )lim
x

x
+¥

= )، إذن ¥+ ) 0lim
x

f x
+¥

+=.  

8 .( ) (1 ln )f x x x= -.  
,0[هي المجال  fة تعريف مجموع [I = +¥.  

 (ln )lim
x

x
+¥

= 1)، إذن ¥+ ln )lim
x

x
+¥

- = ). و ¥- )lim
x

x
+¥

= +¥ ،  

)نستنتج أنَّ  )lim
x

f x
+¥

= -¥.  

  لحساب نهايةf د الصفر، نكتب عن( ) lnf x x x x= -.  

0
( ) 0lim

x
x


و  =

0
( ln ) 0lim

x
x x


، إذن =

0
( ) 0 0 0lim

x
f x


= - =  

9 .1
( ) ln

4

x
f x

x

æ ö+ ÷ç= ÷ç ÷÷ç -è ø
.  

f  على مجموعة قيم معرفx  1التي تحقق

4
0x

x

+
-

 . أي, 1 ]4, [I ù é= -¥ - +¥ú êû ë .  
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1 لنضع
( )

4

x
u x

x

+
=

-
   

lim ( ) 1
x

u x
-¥

             إذن    ،=
1

lim ( ) lim ln( ) 0
x u

f x u
-¥ 

= =.  

( 1)
lim ( ) 0

x
u x

- -
         إذن  ،=

1 0
lim ( ) lim ln( )
x u

f x u
- 

= = -¥.  

4
lim ( )
x

u x
+

=       إذن  ،¥+
4

lim ( ) lim ln( )
x u
f x u

 +¥
= = +¥.  

lim ( ) 1
x

u x
+¥

            إذن    ،=
1

lim ( ) lim ln( ) 0
x u

f x u
+¥ 

= =.  

10 .1
( ) (ln 1)f x x

x
= -.  

,0[هي المجال  fمجموعة تعريف  [I = +¥.  

0
lim (ln )
x

x
+

= ذن ، إ¥-
0

lim (ln 1)
x

x
+

- = . و¥-
0

1
lim
x x+

æ ö÷ç = +¥÷ç ÷÷çè ø
نستنتج أنَّ  .

0
lim ( )
x

f x
+

= -¥.  

ln، نكتب ¥+في جوار  fلحساب نهاية  1
( )

x
f x

x x
= lnأنَّ  نعلمو  .-

lim 0
x

x

x+¥

æ ö÷ç =÷ç ÷÷çè ø
 

1و
lim 0
x x+¥

æ ö÷ç =÷ç ÷÷çè ø
lim، إذن  ( ) 0 0 0

x
f x

+¥
= - =.  

11 .1
( )

ln

x
f x

x

+
=.  
,0[هي المجال  fمجموعة تعريف  [\{1}I = +¥.  

0
lim( 1) 1
x
x


+ و  =

0
lim ln
x

x


= ، إذن ¥-
0

lim ( ) 0
x
f x


=.  

1لدينا ¥+في جوار 
( ) 1

ln

x
f x

x x

æ ö÷ç= + ´÷ç ÷÷çè ø
1 ولكن .

lim 1 1
x x+¥

æ ö÷ç + =÷ç ÷÷çè ø
limو 

lnx

x

x+¥

æ ö÷ç = +¥÷ç ÷÷çè ø
 ،

إذن 
0

lim ( )
x
f x


= وأخيراً  .¥+

1
lim ( )
x

f x
+

= و  ¥+
1

lim ( )
x

f x
-

= -¥.  
12 .( ) ln( 1) lnf x x x x= + + -.  

,0[هي  fمجموعة تعريف  [I = 1نكتب  .¥+
( ) ln

x
f x x

x

æ ö+ ÷ç= + ÷ç ÷÷çè ø
1x، ونضع 

u
x

+
=. 

0
lim ( )
x

u x
+

=  ، إذن¥+
0

1
lim ln lim ln( )

ux

x
u

x+ ¥+

æ ö+ ÷ç = = +¥÷ç ÷÷çè ø
و 

0
lim( ) 0
x
x


أنَّ  نستنتج.=

0
( )lim

x
f x


= +¥.  

lim ( ) 1
x

u x
¥+

، إذن =
1

1
lim ln lim ln( ) 0
x u

x
u

x ¥+

æ ö+ ÷ç = =÷ç ÷÷çè ø
limو  ( )

x
x

¥+
= نستنتج أنَّ . ¥+

lim ( )
x

f x
¥+

= +¥.  
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  ليكن  الخط البياني للتابعf 0[على المجال  المعرف, [I = lnوفق  ¥+
( ) 1

x
f x x

x
= + -.  

1yمعادلته الذي  dلماذا المستقيم  .1 x=   ؟ مقارب للخط +
  .و dادرس الوضع النسبي للخطين   .2

  
,0[على  التابع المعرف g ليكن .1 [I = )وفق  ¥+ ) ( ) ( 1)g x f x x= -  ، أي +

ln ln
( ) 1 ( 1)

x x
g x x x

x x
= + - - + = -.  

( ) 0lim
x

g x
+ ¥

1yمعادلته الذي  d. فالمستقيم = x=   . مقارب للخط +

)، ندرس إشارة و dالنسبي للخطين  الوضعلدراسة  .2 )g xتي تماثل إشارة ، الlnx- فنجد  
0 1

( ) 0

x

g x

+¥
+ -

  

  نستخلص من الجدول:
  يتقاطع الخطان(1,2)في النقطة : d و.  
  لدينا ]0,1[على المجال ( ) 0g x   .dالمستقيم  فوقيقع  ، إذن الخط <
  1[على المجال, ) نايلد ¥+] ) 0g x  ، الخط إذن  المستقيم  تحتيقعd.  
  
 أثبت أنَّ التابع  ما يأتي، كلٍ م فيf  اشتقاقي على المجالI  ثم احسبf .  

2

1
]1, ( ) ln ]2, ( ) ln( 2) ln( 2)

1
1 1

, ( ) ln

[, [,

(1 ) ]0, ( ) ln 1[,

x
I f x I f x x x

x

I f x x I f x
x x

æ ö- ÷ç= + = = + = - - +÷ç ÷÷ç +è ø
æ ö÷ç= = + = + = - + ÷ç ÷÷ç¥
è

¥ ¥

ø


 

 
  

  
   التابعln( 2)x x -  1اشتقاقي على ]2, [I = )lnوالتابع   ¥+ 2)x x + اشتقاقي على 

2 ] 2, [I = - 1هو مجموع هذين التابعين، فهو اشتقاقي على  f، و¥+ 2 ]2, [I IÇ = +¥.  

2

1 1 4
( )

2 2 4
f x

x x x
¢ = - =

- + -
.  

  1[على, 1 التابع ¥+]
( )

1

x
x u x

x

-
=

+
   بع ا، فالتواشتقاقي تماماً موجبf  اشتقاقي علىI. 

  ويكون

1 2 2
1

1 1 1 2 2
( )

1 1 ( 1) 1x
x

x x
f x

x x x x-
+

¢æ ö- +÷ç¢ = = ⋅ =÷ç ÷÷ç + -è ø + -
  

  الحل

  الحل
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  1التابع
x

x
  اشتقاقي على,] [0I = 1 ، وكذلك فإنّ التابع ¥+

( ) 1x u x
x

= +  موجب

1. نستنتج إذن أنّ Iتماماً واشتقاقي على 
( ) ln ( )x f x u x

x
= -  اشتقاقي علىI  ّوأن    

2

2 2 2

2

1/1 ( ) 1 1 1
( )

( ) 1 1/ (1 )
1

(1 )

xu x
f x

u x x x xx x x

x x

¢ -¢ = - - = - - = - +
+ +

-
=

+

  

  2التابع( ) 1x u x x= +  ًعلى واشتقاقي موجب تماما ،فالتابع f  اشتقاقي على. ونجد  

2

( ) 2
( )

( ) 1

u x x
f x

u x x

¢
= =

+
.  

  

 أ�شطة

  ln تابع اللوغاريتميتتمات عن ال 

)في معلمٍ متجانس  lnهو الخط البياني للتابع  فيما يأتي  ), ,O i j
 .  

   وضع الخط بالنسبة إلى مماساته  
A  نقطة من الخط  0فاصلتهاa ، وaT  هو المماس للخط  في النقطةA.  

.a   َّ1أثبت أن
1 lny x a

a
= -   .aTمعادلةٌ للمماس  +

.b   ّق أنَّ المماس تحقeT  للخط  في النقطة( ,1)B e  يمر بالنقطةO  مبدأ المعلم( ), ,O i j
 .  

  
  ليكنg  التابع المعرف على المجال*

+  1وفق
( ) 1 ln lng x x a x

a
= - + -.  

.a   َّأثبت أنg  اشتقاقي على*
+  وادرس إشارة( )g x¢.  

.b   ًباطراداستنتج جدولا g  ومن ثمَّ إشارةg.  
 نَّ الخط استنتج مما سبق أ .يقع تحت أي مماس له  
  

x

y

1O


B
e

1

1-

1T
eT

 1 نشاط
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   تطبيق  

  َّ0ه مهما كان استنتج من الفقرة السابقة أنa 0xو < ln   كان  < l(1) n
x a

x a
a

-
£ +  

 0مهما كان ه أنَّ  (1)ستنتج من اa 1  كان <
ln( 1) ln(2) a a

a
+ - £  

.a   يبدو الخط  لماذا؟كأنه قطعة مستقيمة أفقيةو  [10,11]على المجال ،  
.b   ما فاصلتا النقطتينI وJ  الخطمن   من الممكن؟ أَ 15و  10على التوالي  ترتيباهمااللتين 

  ؟ لماذا؟الخط  وضع هاتين النقطتين على

  .»¥+يسعى ببطء إلى « lnالمعلومات السابقة أنَّ التابع ر سّ فَ تُ  

  
   وضع الخط بالنسبة إلى مماساته  

.a   المماس معادلة بوجه عامaT  للخط البيانيf  لتابع اشتقاقيf  في النقطة التي فاصلتهاa يه  
( ) ( )( )y f a f a x a¢= + -  

)في حالتنا  ) lnf a a= 1و
( )f a

a
¢ 1هي  ،aT. إذن معادلة =

ln ( )y a x a
a

= +   أو -
1

1 lny x a
a

= - +. 

.b   
aفي حالة  e=  لديناln 1e فتصبح  =

)في النقطة  eT معادلة المماس ,1)B e ، كما
1يأتي: 

y x
e

وهي معادلة مستقيم مار . =
  . O(0,0) بالمبدأ

  
 ي للخط البياني للتابع اللوغاريتمي ومماسه في النقطة التي فاصلتها بهدف تعيين الوضع النسبa 

وترتيب النقطة التي  aTمن  xالذي يمثل الفرق بين ترتيب نقطة فاصلتها  gمنه، نصطنع التابع 
1التابع ، وليكن من  xاصلتها ف

( ) 1 ln lnx g x x a x
a

= - + - .المعطى في النص  
  

,0[معرف على المجال  gالتابع    اشتقاقي على هذا المجال وضوحاً. ولديناوهو  ¥+]
1 1

( )
x a

g x
a x ax

-¢ = - =  
  

  الحل
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y
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B
e

1

1-

1T eT

a
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)إذن إشارة  )g x  تتفق مع إشارةx a- :ومنه جدول الاطراد الآتي   
0

( ) 0

( ) 0

x a

g x

g x

+¥
¢ - +

 

  

,0[ه موجبٌ على أنَّ  g اطرادنستنتج من جدول  xإلاّ عند ولا ينعدم  ¥+] a= إذن يقع الخط البياني .
  تحتaT  ولا يشترك معه إلاّ عند نقطة التماس التي فاصلتهاx a=.  
 ستنتج مما سبق أنَّ الخط ن .يقع تحت أي مماس له  
   تطبيق  
  تعبّر عن المتراجحة (1)المتراجحة ( ) 0g x   التي أثبتنا صحتها.، ³
 1 باختيارx a=   .(2)والإصلاح نحصل على  (1)اجحة المتر في  +

.a    1، لدينا (2)استناداً إلى
0 ln(11) ln(10)

10
< - أي إن تغيّر ترتيب التابع اللوغاريتمي يكون   £

  .  كأنه قطعة مستقيمة أفقيةو ما يجعل خطه البياني يبدو وهذا  [10,11]صغيراً على المجال 
.b  من ln 10Ix lnو، = 15Jx   نستنتج أنّ  .=

10 22 026Ix e= 15و    « 3 269 017Jx e= »  
 148بحوالي  Oعن  Ixأبعد من  Jxدة للقياس على محور الفواصل، فستكون وعليه، مهما اخترنا واح

  وهذا يجعل الرسم غير ممكن على ورقة كتاب عادية الأبعاد. .مرة

  logشري بع اللوغاريتم العَ تا  

  احسبlog(1)  وlog(10) ثم ،log(100) وlog(1000) وlog(10000).  
  1نضع

ln(10)
k 0. أثبت أنَّ = 1k .  

  باستعمال المساواةlog lnx k x= ّق من أنَّ التابع ، تحقlog  يتمتع بجميع خواص التابعln.  
  ّين البيانيين للتابعين ارسم في معلم متجانس واحد الخطlog  وln. 

  
  َّنعلم أنln

log( )
ln10

x
x ln10، ، إذن= ln10

log(10 )
ln10 ln10

n
n n

n= =   ومنه =
log(1) log(10) و =0 log(100) و =1 log(1000)و  =2 log(10000) و =3 4=.  

  3لمّا كانe 10eاستنتجنا أنّ  > 1ومنه  > ln10<  1أي
0 1

ln10
k< = < .  

2في الحقيقة، لمّا كان    10e 1نستنتج أنّ  >
0

2
k< <.  

  لما كانk  ًتعريف ، فمجموعة ثابتاً عددياlog مجموعة تعريف  هي نفسهاln  0[أي, [+¥.  

  الحل

 2 نشاط
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0k نَّ ولأ   استنتجنا من خواص التابع اللوغاريتميln  ّأنlog 0[ماماً على متزايد ت,   وأنّ   ¥+]

0
lim log( )
x

x


= lim   و   ¥- log( )
x

x
+¥

= +¥.  
  نرمز إلى الخط البياني للتابعlog  بالرمزlog  إلى الخط البياني للتابعو ln بالرمز ln.  

  
  

ln(1حصر المقدار    + )x  

  متراجحة تضمln(1 + )x   
  ادرس على*

+  التابعln: 1xf x x+ - 0، واستنتج في حالةx   صحة المتراجحة  <
ln) 1(1 x x£ -  

.a  1برهن أنّه في حالة  (1) بالاستفادة منt > ln(1 يكون ،- ) tt+ £.  
.b   1وكذلك باختيار

1
x

t
=

+
1t، أثبت أنّه في حالة  ³ ln(1 يكون ،- )

1

t
t

t
+

+
£.  

   نستنتج إذن صحة المتراجحة: 
1tفي حالة  > )lلدينا   - n2) (1 )

1

t
t t

t
+ £

+
£  

  إحاطة المقدارln(2)   
1عدداً طبيعياً موجباً تماماً. ولنضع  p ليكن

x
p

=.    

  1أنّ  (2)أثبت انطلاقاً من 1
l

1

1
n
p

p pp

æ ö+ ÷ç£ £÷ç ÷÷çè ø+
.  

  1نعرّف المتتالية( )n nu 1بالعلاقة  ³ 1 1

1 2 2nu n n n
= + + +

+ +
.  

.a   ّأثبت أنln2
1

2n n n
u u£ +£.  

.b   ّ1استنتج أن( )n nu   .ln2متقاربة من العدد  ³

.c   احصر العددln2  10باختيارn =.  
  

 3 نشاط
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 متراجحة تضمln(1 + )x   
   
  

0
(ln )lim

x
x

+
= و  ¥-

0
(1 ) 1lim

x
x

+
- ، إذن =

0
( )lim

x
f x

+
= -¥.  

  فلدينا ،¥+في جوار أمّا 
l

(
n 1

) 1
x

x
x

f
x

x
æ ö÷ç= + - ÷ç ÷÷çè ø

.  

lnولأنّ  1
lim 0, lim 0
x x

x

x x+¥ +¥
= limاستنتجنا أنّ ، = ( ) ( 1)

x
f x

+¥
= ´ -¥+ = -¥.  

 تق يحسب مشf  1بسهولة بالعلاقة
1(

1
)

x

x x
f x¢

-
= - 1)، فإشارته تتفق مع إشارة = )x- 

*على 
+:ومنه جدول التغيرات الآتي ،  

0 1

( ) 0

( ) 0

x

f x

f x

+¥
¢ + -

-¥ -¥ 
  

)أنَّ  fنجد من جدول تغيرات  ) 0f x *من  xن اك أياً  £
+ أي ،ln 1 0x x+ - . ومنه £

  .(1)المتراجحة 
البياني للتابع  . كان بالإمكان إثبات هذه المتراجحة مباشرة اعتماداً على خاصة كون الخطملاحظة

  .1اللوغاريتمي يقع تحت مماسه في النقطة التي فاصلتها تساوي 
  

.a  1 في حالةt > 1يكون  - 0x t= + ln(1فنحصل على  ،(1)وبالتعويض في  < ) tt+ £.  
.b   1وكذلك يكون

0
1

x
t

= >
+

1نحصل على  ،(1)وبالتعويض في ،  1
ln

1 1
1

t t

æ ö÷ç ÷ç ÷÷ç + +è ø
£ - ،

ln(1 أي )
1

t
t

t
£ -- +

+
ln(1أو   )

1

t
t

t
+

+
  من المتراجحتين السابقتين. (2)تنتج ، و £

  إحاطة المقدارln(2)   
  1نختار

t
p

  ، فنحصل على (2)في المتراجحة  =
1 1 1

ln
1

p

p p p

æ ö+ ÷ç £÷ç ÷÷ç+ è ø
£ 

.a  لاحظ أولاً أنّ نnu  هي مجموعn  1كسراً هي مقاليب الأعداد الواقعة بينn   . 2nو +
  

  الحل
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1أي  ينتج من ذلك وباستعمال الطرف الأيسر 1
ln

1

p

p p

æ ö+ ÷ç ÷ç ÷÷ç+ è ø
  لسابقة أنّ من المتراجحة ا £

  
1وبالمثل، بالاستفادة من الطرف الأيمن أي  1

ln
p

p p

æ ö+ ÷ç £÷ç ÷÷çè ø
من المتراجحة السابقة، وملاحظة أنّ  

1 1 1

2 2n n n
+ 1، ومن ثمّ فإنّ =

2nu n
 nي مقاليب الأعداد الواقعة بين كسراً ه nهي مجموع  +

2و 1n   نجد. -

  
1وهكذا نكون قد أثبتنا صحة المتراجحة 

ln2
2n nu u
n

£ £ 1nفي حالة  + ³.  

.b  1بالصيغة  المتراجحة السابقةبة يمكن كتا
ln2 ln2

2 nun
- £ وباستعمال مبرهنة الإحاطة ، £

limنستنتج أنّ  ln2n
n

u
+¥

1 لأن  =
0

2
lim
n n+¥

=.  

.c   10بوضع  المتراجحة السابقةنستعملn 10، فنحصل على = 10
1

ln2
20

u u£ £ نستعمل ، +

10آلة حاسبة لحساب 
1 1 1

11 12 20
u = + + + 100.668، فنجد 0.669u£ إذن  £

0.668 ln2 0.669 0.05£ £ 0.669 من ثَمّ ، و + ln2 0.719£ £.  
  

 4 نشاط  دراسة تابع   

1 1 1 1

1 2 2 1 2

1 2 2 1 2
ln ln ln ln

2 1

2

1

1

1 2 2 2 1
2 2

ln
2 2

2
ln l 2

1

n

nu n n n n

n n n n

n n n n
n n

n

n

n

n

n n
n

n

= + + + +
+ + -

+ + -
£ + + + +

+ - -
æ ö+ ÷ç= ´ ´ ´ ´ ÷ç ÷÷ç -

-
è ø+ -

+

= =







p n= 1p n= + 2 2p n= - 2 1p n= -

1 1 1 1 1

2 1 2 2 2 1

1 2 2 1 2
ln ln ln ln

1
1 2 2 2 1
2 2

ln
2 2

2
ln

2

1 1

n2

1

2

l

nu n n n n n

n n n n

n n n n
n n

n n
n

n

n

n

n

n

+ = + + + +
+ - -

+ + -
³ + + + +

+ - -
æ ö+ ÷ç= ´ ´ ´ ´ ÷ç

-
-

+
+ ÷÷ç -è ø

= =







p n= 1p n= + 2 2p n= - 2 1p n= -
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,0]التابع المعرّف على  gليكن  (0) وفق ¥+] 0g )و = )
ln

x
g x

x x
=

-
0xفي حالة   > .  

  .gالخط البياني المُمثّل للتابع  ليكن و 
  ّتيقّن أن( )g x  0معرّف في حالةx >.  

.a   ّأثبت أنg .مستمرٌ عند الصفر  
.b   ادرس قابلية اشتقاقg  الصفر. وعيّن إن أمكن المماس للخط عند .عند مبدأ الإحداثيات  
.a   ما نهايةg  ؟¥+عند  
.b   احسب( )g x¢  0في حالةx   .g، ثمُّ ادرس تغيرات <
.c   أعط معادلة للمماس  للخط  1في النقطة التي فاصلتها.  

  
  نعلم أن الخط البياني للتابع اللوغاريتميln  1يقع تحت مماسه في النقطة التي فاصلتهاx = 

1yأي المستقيم الذي معادلته  x= ln، ومنه - 1x x£ 0xفي حالة  - وهذا يُكافئ  <
lnقولنا  1x x- 0xفي حالة  ³ 0xلا ينعدم في حالة  g. إذن مقام <  gوالتابع  <

  معرّف إذن في هذه الحالة.
.a  

0
lim ( ln )
x

x x
+

- = ، إذن ¥+
0

lim ( ) 0
x

g x
+

ومن جهة أخرى . =
0

lim ( ) 0
x
g x


ولدينا  =

(0) 0g   مستمرٌ عند الصفر. g، فالتابع =
.b   ليكنt  تابع معدل تغيرg 0التابع المعرّف في حالة ، أي عند الصفرx   بالصيغة <

0( ) (0) 1ln( )
0 ln

x
g x g x xt x
x x x x

-- -= = =
- -

   
نلاحظ مباشرة أنّ 

0
lim ( ) 0
x
t x


(0)ي عند الصفر واشتقاق gفالتابع  = 0g ¢ استنتجنا  g(0)ولأنّ  .=

0yأنّ محور الفواصل الذي معادلته    في المبدأ. gهو مماس للخط البياني للتابع  =
.a   0في حالةx  لدينا  <

ln

1
( )

1 x
x

g x =
-

lnولكن  .
lim 0
x

x

x+¥
lim إذن، = ( ) 1

x
g x

+¥
=.  

.b  
2

1 ln
( )

( ln )

x
g x

x x

-¢ =
-

xعند ينعدم ، وهو  e=.  بهذا نجد الجدول الآتي بتغيرات وg:  

0

( ) 0 0

( ) 0 1
1

x e

g x

e
g x

e

+¥
¢ + -

-
 

  

  الحل



  232  

.c   لتكنA  النقطة من الخط  1، فيكون ترتيبها 1التي فاصلتها
(1) 1

1 0
g = =

-
إذن  ،

(1) فهي  Aأمّا معادلة المماس في  .(1,1)هما  Aا تإحداثي (1)( 1)y g g x x¢= + - =   
  : والمماس  gونجد في الشكل الآتي الخط البياني للتابع 

  
  

  

  

e1

1

1
e
e-

O



x

y
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  تمرينات ومسائل   
,1]معرّفاً على المجال  fنتأمّل تابعاً   4]I وفق  =

( ) lnf x ax b c x= + أعداد  cو bو a حيث +
نجد في الشكل المجاور  نهدف إلى تعيينها. حقيقية

  الخط البياني لهذا التابع.
  َّأثبت أنf  اشتقاقي علىI  واحسب تابعه المشتق( )f x¢.  
 :   استفد من المعلومات المدونة على الشكل لإثبات أنَّ

1a b+ 2و    = 0a c+ 2و    = ln2 3 4 ln2a b c+ + = -.  
  جد قيمa وb وc  عبارة  ثم اكتب( )f x.  

   
 f  هو مجموع تابعين، أحدهماx ax b+  1]وهو تابع اشتقاقي على, lnx، والآخر [4 x 

,1]وهواشتقاقي على  ,1]اشتقاقي على  fأيضاً. نستنتج أنَّ  [4   . ولدينا[4
1

( )
c

f x a c a
x x

¢ = + ´ = +.  
 :لدينا من الشكل  

 (1) 1f 1، إذن = ln(1)a b c= + (1)   ، أي+ 1a b+ =   
 (2) 3 4 ln2f = (2)  ، إذن- 3 4 ln2 2 ln2a b c- = + +   
 ( )

c
f x a

x
¢ = (2)أفقي، أي  (2,1)والمماس في النقطة  + 0f ¢ 0، ومنه =

2

c
a + إذن  =

(3) 2 0a c+ =   
  بحل جملة المعادلات الثلاث نجد( , , ) (2, 1, 4)a b c = -   : fومنه عبارة  -

( ) 2 1 4 lnf x x x= - -.  
  
). في معلم متجانس عددين حقيقين bو aكن يل  ); ,O i j

  ،  هو الخط البياني للتابعf 

*المعرف على 
+  1وفق

( ) lnf x ax b x
x

= + ,1). النقطة + 0)A  هي نقطة من والمماس ،
3يوازي المستقيم الذي معادلته  A في للخط البياني  2y x= من هذه المعطيات  . استفدْ +

  .bو aلتعيّن 
  

 1

 2
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2
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 (1, 0)A من نقطة (1)، إذن 0f 0aإذن  = b+   يعطى بالصيغةف f. أما مشتق =

2

1 ln
( )

x
f x a

x

-¢ = +.  

,1)ميل المماس في النقطة  0)A  3يساوي ميل المستقيم الذي معادلته 2y x= (1)، أي + 3f ¢ ، إذن =
1 3a + 2aومنها  = 0aلعلاقة ومن ا .= b+ 2b نحصل على = = -.  

 
)في معلم متجانس   ); ,O i j

  رسمنا ،  الخط البياني للتابعln لتكن .M  نقطة من 
  .mفاصلتها 

  
 جد، بدلالة m معادلةً للمماس ،  للخط  النقطة فيM.  
  لتكنH  مسقطM  على محور التراتيب ولتكنK  المماس نقطة تقاطع .مع هذا المحور  

.a   أثبت أنَّ ترتيب النقطةK  يساويln 1m 0m، أياً يكن - .  
.b   َّاستنتج أنKH j=

 
.  

.c  طريقة عملية وبسيطة لرسم مماس للخط  استفد مما سبق لإعطاء .من نقطة كيفية منه  

  
  ّإن  يقبل

( )
( )

1
ln ( )
f m

f m

y m x m
m
¢

= + lnأو  - 1
x

y m
m

= +   معادلة له. -

.a  يقطع  0)أي  0محور التراتيب في النقطة التي فاصلتها, ln 1)K m -.  
.b   لمّا كانت إحداثيتاM  هما( , ln )m m 0)ستنتجنا أنَّ ا, ln )H m ّومن ثَم .  

0 0 0

ln ln 1 1
KH j

m m

é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú= - = =ê ú ê ú ê ú-ê ú ê ú ê úë û ë û ë û

   

.c   لتكنM  نقطة كيفية من الخط.  ننشئH  للنقطة القائمالمسقط M  ُّعلى محور التراتيب، ثم
-j اعهعوفق الانسحاب الذي ش Hصورة  Kنرسم 


). فيكون  )KM  مماس الخط  في النقطة

M.  

 3

x

y

1

O m



lnm

}1

MH

K
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2ليكون للمعادلة  mكيف نختار العدد الحقيقي   2 ln(m 1) 0x x- + +   ؟جذران مختلفان =

  
1معرفة بشرط  المعادلة 0m +  2. وهي في هذه الحالة تكافئ( 1) 1 ln(m 1)x - = - . فلها +

1جذران حقيقيان مختلفان إذا وفقط إذا كان  ln( 1) 0m- + 1eأو < m- . ومنه علينا أن نختار <
m  من المجال] 1, 1[e-   لفان.ليكون للمعادلة المعطاة جذران حقيقيان مخت -

)1لتكن   )n nu 1وفق  *متتالية معرفة على  ³
lnn
n

u
n

æ ö+ ÷ç= ÷ç ÷÷çè ø
   

 .جد نهاية هذه المتتالية  
  1نضع 2n nS u u u= + + + .  

.a   َّأثبت أنln( 1)nS n= +.  
.b   1ما نهاية( )n nS   ؟ ³

  

 1
1lim

n

n

n+¥

æ ö+ ÷ç =÷ç ÷÷çè ø
ln1، إذن  0lim n

n
u

+¥
= =.  

.a   لتكن( )E n  الخاصةln( 1)nS n= +.  
1محققة لأنّ  E(1)الخاصة  1 ln2 ln(1 1)S u= = = ). لنفترض أنّ + )E n محقّقة عندئذ  

1 1
2

ln( 1) ln
1

2
ln ( 1) ln( 2)

1

n n n
n

S S u n
n

n
n n

n

+ +

æ ö+ ÷ç= + = + + ÷ç ÷÷ç +è ø
æ ö+ ÷ç= + ´ = +÷ç ÷÷ç +è ø

  

)لخاصة فا 1)E n )lnمحقّقة، ونكون قد أثبتنا بالتدريج أنّ  + 1)nS n= 1nأياً كان  + ³.  
.b   ّلأنlim ( 1)

n
n

+¥
+ = limاستنتجنا أنّ  ¥+ n

n
S

+¥
= +¥.  

  
1yأثبت أنَّ المستقيم الذي معادلته   x=  مستقيم مقارب للخط البياني للتابع  -

1
: ln 1f x x x

x

æ ö÷ç- + ÷ç ÷÷çè ø
  

1(ضع . ¥+في جوار 
X

x
=(.  

  

 4

 6

 5
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  نلاحظ أنّ 

1 ln(1 )
( ) ( 1) 1 ln 1 1

X
f x x x

x X

æ ö +÷ç- - = - + = -÷ç ÷÷çè ø
  

1إذ وضعنا 
X

x
lim. ولكن = ( ) 0

x
X x

¥
و =

0

ln(1 )
lim 1
X

X

X

+
  إذن =

( )
0

ln(1 )
lim ( ) ( 1) lim 1 1 1 0
x X

X
f x x

X¥ 

æ ö+ ÷ç- - = - = - =÷ç ÷÷çè ø
  

1yالمستقيم الذي معادلته إذن  x=   .¥+في جوار  f مقارب للخط البياني للتابعمستقيم  -

  

I*المعرف على  f التابعنتأمّل   +=  :وفق  
2(1 ln ), 0

( )
0, 0

x x x
f x

x

ìï - >ï= íï =ïî
.  

 احسب
0

( ) (0)
lim
x

f x f

x+

   .اشتقاقي عند الصفر fواستنتج أنَّ  .-

  
0xنلاحظ أنّه في حالة    لدينا  <

2( ) (0) (1 ln ) 0
( ) (1 ln ) ln

f x f x x
t x x x x x x

x x

- - -
= = = - = -  

ولأنّ 
0

ln 0lim
x
x x


، استنتجنا =

0
lim ( ) 0
x
t x


(0)قي عند الصفر واشتقا f، فالتابع = 0f ¢ =.  

  

I*التوابع الآتية معرفة على    += . ادرس تغيرات كلٍ منها وارسم خطه البياني .  

2

ln
: ln :

1 ln
: : ln

: 8 8 6 ln : ln

x
f x x x x f x

x
x

f x f x x x
x

f x x x x f x x x

-

-

- + + -
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 ln
( )

x
f x

x
=   

 
0

lim ( )
x
f x


= limو   ¥- ( ) 0

x
f x

+¥
  .. نستنتج أنَّ المحورين الإحداثيين خطان مقاربان للخط =

 
2

1 ln
( )

x
f x

x

-¢ fينعدم  = xفقط عند  ¢ e=.  

  جدول تغيراتf:  

  
  نقاط مساعدة على الرسم: التقاطع مع محور الفواصل

(1,0).  
 .الخط البياني في الشكل المجاور  
  
 ( ) lnf x x x x= -  
 

0
lim ( ) 0
x
f x


لأنّ   =

0
lim ln 0
x
x x


lim. و = ( )

x
f x

+¥
= ) لأنّ  ¥- )( ) 1 lnf x x x= - 

)و )lim 1 ln
x

x
+¥

- = limو ،¥-
x

x
+¥

= +¥ .  
 ( ) lnf x x¢ = fينعدم  - 1xعند فقط  ¢ =.  
  جدول تغيراتf:  

  
  نقاط مساعدة على الرسم: التقاطع مع محور

)الفواصل  , 0)e.المماس في المبدأ شاقولي ،  
 .الخط البياني في الشكل المجاور  

وبة في السؤال. ولكنها نقطة مساعدة على الرسم، إذ يمكن . دراسة المماس في المبدأ غير مطلملاحظة
تمديد التابع بالاستمرار عند الصفر بوضع 

0
li) )0 ((0 m
x

xf f


= ، وعندها نلاحظ أنّ نسبة التغير عند =

)الصفر  ) (0)
( ) 1 ln

f x f
t x x

x

-
= = وهي تحقق  -

0
lim ( )
x
t x


= فالتابع غير اشتقاقي عند  ¥+

  لكن محور التراتيب مماس شاقولي لخطه البياني.الصفر و 

  الحل

1

0

( ) 0

( ) 0

x e

f x

f x e-

+¥
¢ + -

-¥  

0 1

( ) 0

( ) 0 1

x

f x

f x

+¥
¢ + -

-¥ 

O

y
1/e

e1

1

x

x

y

O

1
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 ( ) lnf x x x=   
 

0
lim ( ) 0
x
f x


limو  = ( )

x
f x

+¥
= +¥.  

 ( ) ln 1f x x¢ = fينعدم  + x/1عند فقط  ¢ e=.  
  جدول تغيراتf:  

  
  نقاط مساعدة على الرسم: التقاطع مع محور الفواصل

  ، المماس في المبدأ شاقولي.(1,0)
 .الخط البياني في الشكل المجاور  

ساعدة على الرسم، إذ يمكن . دراسة المماس في المبدأ غير مطلوبة في السؤال. ولكنها نقطة مملاحظة
تمديد التابع بالاستمرار عند الصفر بوضع 

0
li) )0 ((0 m
x

xf f


= ، وعندها نلاحظ أنّ نسبة التغير عند =

)الصفر  ) (0)
( ) ln

f x f
t x x

x

-
= وهي تحقق  =

0
lim ( )
x
t x


= فالتابع غير اشتقاقي عند الصفر  ¥-

  ي لخطه البياني.ولكن محور التراتيب مماس شاقول
 1 ln

( )
x

f x
x

-
=   

 
0

( )lim
x
f x


= ، لأن  ¥+

0
lim( ln )
x

x


= +¥   و
0

1
lim
x x+

= . إذن محور التراتيب مستقيم ¥+

). وكذلك مقارب للخط البياني  ) 0lim
x

f x
¥

1لأنّ  =
lim 0
x x¥

lnو =
lim 0
x

x

x¥
إذن محور  =

  .الفواصل مستقيم مقارب للخط البياني 
  

2

ln 2
( )

x
f x

x

-
¢ fينعدم . و = 2xعند فقط  ¢ e=.  

  جدول تغيراتf:  

  
  نقاط مساعدة على الرسم: التقاطع مع محور الفواصل( ,0)e.  

  

0 1/

( ) 0

( ) 0 1/

x e

f x

f x e

- +¥
¢ - +

- +¥ 

2

2

0

( ) 0

( ) 1/ 0

x e

f x

f x e

+¥
¢ - +

+¥ - 

x1 e 2e

1

y

1/e x

y

O
11

e
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 ( ) lnf x x x= -  
 

0
lim ( )
x
f x


= لأنّ  ¥+

0
lim ln
x

x


= . ر التراتيب مستقيم مقارب للخط البياني . إذن محو ¥-

limوكذلك  ( )
x

f x
+¥

= lnلأنّ  ¥+
( ) 1

x
f x x

x

æ ö÷ç= - ÷ç ÷÷çè ø
lnو 

lim 1 1
x

x

x+¥

æ ö÷ç - =÷ç ÷÷çè ø
 .  

 1
( )

x
f x

x

-¢ fينعدم ، و = 1xعند فقط  ¢ =.  
  جدول تغيراتf:  

  
 .الخط البياني في الشكل المجاور  
 2( ) 8 8 6 lnf x x x x= - + +  
 

0
lim ( )
x
f x


= لأنّ  ¥-

0
lim ln
x

x


= . . إذن محور التراتيب مستقيم مقارب للخط البياني ¥-
limوكذلك  ( )

x
f x

+¥
= 2limلأنّ  ¥+ ( 8 8)

x
x x

+¥
- + = limو ¥+ ln

x
x

+¥
= +¥ .  

 :حساب المشق  
26 2( 4 3) 2( 1)( 3)

( ) 2 8
x x x x

f x x
x x x

- + - -¢ = - + = =  
fينعدم  1xعند فقط  ¢ 3xو = =.  
  جدول تغيراتf:  

  
 :الخط البياني في الشكل الآتي  

  
  ماذا نستنتج بشأن تقاطع هذا الخط مع محور الفواصل؟

x

y

O

1

1
3

0.4-

6 ln 3 7
0.4

0 1 3

( ) 0 0

( ) 1

x

f x

f x -
»-

+¥
¢ + - +

-¥ +¥  

0 1

( ) 0

( ) 1

x

f x

f x

+¥
¢ - +

+¥ +¥ 

x

y

O

1

1
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fثم احسب  Iاشتقاقي على المجال  fأثبت أنَّ التابع  ما يأتي، كلٍ م في  ¢.  
 ( ) ln(ln(ln ))f x x=  و] , [I e= +¥.  
 1

( ) ln
ln

x
f x

x

æ ö+ ÷ç= ÷ç ÷÷çè ø
,1[ و  [I = +¥.  

  
 ( ) ln(ln(ln ))f x x=  و] , [I e= +¥.  

lnxالتابع للوغاريتمي  x  اشتقاقي وموجبٌ تماماً على] , [I e= يكون التابع  المعطى، إذن ¥+
: ln(ln )u x x  اشتقاقياً علىI  ومشتقهln 1

( )
ln ln

x
u x

x x x

¢
¢ = على  . وهو أيضاً موجبٌ تماماً =

I ) ّلأنx e>  يقتضيln ln 1x e> )ومنه  = ( ) ln(ln ) ln1 0u x x= > ، إذن يكون التابع =
( ) ln( ( ))x f x u x=  ًعلى  اشتقاقياI  ومشتقه( ) 1

( )
( ) ln ln ln

u x
f x

u x x x x

¢
¢ = =

⋅ ⋅
.  

 1
( ) ln

ln

x
f x

x

æ ö+ ÷ç= ÷ç ÷÷çè ø
,1[ و  [I = +¥.  

1لتابع ا
:

ln

x
u x

x

+  موجب تماماً علىI  واشتقاقي عليه ومشتقه
2

ln 1
( )

ln

x x x
u x

x x

- -¢ =.  

)فالتابع  ) ln( ( ))x f x u x=  1[اشتقاقي على, [I =   . ومشتقه¥+

2

( ) ln 1 ln ln 1
( )

( ) 1 ( 1)lnln

u x x x x x x x x
f x

u x x x x xx x

¢ - - - -¢ = = ´ =
+ +

  

,1[ال على المج. ملاحظة [I = 1و lnxالمقداران  ¥+ x+  موجبان تماماً ومن ثَمّ استناداً إلى قواعد
)بالصيغة المُكافئة  fاللوغاريتم يكتب  ) ln( 1) ln(ln )f x x x= + من  ، وعندئذ نستنتج من كون كلٍّ -

ln(lnالتابعين  )x x وln( 1)x x +  اشتقاقياً علىI  ّأنf  نفسه اشتقاقي علىI ونحسب  
1 1

( )
1 ln

f x
x x x

¢ = -
+

  

ln(lnهنا نعلّل اشتقاقية . Iعلى  )x x  علىI  بكونlnx x  اشتقاقياً وموجباً تماماً علىI.  

    لنتعلمّ البحث معاً 

  حساب لوغاريتمي 
  يحقّقان bو aقيين موجبين تماماً نفترض وجود عددين حقي

ln ln
ln

3
)

2
(1

a b a bæ ö+ +÷ç =÷ç ÷÷çè ø
  

aاحسب 

b
.  
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   ّنحو الحل   

    يؤكد النص على وجود عددينa و b (وليس مطلوباً حسابهما). بل حساب  (1)علاقة يحققان ال
aقيمة 

b
علينا إذن استبعاد اللوغاريتمات من العلاقة، ولهذا سنسعى للوصول إلى علاقة من  .

lnالنمط  lnA B= َّومن ثم نستنتج أن ،A B=.  
1أثبت أنَّ   .1

(ln ln ) ln
2
a b ab+ =.  

3aاستنتج أنَّ   .2 b ab+ 2، ومن ثم = 2( 7 02) a b ab+ - =.  
    لاستنتاج قيمةa

b
  ، يمكننا التفكير بالآتي:

  َّالقول إنa  2حلٌّ للمعادلة 27 0x bx b- + a. ثم استنتاج bبدلالة  aمما يسمح بحساب  =

b
 

  .bبالتقسيم على 
  تسمية النسبة المجهولة ak

b
a، فيكون = bk=  والسعي للحصول على مساواة لا تحوي إلاk .  

2أثبت أنَّ    7 1 0k k- + 0kثم أكمل (لا تنسَ أنَّ  = .(  
 أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

 

 1 . 0لمّا كانa 0bو < 1، كان < 1
(ln ln ) ln( ) ln

2 2
a b ab ab+ = =.  

lnتكافئ إذن  (1)العلاقة  . 2 ln
3

a b
ab

æ ö+ ÷ç =÷ç ÷÷çè ø
أو  

3

a b
ab

+
وهي تٌكافئ بعد الإصلاح  =

)2والتربيع  ) 9a b ab+ 2أو  = 27 0a ab b- +   .(2)وهي العلاقة  ،=
  لتكنa

k
b

aبعد تعويض   (2)النسبة المطلوبة. نستنتج من  = kb=  ّ2أن 2( 7 1) 0k k b- + = 

2يساوي الصفر إذن لا  bولكن  7 1 0k k- + 7. لهذه المعادلة جذران موجبان هما = 3 5

2

- 

7و 3 5

2

k/، وهما القيمتان الممكنتان للنسبة + a b=.  

  جملة معادلتين حلّ 
a  ٌ2حقيقيٌّ موجبٌ تماماً. حل في  عدد :جملة المعادلتين  

2

2 2 25
(ln ) (ln ) (ln

(1)

(2))
2

xy a

x y a

ìï =ïïíï + =ïïî
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   ّنحو الحل   

    إذا كان( , )x y  0حلاً للجملة، كانx   0وy  .)يمكننا التفكير كمافي السابق )لماذا؟ .
lnوكتابها بالصيغة  (2)بالسعي لاستبعاد اللوغاريتمات من المعادلة  lnA B=  التي تقتضي

A B=. ة جملة معادلتين بالمجهولين عندها سنكون في مواجهx وy  فقط. ولكن ليست هناك
2أية قاعدة تفيد في تبسيط  2(ln ) (ln )x y+  فهذه المحاولة عقيمة. يمكننا أيضاً التفكير بتعويض

2a
y

x
  ، ولكن النتيجة ليست مشجعة.(2)في المعادلة  =

2lnإلى العلاقة اللوغاريتمية  (1)لنفكر إذن بتحويل العلاقة  ln axy عندها سنحصل على ، =
  .lnyو lnxجملة معادلتين بالمجهولين 

)أنَّ افترضْ  , )x y  َّحلٌّ للجملة، ثم تحقّق أنln ln 2 lnx y a+ =.  
    نضع إذنlnX x=  وlnY y= ثم نحسب منهما ،x  وy كما نضع تبسيطاً للكتابة .

lna A= نذكّر أنّ حل المعادلة) .ln t T=  هوTt e= .(  
2Yأثبت، وفق تلك الإجراءات، أنَّ  .1 A X= 2وأنَّ  - 24 8 3 0X AX A- + =.  
1ين تقبل قيمت Xاستنتج أنَّ  .2 2

A
X 2و  =

3

2

A
X   الموافقة. Y، ثم استنتج قيم =

x(تحقّق أنَّ  .3 a=  و(y a a= أو)x a a=  و(y a=.   
    تحقّق أنّ كلاً من وبالعكس( , ) ( , )x y a a a= و( , ) ( , )x y a a a= .هو حلّ للجملة المعطاة  

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.
 

  
 0 لديناx  0وy .  نظراً إلى وجود المقدارينlnx وlny  بأخذ لوغاريتم (2)في المعادلة .

lnنجد لها الصيغة المكافئة  (1)طرفي المعادلة  ln 2 lnx y a+ =.  
   نضعlnX x=  وlnY y=  وlna A= :فنكون بهذا الترميز أمام الجملة  

2 2 2

2

5

2

X Y A

X Y A

ì + =ïïïíï + =ïïî




  

2Yنجد  من المعادلة  A X=  فنحصل على  .  نعوض في المعادلة -

2 2 25
(2 )

2
X A X A+ - =  

2أو  24 8 3 0X AX A- + =.  
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2 نلاحظ أنّ  24 8 3 (2 )(2 3 )X AX A X A X A- + = -   تقبل الجملة المدروسة حلّين هما إذن -
3

( , ) ,
2 2

A A
X Y

æ ö÷ç= ÷ç ÷÷çè ø
3و 

( , ) ,
2 2

A A
X Y

æ ö÷ç= ÷ç ÷÷çè ø
  

  نجد الحلين  yو xوبالعودة إلى 
( )( , ) ,x y a a a= و( )( , ) ,x y a a a=  

  مسألة وجود  
lnقان أيوجد عددان موجبان تماماً ومختلفان يحقّ 

ln
(1)

a a

b b
  ؟ =

   ّنحو الحل   

    الفكرة المفيدة في البحث عن عددينa وb تعتمد على تجميع كل ما يتعلّق بالعدد ،a  من جهة
ln، بحيث bو aمن جهة أخرى. نبحث إذن عن  bوكل ما يتعلّق بالعدد  lna b

a b
وحي ي هذا .=

*المعرَّف على المجال f إلينا أن ندرس التابع
+  بالعلاقةln

( )
x

f x
x

وتعود المسألة إلى  .=
)يحققان  bو aالبحث عن عددين مختلفين ) ( )f a f b= .  

  .مجموعة التعريف وجهة التغير) طرفيالنهايات عند ونظِّم جدولاً بها ( fادرس تغيرات التابع  .1
  .fارسم الخط البياني للتابع  .2

   لندرس استناداً إلى جدول التغيرات أو بيانياً عدد حلول المعادلة( )f x m= وذلك تبعاً لقيم .m.  
)ناقش عدد حلول المعادلة  .1 )f x m=  1في حالة/m e> ،1/m e= ،0 1/m e< < 

0mوأخيراً  <. 
)الشرط اللازم والكافي ليكون للمعادلة استنتج  .2 )f x m= .حلان مختلفان 
/0,1[من  mاستنتج أنّه أياً كان  .3 [e يوجد عددان مختلفان ،a وb يحققان 

( ) ( )f a f b m= =.  
 أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  
   تكافئ (1)المساواة ln lna b

a b
ln، يوحي لنا هذا بدراسة تغيرات التابع =

: , ( )
x

f f x
x

*
+  = .  

 .النهايات 
0

lim ( )
x
f x


= لأنّ  ¥-

0

1
lim
x x+

= و  ¥+
0

lim ln
x

x


= lim. وكذلك ¥- ( ) 0
x

f x
+¥

= .

  نستنتج أنَّ المحورين الإحداثيين مستقيمان مقاربان للخط البياني للتابع.

 .المشتق 
2

1 ln
( )

x
f x

x

-¢ f. وينعدم= xعند  ¢ e=.  
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 .جدول التغيرات  

1

0 1

( ) 0

( ) 0 0

x e

f x

f x e-

+¥
¢ + + -

-¥   

  

 .الخط البياني  

  
  لنرمز بالرمز( )S m  إلى مجموعة حلول المعادلة( )f x m= . من الرسم البياني للتابع نستنتجf  ما

  يأتي:
  1في حالة

m
e

  لدينا( )S m = Æ.فعدد الحلول في هذه الحالة يساوي الصفر ،  

  1في حالة
m

e
  لدينا( ) { }S m e= .فعدد الحلول في هذه الحالة يساوي الواحد  

  1في حالة
0 m

e
  ( ) { , }S m a b= حيث رمزنا بالرمزa إلى الحل الوحيد للمعادلة ( )f x m= 
,0[الذي ينتمي إلى المجال  [e  وبالرمزb ادلة إلى الحل الوحيد للمع( )f x m=  الذي ينتمي إلى المجال

] [,e   . فعدد الحلول في هذه الحالة يساوي اثنين.¥+
  0في حالةm £ ،( ) { }S m a= حيث رمزنا بالرمزa لةإلى الحل الوحيد للمعاد ( )f x m=  الذي

,0[ينتمي إلى المجال  [e ..فعدد الحلول في هذه الحالة يساوي الواحد  
)نستنتج أنَّ الشرط اللازم والكافي ليكون للمعادلة  )f x m=  1حلاّن مختلفان هو

0 m
e

  .  
/0,1[من  mأياً كان  نستنتج أنّه [e فيوجد عددان مختلفان ،a وb  يحققان( ) ( )f a f b m= =.  

  ةتراجحمإثبات   
)2lnأثبت أنَّ المتراجحة  ) ln(1 ) (ln2)x x⋅ -   .]0,1[من  xمحققة، أيَّاً يكن £

   ّنحو الحل   

   2 توحي إلينا المتراجحةln ln(1 ) (ln2)x x-  بالعلاقة ]0,1[المعرَّف على  f أن ندرس التابع £

( ) ln( ) ln(1 )f x x x= ⋅ )أثبت أنَّ إشارة  .- )f x¢  1)تماثل إشارة )ln(1 ) lnx x x x- - على  -
  .]0,1[ المجال

1 e

1/e

md

(0 1/ )m e< <

( 1/ )m e>

( 0)m£

x

y

a b

 13
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   لندرس إذن التابع( ) (1 )ln(1 ) lng x x x x x= - -   .]0,1[على  -
) احسب .1 )g x¢  واستنتج إشارةg  1على كل من

2
0,ù éú êû ë 1و

2
,1ù éú êû ë.  

  ، وأثبت المتراجحة المطلوبة.fاستنتج دراسة تغيرات التابع  .2
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

 
 ي أغلب الحالات يؤول إثبات متراجحة إلى دراسة تغيّرات تابع. لندرس التابع فf  المعرَّف على

)وفق  ]0,1[ المجال ) ln ln(1 )f x x x= -.  
   نلاحظ أوّلاً أنّ الخط البياني للتابعf  متناظر بالنسبة إلى المستقيمD  1الذي معادلته

2
x ، والنقطة =

1
2

  يكن ]0,1[من x، ومهما تكن ]0,1[هي منتصف المجال  
(1 ) ln(1 )ln ln ln(1 ) ( )f x x x x x f x- = - = - =  

1في المجال  xعندما تتحول قيم  fإذن يكفي أن ندرس اطراد التابع 
2

0,ù ùú úû û.  
  لدراسة اطّراد التابعf  1على المجال

2
0,ù ùú úû û :نحسب المشتقّ فنجد  

1 1 (1 )ln(1 ) ln
( ) ln(1 ) ln

1 (1 )

x x x x
f x x x

x x x x

- - - -¢ = - + ´ =
- -

  

)إشارة المقام موجبٌ تماماً على مجال الدراسة، إذن  )f x¢  تتفق مع إشارة( )g x  حيثg  هو التابع
1المعرّف على 

2
0,ù ùú úû û  بالعلاقة( ) (1 )ln(1 ) lng x x x x x= - - -.  

  دراسة إشارة( )g x.  
1على  gنلاحظ أنّ إشارة   1.

2
0,ù ùú úû û  ليست واضحة، فعلينا إذن دراسة التابعg  ّلتعيينها. ولكن نلاحظ أن

g  1اشتقاقي على
2

0,ù ùú úû û :ّوأن  
( )2( ) 2 ln(1 ) ln ln (1 )g x x x e x x¢ = - - - - = - -  

gالتابع  1 ينعدم مرة واحدة في المجال ¢
2

0,ù ùú úû û  2عند ما ( 1) 1e x x -   أي عند =
( )21

2
1 1x ea -= = - -  

  كما يأتي gأن ننشئ جدول تغيرات وعليه يمكننا 
1
2

0

( )

0 0( ) ( )

x

g x

g x g

a

a

¢ + -
 

  

إذ استفدنا من كون 
0

lim ln 0
x
x x


لنستنتج أنّ  =

0
lim ( ) 0
x
g x


موجب  g. النتيجة المهمة هي أنّ =

1تماماً على المجال 
2

0,ù éú êû ë ّ1، أي إن
( ) ( )

(1 )
f x g x

x x
¢ =

-
1موجب تماماً على  

2
0,ù éú êû ë فالتابع ،f  ٌمتزايد

  الحل



  246  

[المجال على  ]1
1بالنسبة إلى المستقيم  fوبسبب تناظر الخط البياني للتابع  .,20

2
x  fنستنتج أنّ  =

1متناقص تماماً على 
2
,1é éê êë ë 0,1[، و=أخيراً نلاحظ أنّ في حالة[x Î  لدينا  

ln(1 )
( ) ln

x
f x x x

x

-
= - ´

-
  

  ولكن

0 0

0

ln(1 ) ln(1 )
lim lim 1

lim ln 0
x t

x

x t

x t
x x

 



- +
= =

-
=

  

إذن 
0

lim ( ) 0
x
f x


التناظر لدينا أيضاً  ، وبسبب=

1
lim ( ) 0
x
f x


   f، ومنه جدول التغيرات الآتي للتابع =

1
2

2

0 1

( )

( ) l 20 n 0

x

f x

f x

¢ + -

 

  

  ومنه
2]0,1[, ln ln(1 ) (ln2)x x x" Î ⋅ - £  

  .وهي المتراجحة المطلوبة
  

      إلى الأمام قدُُماً 
  :تينالآتي لتين من المعادحل كلاًّ  

ln 2 ln 2 0

ln 2 ln( 4) 3 ln2

ln 2 3 ln 1 2 ln| |

x x

x x

x x x

+ + - =
- + + =
+ + - =







  

   
 ln 2 ln 2 0x x+ + - =.  

}المعادلة معرّفة على  }2,2\I -=  2. وهي تكافئ 2 1x x- + 2أو  = 4 1x - . فإمّا =
2أن يكون  5x 2أو يكون  = 3x   . فمجموعة حلول المعادلة المعطاة هي =

{ 5, 3, 3, 5}S = - -  
 ln 2 ln( 4) 3 ln2x x- + + =  

[]المعادلة معرّفة على  4,2[ ]2,I ¥= - È   كافئ على هذه المجموعة. وهي تُ +
2 ( 4) 8x x- + =   

 14
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  2فإما أن يكونx 2و  < 2 16 0x x+ - 17، ومنه = 1x = (الجذر الآخر مرفوض  -
2xلأنه سالب ولا يحقق  >.( 

  2أو يكونx 2و > 2 0x x+ 0x، ومنه = 2xو = = -.  
}هي  نستنتج أنَّ مجموعة حلول  }2,0, 17 1- - .  

 ln 2 3 ln 1 2 ln| |x x x+ + - =  
3هي  المعادلة مجموعة 

2
\{ ,0,1}I -=  2. وهي تكافئ عندئذ 22 3x x x+ - =  

  2فإما أن يكون 3 0x x+ - 1، ومنه = 13 1 13
,

2 2
x

ì üï ï- + - -ï ïÎ í ýï ïï ïî þ
. 

  23أو يكون 3 0x x+ - 1ومنه  ،= 37 1 37
,

6 6
x

ì üï ï- + - -ï ïÎ í ýï ïï ïî þ
.  

  هي أنَّ مجموعة حلول  نستنتج
1 37 1 37 1 13 1 13

, , ,
6 6 2 2

ì üï ï- + - - - + - -ï ïí ýï ïï ïî þ
  

  في كل حالة آتية، جد الحل المشترك لجملة المعادلتين.  
2 2(ln )(ln ) 12 2 ln ln 7 10

ln( ) 1 3 ln 5 ln 4 ln ln ln 3

x y x y x y

xy x y x y

ìì ì ï= - + =ï ï + =ïï ïí í íï ï ï= - = + =ï ï ïî î î
    

  

 0افئ  جملة تكهنا الx 2و  < 2 10x y+ 3xyو = موجبان ومربع  yو x. إذن العددان =
)2مجموعهما يساوي  ) 10 2 10 6 16x y xy+ = + = + 4x. إذن = y+ 3xyو = . فالعددان =

x وy  2هما جذرا المعادلة 4 3 0T T- +   .{(3,1),(1,3)}هي  . فمجموعة حلول =

  نضعlnx a= وlny b=  2فنحصل على الجملة 7

3 5 4

a b

a b

ì + =ïïíï - =ïî
وبحل جملة هاتين المعادلتين  

)نجد  , ) (3,1)a b )3ومنه  = , ) ( , )x y e e=.وهو الحل المطلوب ،  

 مجدداً  نضع lnx a= وlny b=  12فنحصل على الجملة

1

ab

a b

ì = -ïïíï + =ïî
هما جذرا  bو aإذن  

2المعادلة  12 0T T- - )أو  = 4)( 3) 0T T- + ). إذن = , ) {(4, 3),( 3, 4)}a b Î - ومنه  -
4 3 3 4( , ) {( , ),( , )}x y e e e e- -Î.وهو الحل المطلوب ،  

ln)2المعادلة حلّ كلاً من    ) 2 ln 3 0x x- - ln)2 المتراجحةو ، = ) 2 ln 3 0x x- - ³ .
lnXمساعدة: ضع  x=.  

  الحل
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lnXنضع  x= فتصبح  
  2المعادلة 2 3 0X X- - )أو  = 3)( 1) 0X X- + }إذن. = 1,3}X Î 1ومنه - 3{ , }x e e-Î.  
  2تصبح المتراجحة 2 3 0X X- - [أي  ³ , 1] [3, [X Î -¥ - È   ، ومنه ¥+

310, ,
e

x eé éù ùÎ È +¥ú ú ê êû û ë ë.  
3 ليكن   2( ) 2 5 2P x x x x= + + -.  

.a   َّتحقّق أن( 1) 0P - =.  
.b   استنتج أن( )P x  يكتب بالصيغة( ) ( 1) ( )P x x Q x= )ث حي  + )Q x  كثير حدود من

  الدرجة الثانية.
.c   حل المتراجحة( ) 0P x £.  
  2استعمل المعلومات السابقة لحل المتراجحة ln ln(2 5) ln(2 )x x x+ + £ -.  

  
.a .هذا تعويض مباشر  
.b  لمّا كان ( 1) 0P - ) استنتجنا أنّ  = )P x  1يقبل القسمة الإقليدية علىx )ويكون  + )Q x  خارج
)2جراء القسمة نجد القسمة. وبإهذه  ) 2 3 2Q x x x= + )2 أي، - ) ( 1)(2 3 2)P x x x x= + + -.  
.c   أنَّ بملاحظة( ) ( 2)(2 1)Q x x x= + )، نستنتح أن - ) ( 1)( 2)(2 1)P x x x x= + + . وهذا -

)يتيح لنا وضع جدول إشارة  )P x : كما يأتي  
2 1 1/2

( ) 0 0 0

x

P x

-¥ - - +¥
- + - +

  

)ومن ثم نستنتج أن مجموعة حلول المتراجحة  ) 0P x 1هي  £
2

, 2 1,é ùù ù-¥ - È -ê úû û ë û.  
  2المتراجحة ln ln(2 5) ln(2 )x x x+ + £ -  
  كافئ المتراجحة المعطاة تحقّق الشروطتُ 

  ق الشروطكافئ المتراجحة المعطاة تحقّ 
0x 2و  < 5 0x + )2lnو  < (2 5)) ln(2 )x x x+ £ -  

  أو
0x 2)2و  < 5) 2x x x+ £ -  

  وأخيراً 
0x )و  < ) 0P x £  

1موعة الحلول المشتركة لهاتين المتراجحتين هي واستناداً إلى دراستنا السابقة مج
2

0,ù ùú úû û.  
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[التابع المعرف على المجال  fليكن   1,1[I = 1وفق  -
( ) ln

1

x
f x

x

æ ö+ ÷ç= ÷ç ÷÷ç -è ø
.  

  َّأثبت أن f تابع فردي.  
.a   َّأثبت أنf  اشتقاقي علىI.  
.b  ادرس تغيراتf  على المجال[ 0,1[.  
  ارسم الخط البياني للتابعf.  

  
   مجال التعريف] 1,1[I =   لدينا Iمن  xوفي حالة  متناظر بالنسبة إلى الصفر. -

1 1
( ) ln ln ( )

1 1

x x
f x f x

x x

æ ö æ ö- + +÷ ÷ç ç- = = - = -÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç+ -è ø è ø
  

  فردي. fفالتابع 
.a   1التابع

:
1

x
u x

x

+
-

  اشتقاقي على و تماماً موجبI ،إذن ( ) ln( ( ))x f x u x=  اشتقاقي

ولدينا   .Iعلى 
2

( ) 2
( )

( ) 1

u x
f x

u x x

¢
¢ = =

-
.  

.b  ّ(0)من الواضح أن 0f )و = )f x  يكتب علىI بالصيغة المُكافئة  
( ) ln(1 ) ln(1 )f x x x= + - -   

ولكن 
1 0

lim ln(1 ) lim ln
x t

x t
+ 

- = = إذن  ¥-
1

lim ( )
x
f x


= الذي معادلته  1dفالمستقيم  .¥+

1x ). وكذلك، من صيغة fمستقيم مقارب للخط البياني للتابع  = )f x¢ ّنرى أن ،f  متزايد تماماً على
]جدول التغيرات الآتي على  f، فللتابع ]0,1]المجال  0,1[:  

  :fجدول بتغيرات 
0 1

( ) 2

( ) 0

x

f x

f x

¢ +

+¥
  

  الخط البياني للتابعf.  
، وليكن Iعلى مجموعة تعريفه  f المطلوب هو رسم الخط البياني للتابع

1. لكننا درسنا التابع على المجال هذا الخط  [ 0,1[I  ، فلنرسم الخط=
ومتفقاً مع تزايد  Oمنطلقاً من المبدأ  1Iعلى المجال  fللتابع  1البياني 

 فردياً، كان خطه البياني  fما كان التابع ول. 1dالتابع ليقارب المستقيم 
، نظير 2 يكفي أن نرسم بالنسبة إلى مبدأ الإحداثيات. فلرسم  متناظراً 

1 بدأ بالنسبة إلى المO 1، فيكون 2= È  .  
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  . ، وارسم خطه البيانيIعلى المجال  fتغيرات التابع  ادرس في كل حالة مما يأتي 

2

]1, [,

]0, [,

1
( )

ln

( ) ln(1 )

( ) ln
1

,

I f x
x x

I f x x

x
I f x

x

= =

= = +

æ ö÷ç= = ÷ç ÷÷ç +è ø

+¥

+¥









  

  
  1التابع

( )
ln

x f x
x x

=  1[على, [I = +¥.  
 

1
lim ( )
x

f x
+

= 1xالذي معادلته  dالمستقيم ، إذن ¥+  . البياني مقارب للخطمستقيم  =
limو ( ) 0

x
f x

+¥
  . مقارب للخط مستقيم محور الفواصل إذن  ،=

  التابعانlnx x وx x  موجبان ومتزايدان
، إذن كذلك يكون جداء ضربهما Iتماماً على 

lnx x x ّوهذا يقتضي أن ،f  ًتابع متناقص تماما
  : f. ومنه جدول التغيرات الآتي للتابع Iعلى 

  
  مبين جانباً. fالخط البياني للتابع 

  2التابع( ) ln(1 )x f x x= +  علىI = .  
)ويحقق  تابع زوجي، لأنّه معرّف على كامل  fالتابع  ) ( )f x f x-   . xأياً كانت  =
 lim ( )

x
f x

+¥
= (0)و، ¥+ 0f =.  

  21التابعx x+  0]متزايد تماماً على, ,1]ويأخذ قيمه في  ¥+] lnx، والتابع ¥+] x  متزايد
,1]تماماً على  ,0]تابع متزايد تماماً على  fإذن  ¥+] زوجي استنتجنا جدول التغيرات  f. ولأنّ ¥+]
  : fالآتي للتابع 

0

( ) 0

x

f x

¥ +
+ +

¥
¥

-
¥ 

 

  مبين جانباً. fالخط البياني للتابع 
لم نحسب المشتق لدراسة التغيرات، ولكن من المفيد 

اشتقاقياً في المبدأ، وكون التابع  fملاحظة أن كون 
  مماس للخط البياني في المبدأ أفقياً. هذه الملاحظة تفيد في جعل الرسم أكثر دقة.زوجياً يجعلان ال

1

( ) 0

x

f x

¥
+¥

+
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  التابع( ) ln
1

x
x f x

x

æ ö÷ç= ÷ç ÷÷ç +è ø
  0[على, [I = +¥.  

 lim ( ) ln1 0
x

f x
+¥

= 1yالذي معادلته المستقيم نستنتج أنَّ ، إذن =   .مقارب للخط مستقيم  =
وكذلك فإنّ 

0
lim ( )
x
f x


=   .مقارب للخط ، فمحور التراتيب مستقيم ¥-

  التابع
1

x
x

x+
  متزايد تماماً علىI ه في ويأخذ قيم

lnx، والتابع ]0,1[ x  إذن  ]0,1[متزايد تماماً علىf  تابع
  : f. ومنه جدول التغيرات الآتي للتابع Iمتزايد تماماً على 

  

  
 

  مبين جانباً. fالخط البياني للتابع 
المعرفين على  gو fهما على التوالي الخطان البيانيان للتابعين  gو fفي معلمٍ متجانس،  

[المجال  1, [I = - )وفق  ¥+ ) ln( 1)f x x= )و + )
1

x
g x

x
=

+
.   

  َّأثبت أن( ) ( )g x f x£  أياً يكنx  منI.  
  َّأثبت أنf وg  0يقبلان مماساً مشتركاً في النقطة التي فاصلتهاx =.  
  ادرس تغيرات كلٍ منf  وg  وارسم الخطينf وg .مستفيداً من رسم المماس المشترك  

 
 أمّل التابع نتh معرّف على الI  بالصيغة( ) ( ) ( )h x f x g x=  Iاشتقاقي على  h. نلاحظ أنّ -

وأنّ 
2 2

1 1
( )

1 (1 ) (1 )

x
h x

x x x
¢ = - =

+ + +
  جدول الاطراد الآتي hإذن للتابع  .

1 0

( ) 0

( ) 0

x

h x

h x

- +
¢ - +

¥

 
  

))ه نستنتج أنّ ومن 0) 0)hh x ³ )( إذن. Iمن  xأياً كانت  = ()f x g x³  أياً يكنx  منI.  
  ّ(0)باستعمال ترميز السؤال السابق نلاحظ أن (0) 0h h ¢= (0)هذا يبرهن أنّ  = (0)f g b= = 
(0)و (0)f g a¢ ¢= y، ومن ثَمّ فالمستقيم الذي معادلته = ax b x= + مماس مشترك للخطين  هو =

  في المبدأ. gو fالبيانيين 
  

 20

  الحل

0

( ) 0

x

f x

¥
-¥

+


y
x



O



  252  

 تغيرات f التابع .f  تابع متزايد تماماً علىI  عند  ¥-وإلى  ¥+ويسعى إلى اللانهاية عند
1xفالمستقيم الذي معادلته  -1 =   . ومنه جدول التغيرات الآتي:fمستقيم مقارب للخط  -

  
تابع متزايد تماماً (مشتقه موجب)  g. التابع g تغيرات
1y، فالمستقيم ¥+عند  1ويسعى إلى  Iعلى  = 

 -1عند  ¥-، وإلى gمستقيم مقارب للخط 
1xفالمستقيم الذي معادلته  = مستقيم مقارب  -

  . ومنه جدول التغيرات الآتيgللخط

  
  الرسم مبين في الشكل المجاور.

,1[المعرف على المجال  fالخط البياني للتابع   ليكن   [I =    وفق ¥+

( ) 1 2 ln
1

x
f x x

x

æ ö÷ç= + + ÷ç ÷÷ç -è ø
  

  ادرس تغيراتf ونظِّم جدولاً بها.  
  أثبت أنَّ المستقيمd  1الذي معادلتهy x=   .¥+في جوار  مقارب للخط  +
 البياني ادرس الوضع النسبي للخط   ومقاربهd.  
 رسم في معلمٍ واحد المستقيم اd البياني  ثم الخط.  

  
  لمّا كان 

1
lim( 1) 2
x
x


+ و =

1
lim ln

1x

x

x+

æ ö÷ç = +¥÷ç ÷÷ç -è ø
 كان، 

1
lim ( )
x
f x


=  فالمستقيم  .¥+

1xالذي معادلته  lim وكذلك باتجاه التراتيب الموجبة. مقارب شاقولي للخط  = ( 1)
x

x
+¥

+ = +¥ 

limو ln 0
1x

x

x+¥

æ ö÷ç =÷ç ÷÷ç -è ø
، إذن 

1
lim ( )
x
f x


= +¥.  

)على مجموعة تعريفه بالصيغة المكافئة :  fيُكتب  ) 1 2 ln 2 ln( 1)f x x x x= + + -  مما يسهل -
  اشتقاقه لنجد عملية

2

0

2 2 2 1
( ) 1 ( 2)

1 ( 1) ( 1)

x x x
f x x

x x x x x x

>

- - +
¢ = + - = = -

- - -
  

)إشارة  )f x¢ إشارة  تماثل( 2)x   . I موجب تماماً على المجال الكسر، لأنَّ -

1

( ) 1

x

g x

- ¥+

-¥ 

1

( )

x

f x

¥- +

-¥ ¥+
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  .ومنه جدول التغيرات الآتي

 
 لنتأمّل  

( ) ( ) ( 1) 2 ln
1

x
h x f x x

x

æ ö÷ç= - + = ÷ç ÷÷ç -è ø
  

limلمّا كان  ln 0
1x

x

x+¥

æ ö÷ç =÷ç ÷÷ç -è ø
limاستنتجنا أنّ   ( ) 0

x
h x

+¥
الذي معادلته  d، فالمستقيم =

1y x=  .¥+في جوار  مقارب للخط  +

 1نّ وكذلك، لأ
1

x

x
>

-
 Iمن  xفي حالة  

)استنتجنا أنّ  ) ln1 0h x > والخطّ  Iعلى  =
  .dيقع دوماً فوق المقارب  البياني 

  نرسم  ًمقاربا  التراتيب الموجبةباتجاه 
متفقاً مع تناقص التابع حتى النقطة 

( )( )2, 2M f ، ًومن ثم نرسمه مقارباd  في
  ومتفقاً مع تزايد التابع. ¥+جوار

,0[المعرف على المجال  fالخط البياني للتابع   ليكن  [I =    وفق ¥+

( ) 4 ln
1

x
f x x

x

æ ö÷ç= - + ÷ç ÷÷ç +è ø
  

  َّأثبت أنf  متزايد تماماً علىI.  
  أثبت أنَّ المستقيمd  4الذي معادلتهy x=   .¥+في جوار  مقارب للخط  -
 البياني ادرس الوضع النسبي للخط   ومقاربهd.  
 رسم في معلمٍ واحد المستقيم اd البياني  ثم الخط.  

  
  التابع

1

x
x

x +
  موجبٌ ومتزايد تماماً علىI  لأنّ مشتقه)

2

1

( 1)
x

x +
  ،(ًموجبٌ تماما

lnوعليه يكون 
1

x
x

x+
  متزايداً علىI ّلأنه تركيب تابعين متزايدين تماماً، وكذلك فإن ،

4x x -  تابع متزايدٌ تماماً علىI نستنتج إذن أنّ التابع .f .ًمتزايدٌ تماما  
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 لنتأمّل  
( ) ( ) ( 4) ln

1

x
h x f x x

x

æ ö÷ç= - - = ÷ç ÷÷ç +è ø
  

limلمّا كان  ln ln1 0
1x

x

x+¥

æ ö÷ç = =÷ç ÷÷ç +è ø
limاستنتجنا أنّ   ( ) 0

x
h x

+¥
الذي معادلته  d، فالمستقيم =

4y x=  .¥+ في جوار مقارب للخط  -

  ّ1وكذلك، لأن
1

x

x
<

+
)استنتجنا أنّ  Iمن  xفي حالة   ) ln1 0h x < والخطّ البياني  Iعلى  =

  يقع دوماً تحت المقاربd.  
  لإنجاز الرسم يلزمنا استكمال جدول تغيراتf  بحساب نهاية

مقارب مائل  fالتابع عند طرفي مجموعة تعريفه. لمّا كان للتابع 
4yمعادلته  ¥+في جوار  x=   استنتجنا أنّ  -

lim ( ) lim ( 4)
x x

f x x
¥ ¥

= - = +¥  
  بالصيغة المكافئة :  Iعلى  fومن جهة أخرى يُكتب 

( ) 4 ln(1 ) lnf x x x x= - - + +  
ذن إ

0
lim ( )
x
f x


=   لأنّ  ¥-

0
lim ln
x

x


= و ¥-
0

lim( 4 ln(1 )) 4
x
x x


- - + = -.  

  : fومنه جدول التغيرات الآتي للتابع 

  
   ومنه الرسم المبيّن في الشكل المجاور.

  
,0[المعرف على المجال  fالخط البياني للتابع   نليك  [I =    وفق ¥+

1
( ) ln 2f x x

x

æ ö÷ç= - + ÷ç ÷÷çè ø
  

  ادرس تغيراتf ونظِّم جدولاً بها .  
  أثبت أنَّ المستقيمd  الذي معادلتهln2y x=   .¥+في جوار  مقارب للخط  -
 البياني ادرس الوضع النسبي للخط   ومقاربهd.  
  أثبت أنّ للمعادلة( ) 0f x   .]1,2[ينتمي إلى المجال   aحل وحيد  =
 ستقيم رسم في معلمٍ واحد الماd البياني  ثم الخط.  
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0
lim ( )
x

f x
+

= ) لأنّ  ¥- )1

0
lim 2

xx +
+ = limو ¥+ ln

X
X

+¥
= نستنتج أنَّ محور . ¥+

limوكذلك فإنّ  .مقارب للخط تقيم مسالتراتيب  ( )
x

f x
¥

= )لأنّ  ¥+ )1lim ln 2 ln2
xx¥

+ =.  

1التابع 
x

x
  متناقص تماماً علىI ومن اطراد التابع اللوغاريتمي نستنتج أن ،( )1ln 2

x
x + 

)مجموع تابعين متزايدين تماماً هما  fمتناقص تماماً، وعليه يكون  )1ln 2
x

x - + وx x فهو ،
  .f. ومنه جدول التغيرات الآتي للتابع Iإذن تابع متزايد تماماً على 

  
 لنتأمّل  

( ) ( ) ( ln2)

1 1
ln2 ln 2 ln 1

2

h x f x x

x x

= - -
æ ö æ ö÷ ÷ç ç= - + = - +÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

  

)لمّا كان  )1
2

lim ln 1 ln1 0
x x+¥

+ = استنتجنا أنّ  =
lim ( ) 0
x

h x
+¥

ln2yالذي معادلته  d، فالمستقيم = x= - 
 .¥+في جوار  مقارب للخط مستقيم 

  ّ1وكذلك لأن
1 1

2x
+ استنتجنا أنّ  Iمن  xفي حالة  <

( ) 0h x   .dيقع دوماً تحت  والخطّ البياني  Iعلى  >
  التابعf شارته عليها فللمعادلة تابعٌ مستمرٌ ومطّرد تماماً على مجموعة تعريفه، وهو يغير إ

( ) 0f x   وعلاوة على ذلك  Iفي  aحل وحيد  =
.(1) 1 ln 3 1 n 05 lf e= - < - (2)و    = 2 ln2.5 2 ln 0f e= - > - >  

a]1,2[إذن   Î.  
 المجاور للرسم مبين في الشكا.  

,4[المعرف على المجال  fالخط البياني للتابع   ليكن  [I =    وفق ¥+
1

( ) 5 2 3 ln
4

x
f x x

x

æ ö+ ÷ç= - + ÷ç ÷÷ç -è ø
  

 لمستقيم أثبت أنَّ اd  5الذي معادلته 2y x=   .مقارب للخط  -
  ادرس الوضع النسبي للخط اربه قومd.  
  ادرس تغيراتf .رسم في معلمٍ واحد المستقيم ا ثمُّ  ونظِّم جدولاً بهاd البياني  ثم الخط.  
  أثبت أنَّ المعادلة( ) 0f x   .1واحصره في مجال طوله يساوي  ،aحيداً تقبل حلاً و  =

0

( )

x

f x

+¥
-¥ +¥
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 1      : لنتأمّل 5

( ) ( ) (5 2 ) 3 ln 3 ln 1
4 4

x
h x f x x

x x

æ ö æ ö+ ÷ ÷ç ç= - - = = +÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç- -è ø è ø
  

5لمّا كان 
lim ln 1 ln1 0

4x x+¥

æ ö÷ç + = =÷ç ÷÷ç -è ø
limاستنتجنا أنّ   ( ) 0

x
h x

+¥
الذي  d، فالمستقيم =

5معادلته  2y x=  .¥+في جوار  مقارب للخط  -

  ّ5وكذلك لأن
1 1

4x
+ >

-
)استنتجنا أنّ  Iمن  xفي حالة   ) 0h x  والخطّ البياني  Iعلى  <

  .dيقع دوماً فوق المقارب 
  لما كان

4

1
lim

4x

x

x+

+
= +¥

-
limو ln

X
X

¥
= أنَّ ، استنتجنا ¥+

4
lim ( )
x

f x
+

= ، فالمستقيم ¥+
D  4الموازي لمحور التراتيب والذي معادلتهx   .مقارب لخط  =

1ولما كان 
lim ln ln1 0

4x

x

x¥

æ ö+ ÷ç = =÷ç ÷÷ç -è ø
limو،  (5 2 )

x
x

¥
- = limاستنتجنا أنّ  ¥- ( )

x
f x

¥
= -¥.  

)لحساب  )f x¢ ّنلاحظ أن ،( ) 5 2 3(ln( 1) ln( 4))f x x x x= - + + -   ، فيكون:-
3 3 15

( ) 2 2 0
1 4 ( 1)( 4)

f x
x x x x

¢ = - + - = - - <
+ - + -

  

  تغيرات الآتي:متناقص تماماً وله جدول ال fفالتابع 
4

( )

( )

x

f x

f x

+¥
¢ -

+¥ -¥
  

  جدول تغيراتنجد في f  أنَّ مجموعة قيم التابعf  هي ،
)معادلة والتابع متناقص تماماً فلل ) 0f x  aحل وحيد وليكن  =

  نحسب  .Iينتمي إلى المجال 

7
2

(5) 3 ln 6 5 0.375

(6) 3 ln 7 3.34

f

f

= - »

= - » -
  

5إذن  6a< <.  

,1[المعرف على المجال  fالخط البياني للتابع   ليكن  [I =    وفق ¥+
2( ) ln( 1)f x x x= + -  

  َّأثبت أنf  متزايد تماماً علىI.  
  أثبت أنَّ المعادلة( ) 0f x   .aتقبل حلاً وحيداً  =
  ّ11أثبت أن 1 ea -< < + .  
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  2التابع 1x x -  ًعلى  موجبٌ تماماً ومتزايدٌ تماماI 2، وعليه يكون التابعln( 1)x x - 

  بصفته مجموع تابعين متزايدين تماماً. Iمتزايداً تماماً على  fوعليه يكون  Iمتزايداً تماماً على 
  لمّا كان

1
lim ( )
x
f x


= limو ¥- ( )

x
f x

¥
= )استنتجنا أنّ  ¥+ ) ] , [f I = - ، فللمعادلة ¥¥+

( ) 0f x   . Iينتمي إلى  aحلٌّ وحيد  =
  1المتراجحة الأولى أيa Iaواضحة لأنّ  < Î : لإثبات المتراجحة الثانية نحسب .  

( )
1

1 1 1 1

1
1 1 ln 1 1 0

1 1

e
f e e e e

e

-
- - - -

-
+ = + + = + - = >

+ +
.  

11هذا يبرهن على أنّ  ea -< 11(لأنه لو افترضنا أنّ  + ea -³ أنّ  fلنتج من تزايد التابع  +
10 ( ) ( 1 ) 0f f ea -= ³ +   ). فنكون قد أثبتنا المتراجحة المطلوبة.ضوهذا تناق <
2:  وفق المعطى fالخط البياني للتابع   ليكن 

( ) ln
1

x
f x

x

æ ö÷ç= ÷ç ÷÷ç -è ø
.  

  تحقّق أنَّ مجموعة تعريفf  ولتكنfD  هي] , 0[ ]1, [È-¥ +¥.  
  احسب نهايةf رف من أطراف مجموعة تعريفهعند كل ط fD.  
  َّأثبت أنf تماماً على كلٍ من مجالي  متناقصfD.  
 البياني  الخط متجانسرسم في معلمٍ ا.  

 
  التابعf  2عندما يكون

0
1

x

x
>

-
)وهذا يكافئ قولنا   1) 0x x - . ومجموعة حلول هذه المتراجحة <

[. إذن [0,1]هي خارج المجال  , 0[ ]1, [fD -¥ È +¥=.  
  .حساب النهايات  

  ّلأن
2 2

lim lim 2
1 1x x

x x

x x-¥ +¥
= =

- -
lim، إذن  ( ) lim ( ) ln2

x x
f x f x

-¥ +¥
= . نستنتج أنَّ =

ln2yالموازي لمحور الفواصل والذي معادلته  1dالمستقيم    .مقارب للخط  =
 

0

2
lim 0

1x

x

x-
=

-
، إذن 

0
lim ( )
x

f x
-

=   .. نستنتج أنَّ محور التراتيب مستقيم مقارب للخط ¥-

  ًوأخيرا
1

2
lim

1x

x

x+
= +¥

-
، إذن 

1
lim ( )
x

f x
+

= الموازي لمحور  2dستنتج أنَّ المستقيم . ن¥+
1xالتراتيب والذي معادلته    .مستقيم مقارب للخط  =

 دراسة اطراد f.  ّنلاحظ أن  :
2

1 2 1 2 1
( ) 0

2 1 2 ( 1)( 1)

x x x
f x

x x x x xx

¢æ ö- - - -÷ç¢ = = ⋅ = <÷ç ÷÷ç - -è ø -
 ،  

  .fDمن مجالي متناقص تماماً على كلٍّ  fفالتابع 
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 البياني  الخط لرسم ننظم الجدول الآتي بتغيرات ،f:  

 
 

   . fونجد في الشكل المجاور الخط البياني للتابع 
1المعرف  بالعلاقة  fالخط البياني للتابع   ليكن 

( ) ln
3

x
f x

x

æ ö- ÷ç= ÷ç ÷÷ç -è ø
.  

  ّق أنَّ مجموعة تعريف تحقf  ولتكنfD  1[هي, 3[.  
  َّ4)أثبت أن ) fx D- Î أياً يكن ،fx DÎ.  

.a   احسب عند كلx  منfD  4)المقدار ) ( )f x f x- +.  
.b   2)استنتج أنَّ النقطة, 0)A  هي مركز تناظر للخط.  
  احسب نهايةf عند كل طرف من أطراف مجموعة تعريفه fD.  
  ادرس تغيراتf .ونظِّم جدولاً بها  
  ارسم الخط .في معلمٍ متجانس  

  
  التابعf  1عندما يكون

0
3

x

x

-
>

-
)وهذا يكافئ قولنا   3)( 1) 0x x- - . ومجموعة حلول هذه >

,1[المتراجحة هي المجال  ,1[. إذن ]3 3[fD =.  
  التابع( ) 4x s x x= -  تابع متناقص تماماً ومنه( )]1, 3[ ] (3), (1)[ ]1, 3[s s s= أي إذا كان  =
fx DÎ كان ،( ) (4 ) fs x x D= - Î.  

.a   

4 1 1
(4 ) ( ) ln ln

3 4 3
3 1

ln ln
1 3

3 1
ln ln1 0

1 3

x x
f x f x

x x
x x

x x
x x

x x

æ ö æ ö- - -÷ ÷ç ç- + = +÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç- + -è ø è ø
æ ö æ ö- -÷ ÷ç ç= +÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç- -è ø è ø
æ ö- - ÷ç= ´ = =÷ç ÷÷ç - -è ø

  

.b   ٌ0تكون نقطة 0( , )A x y  ٍمركز تناظر الخط البياني لتابعf:إذا تحقق الشرطان ،  
 02f fx D x x DÎ  - Î 0. هذا الشرط محقّق حيث 2x =.  
 0 0(2 ) 2 ( )f x x y f x- = 0. هذا الشرط محقّق أيضاً حيث - 0y =.  

0 1

( )

( ) ln2 ln2

x

f x

f x

-¥ +¥
¢ - -

-¥ +¥ 
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,2)النقطة لهذين الشرطين تكون  fوبتحقيق  0)A  مركز تناظر للخط.  


1

1
lim 0

3x

x

x+

-
=

-
، إذن 

1 0
lim ( ) lim ln
x X

f x X
+ + 

= = الموازي لمحور  1d. نستنتج أنَّ المستقيم ¥-
1xالتراتيب، والذي معادلته    .مستقيم مقارب للخط  =

وكذلك فإنّ 
3

1
lim

3x

x

x-

-
= +¥

-
، إذن 

3
lim ( )
x

f x
-

= الموازي لمحور  2dنستنتج أنَّ المستقيم . ¥+
3xالتراتيب، والذي معادلته    .مقارب للخط  =

  
  تغيرات  ةسادرf:   

2

1

3 2 3 2
( )

1 1 ( 1)(3 )(3 )
3

x

x x
f x

x x x xx
x

¢æ ö- ÷ç ÷ç ÷÷ç - -è ø¢ = = ´ =
- - - --
-

  

)إشارة  1)(3 )x x- متزايد تماماً  f. فالتابع fDموجبة تماماً على  -
  :f. ومنه جدول التغيرات الآتي للتابع fDعلى 

  
  الرسم المجاور يبين الخط البياني للتابعf ولقد وضعنا عليه .

  المقاربين ومركز التناظر.

*المعرف على المجال  f تابعالخط البياني لل ليكن  
+ وفق  

1 1
( ) ln 1

1
f x

x x

æ ö÷ç= + -÷ç ÷÷ç +è ø
.  

  احسب
0

lim ( )
x
f x


limو   ( )

x
f x

+¥
  ؟لخط ا. ما مقاربات 

  ادرس تغيراتf  ونظِّم جدولاً بها، ثم ارسم الخط.  

 
 تينهاي حسابf  .لديناالمطلوبتين  

0

1
lim 1

1x x+
=

+
 و  

0

1
lim 1
x x+

æ ö÷ç + = +÷ç ÷÷çè ø
lim و  ¥ ln

X
X

+¥
= +¥  

إذن 
0

lim ( )
x

f x
+

=   .نستنتج أنَّ محور التراتيب مستقيم مقارب للخط . ¥+
limوكذلك  ( ) 0

x
f x

+¥
  .نستنتح أنَّ محور الفواصل مستقيم مقارب للخط . =

1 3

( )

( )

x

f x

f x

¢ +
-¥ +¥
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  ّنلاحظ أن  
2
1

1 2 2 2

1 1 1 1
( )

(1 )1 (1 ) (1 ) (1 )
x

x

f x
x xx x x x

- -¢ = + = - =
++ + + +

  

)نستنتج أنّ  )f x¢  سالب تماماً على*
+.  

  
  :fوبناءً عليه ننظم الجدول الآتي بتغيرات التابع

  
  .fالرسم المجاور يبين الخط البياني للتابع 

I*على  fفي كلٍ من الحالتين الآتيتين، ادرس التابع   += ، وارسم خطه البياني .  

 ( ) ( 1)lnf x x x= +.  
 1

( ) lnf x x x
x

= +.  

  
  دراسة( ) ( 1)lnf x x x= *على  +

+.  
 

0
lim ( ) 1 ( )
x
f x


= ´ -¥ =   .. نستنتج أن محور التراتيب مستقيم مقارب للخط ¥-

limوكذلك  ( )
x

f x
+¥

= +¥. 

  وعلىI 1 لدينا
( ) ln 1f x x

x
¢ = + f، إشارة + نسعى إلى دراسة اطراد غير واضحة لذلك  ¢

 المشتق، فنحسب
2

1
( )

x
f x

x

-¢¢ fبهذا نجد جدول اطراد ، =   الآتي: ¢
0 1

( ) 0

( ) 2

x

f x

f x

+¥
¢¢ - +
¢  

  

)أنّ الجدول يبين  ) 2 0f x¢ ³ وله  .Iمتزايد تماماً على  f، فالتابع Iعلى  <
  :الآتيتغيرات الجدول 

  
  نقطة من الخط البياني تساعد في الرسم. (1,0)الرسم مبين في الشكل المجاور. نلاحظ أنّ النقطة  

0

( )

( ) 0

x

f x

f x

+¥
¢ -

+¥ 

0

( )

( )

x

f x

f x

+¥
¢ +

-¥ +¥
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   1دراسة
( ) lnf x x x

x
= *على  +

+.  

  ّلأن
0

1
lim
x x+

= و  ¥+
0

lim ln 0
x

x x
+

، إذن =
0

lim ( )
x

f x
+

= نستنتج أن محور التراتيب  .¥+
 .مقارب للخط مستقيم 
1وكذلك 

lim 0
x x+¥

limو  = ln
x

x x
+¥

= lim، إذن ¥+ ( )
x

f x
+¥

= +¥.  

  وعلىI لدينا 
2

1
( ) 1 lnf x x

x
¢ = - f، إشارة + غير واضحة لذلك نسعى إلى دراسة اطراد  ¢

*المشتق، فنحسب على 
+  

3

2 1
( ) 0f x

xx
¢¢ = + >  

fفالتابع  (1)تابعٌ متزايدٌ تماماً، ولأنّ  ¢ 0f ¢ استنتجنا جدول  =
  : fالتغيرات الآتي للتابع 

  
 .الرسم مبين في الشكل المجاور  
  

,0[المعرف على المجال  f الخط البياني للتابع ليكن   [I =  وفق  ¥+
1 ln

( )
x

f x
x

+
=.  

  احسب
0

( )lim
x
f x


)و   )lim

x
f x

+¥
  ؟لخط ا. ما مقاربات 

  ادرس تغيراتf  ونظِّم جدولاً بها، ثم ارسم الخط.  
  1لتكنM 2وM 3وM 4وM المعرّفة كما يأتي النقاط:  

 1M  نقطة تقاطع .مع محور الفواصل  
 2M  نقطة من .مماسه منها يمر بمبدأ الإحداثيات  
 3M  نقطة من .مماسه منها يوازي محور الفواصل  
 4M  نقطة من  ينعدم فيها المشتق الثاني للتابعf.  

.a   النقاط.هذه احسب فواصل  
.b   ؟من متتالية هندسية. ما أساسهاأثبت أنَّ تلك الفواصل هي أربعة حدود متعاقبة  

  

0 1

( ) 0

( ) 1

x

f x

f x

+¥
¢ - +

+¥ +¥ 
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0
lim (1 ln )
x

x
+

+ = و¥-
0

1
lim
x x+

=  إذن، ¥+
0

lim ( )
x

f x
+

= نستنتج أنَّ محور  .¥-
  .مقارب للخط مستقيم التراتيب 

  1 وكذلك
lim 0
x x+¥

lnو  =
lim 0
x

x

x+¥
lim، إذن = ( ) 0

x
f x

+¥
نستنتج أنَّ محور الفواصل  .=

  .ب للخط مقار مستيم 
  يعطى مشتقf  على المجالI بالعلاقة  

2

ln
( )

x
f x

x

-¢ =  

)ينعدم  )f x¢ 1 عندx   الآتي: fتغيرات جدول ، نستنتج إذن lnxكس إشارة وإشارته تعا. =
0 1

( ) 0

( ) 1 0

x

f x

f x

+¥
¢ + -

-¥  
  

  رسم .مبين في الشكل الآتي  

  
.a   يتقاطع  1مع محور الفواصل فيM  1التي تحقق فاصلتهاx  1العلاقةln 1 0x +  إذن =

1
1

1
x e

e
-= =.  

 2نرمز إلى فاصلة لM  2بالرمزx  2، فيكون ترتيبها
2 2

2

1 ln
( )

x
y f x

x

+
= ، ويكون ميل المماس =

2ها عند
2 2

2

ln
( )

x
f x

x

-
¢ 2فمعادلته  = 2 2( )( )y y f x x x¢= +   أي -

2 2
22

2 2

1 ln ln
( )

x x
y x x

x x

+
= - -  

2معادلته أي  (0,0)إذا حقَّقت النقطة يمر هذا المماس بالمبدأ،  2
22

2 2

1 ln ln
0 (0 )

x x
x

x x

+
= -  ، أي-

22 ln 1 0x + 1/2، ومنه =
2 1/x e e-=  .2M. وهي فاصلة =

x

y

O
1M

2M

3M
4M
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  مماس 3 عند 3 3( , )M x y  3يوازي محور الفواصل، إذن( ) 0f x¢ 3 إذن. = 1x وهي فاصلة  ،=

3M .  
  4لتكنx  4فاصلةM . لدينا

3

2 ln 1
( )

x
f x

x

-¢¢ )ينعدم  ، = )f x¢¢  2عند حلول المعادلة ln 1x = ،

1/2ومنه 
4x e e=   .  4M. وهي فاصلة =

1إذن فواصل  2 3 4( , , , )M M M M 1 هي بالترتيب
1

x
e

=، 2
1

x
e

=، 3 1x =، 4x e=.  

.b   1نستنتج 2 3 4( , , , )x x x x  أربعة حدود متعاقبة من متتالية هندسية. أساسها يساوي هيe ّلأن ،
/21 k

kx e
e e

,1,2في حالة  = 3,4k = .   

fD{0,1}\التابع المعرف على  fليكن   =   1وفق
( ) ln

2

x x
f x

x

-
= -  ، وليكن +

  خطه البياني في معلم متجانس.
.a   َّأثبت أن( ) (1 ) 1

2 4

f x f x+ -
=   .fDمن  x، أياً يكن -

.b   استنتج أنَّ النقطة( )1 1
2 4
,A   .هي مركز تناظر الخط  -

  ادرس تغيراتf مجموعة تعريفه على.  
  أثبت أنَّ المستقيمd  1الذي معادلته

2
y x= لخط النسبي لوضع الادرس و . مقارب للخط  -

  بالنسبة إلى مقاربهd.   
  ارسم في معلم واحدd  ثم.  

 
.a  أنّه إذا كان  حظلاx  1كان كذلك المقدار  1و 0مختلفاً عن x- وعليه إذا كان .x  عنصراً من

fD  1كان x-  أيضاً عنصراً منfD  وأمكننا حساب  
1 1 1 1

( ) (1 ) ln ln
2 2 1
1 1 1

ln
2 1 2

x x x x
f x f x

x x
x x

x x

- - - -
+ - = - + - +

-
æ ö- ÷ç= - + ⋅ = -÷ç ÷÷ç -è ø

  

  ة المطلوبة.ومنه المساوا
.b   : أياً كان   (1)ينتج من تحقّق الشرطينx  منfD  1كان x-   عنصراً منfDأياً كان  (2)، و

x  منfD  كان( ) (1 ) 1

2 4

f x f x+ -
= ) أنّ النقطة - )1 1

2 4
,A هي مركز تناظر للخط البياني للتابع  -

f.  
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  ٍّ1من المجالين  تكفي الدراسة على كل
2
,1é éê êë ë 1و,ù é+¥û ë.ثمُّ نتممها بالاستفادة من الخاصة التناظرية ،  

1على المجال 
2
,1é éê êë ë  1لدينا 1x x

x x
-   لالصيغة الآتية على هذا المجا fإذن للتابع  =-

1
( ) ln ln(1 ) ln

2 2

x x x
f x x x

x

æ ö- ÷ç= - + = - + - -÷ç ÷÷çè ø
  

ولدينا 
1

lim ( )
x

f x
-

= 1xفالمستقيم الذي معادلته  ¥- . وكذلك fمستقيم مقارب للخط البياني للتابع  =
  فإنّ 

1 1 1
( )

2 1
f x

x x
¢ = - - -

-
  

1المجال  وهو سالب تماماً على
2
,1é éê êë ë  لأنه يساوي مجموع ثلاثة مقادير سالبة تماماً. ومنه جدول التغيرات

1المجال  على fالآتي للتابع 
2
,1é éê êë ë :  

  
ù,1وعلى المجال  é+¥û ë  1لدينا 1x x

x x

- -
  الصيغة الآتية على هذا المجال fإذن للتابع  =

1
( ) ln ln( 1) ln

2 2

x x x
f x x x

x

æ ö- ÷ç= - + = - + - -÷ç ÷÷çè ø
  

ولدينا 
1

lim ( )
x

f x
+

= 1xفالمستقيم الذي معادلته  ¥-   . fمستقيم مقارب للخط البياني للتابع  =

limينا ولد ( )
x

f x
+¥

= 1لأنّ  ¥-
lim ln ln1 0
x

x

x+¥

æ ö- ÷ç = =÷ç ÷÷çè ø
.  

  وكذلك فإنّ 
2

0

1 1 1 2 (1 )
( ) (2 )

2 1 2( 1) 2( 1)

x x x
f x x

x x x x x x

>

+ - +¢ = - + - = = -
- - -

  

ù,1المجال  على é+¥û ë  ينعدم( )f x¢  2عندx   المجال: على هذا f. ومنه جدول التغيرات الآتي لـ =

  
  ّلنلاحظ أن  

1 1
( ) ln ln 1

2

x x
f x

x x

-
+ = = -  

)إذن  )2
lim ( ) 0x

x
f x

+¥
+ )و  = )2

lim ( ) 0x

x
f x

-¥
+ 1الذي معادلته  dالمستقيم ف =

2
y x= - 

  .مقارب للخط مستقيم 

ln2 1
1.7

1 2

( )

( )

x

f x

f x - -
»-

+¥
¢ -

-¥ -¥ 

1
2
9
2
1
4

1

( )

( )

x

f x

f x

¢ - -

-

-

-¥
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)وأخيراً  ) 0
2

x
f x + 1 إذا وفقط كان  =

1 1
x

- 1وهذا يكافئ  =

2
x ). إذن يحافظ = )

2

x
f x على  +

[إشارة ثابتة على كل من المجالات  , 1و ¥-]0
2

]0, 1و ]
2

] ,1[و ]1,   ومنه ¥+]

  
  نرسم  1على كل من المجالين

2
] ,1[و ]1, ونستفيد من الخاصة التناظرية لنتمّم الرسم على  ¥+]

   كامل مجموعة التعريف. 

  
  

*التابع المعرف على  fليكن  
fD +=   وفق

2

ln
( )

x
f x

x
خطه البياني في معلم  ، وليكن =

  متجانس.
  ادرس تغيراتf .ونظم جدولاً بها  
  لتكنA نقطة من الخط ال 1فاصلتها تي ال.  

.a   جد معادلةً للمستقيمAT  المماس للخط  في النقطةA.  
.b   ارسم في معلم واحدAT ومقاربات  ، ثم.   
  لتكنB  نقطة من الخط  فاصلتهاu.  َّ3أثبت أن 1 2 ln 0u u- + هو الشرط اللازم  =

y للمستقيم الذي معادلته موازياً  Bفي النقطة   للخط BTوالكافي ليكون المماس  x=.  
.a  3 حل المعادلة 1 2 ln 0u u- + =.  
.b   َّاستنتج أنA  هي النقطة الوحيدة من موازياً للمستقيم الذي معادلته  يكون المماس فيها

y x=.  
  

1
2

0 1

|

x -¥ +¥
 dتحت dفوق  dفوق  dتحت

x

y

1

1 2

1-

1-

d
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 لما كان 

0
lim ln
x

x


= و ¥-
20

1
lim
x x

=  استنتجنا أنّ ، ¥+
0

lim ( )
x
f x


= محور التراتيب . إذن ¥-

0xالذي معادلته    .مقارب للخط مستقيم  =
ln ولما كان

lim 0
x

x

x+¥
1و =

lim 0
x x+¥

lim استنتجنا أنّ  ،= ( ) 0
x

f x
+¥

 الفواصلمحور . إذن =
0yالذي معادلته    .مقارب للخط مستقيم  =

 : لدراسة التغيرات نحسب المشتق  

3

1 2 ln
( )

x
f x

x

-
¢ =.  

)تق ينعدم المش )f x¢ 1 عندما 2 ln 0x- x، أي في حالة = e= وهذا يتيح لنا وضع جدول .
  التغيرات الآتي:

1
2

( ) 0

( ) 0
e

x e

f x

f x

-¥ +¥
¢ + -

-¥  
  

  معادلة المماسAT 1)أي  1تي فاصلتها في النقطة ال, 0)A 
(1)هي  (1)( 1)y f f x¢= + 1yأي  - x= -.  

   ونجد في الشكل المجاور الرسم المطلوب. 
  معادلة المماسBT فاصلتها  في النقطة التيu  هي( ) ( )( )y f u f u x u¢= + )، وميله - )f u¢ .

yيوازي هذا المماس المستقيم الذي معادلته  x=  إذا وفقط إذا كان ميله مساوياً الواحد أي إذا وفقط غذا
تحقق الشرط 

3

1 2 ln
1

u

u

-
3وهذا يكافئ   = 2 ln 1 0u u+ - =.  

.a    3لنتأمّل التابع( ) 1 2 lng x x x= - ، ولنلاحظ أنّه يساوي مجموع تابعين متزايدين تماماً على +
*
+  هما التابعlnx x 3و 1x x - فهو إذن تابعٌ متزايدٌ تماماً على ،*

+ ّمن الواضح أن  .
(1) 0g 1u، إذن يوازي منصف الربع الأوّل  AT(لأننا نعرف مسبقاً أنّ  ،= حلٌّ للمعادلة  =

1uمتزايدٌ تماماً كان الحلّ  gالمدروسة). وعليه لأنّ التابع  )هو الحلّ الوحيد للمعادلة  = ) 0g x =.  
.b  أنَّ المماس  مما سبق ستنتجنAT  للخط  فيA  هو المماس الوحيد الذي يوازي المستقيم.  

  
  

  الحل
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) معلم متجانسفي    ; , )O i j
 ،   لتابعالخط البياني لهو f  0المعرف على,é é+ ¥ê êë ë  :وفق  

2 3
ln , 0

( ) 2 2
0, 0

x
x x

f x
x

ì æ öï ÷ï ç - >÷ï çï ÷÷ç= è øíïï =ïïî

  

.a   احسب نهاية( ) (0)f x f

x

اشتقاقي في  fاستنتج أنَّ إلى الصفر؟ و  xعندما تسعى  -
0x =.  
.b   احسبlim ( )

x
f x

+¥
.  

.c   ادرس تغيراتf .ونظم جدولاً بها  
  ليكن  مماس الخط  1في النقطة التي فاصلتهاx   منه، جد معادلةً لهذا المماس. =
  نهدف هنا دراسة الوضع النسبي للخط  والمماس التابع . ولهذا نعرفh  على المجال

0,é é+ ¥ê êë ë  1بالعلاقة
( ) ( )

4
h x f x x= + ). ادرس، إشارة - )h x¢¢  لتستنتج إشارة( )h x¢ 

)ومن ثَمّ إشارة  )h x .  
  ارسم المماس  ومماسات  في نقاط تقاطعه مع محور الفواصل ثم ارسم.  

  
.a   0في حالةx ) المقدار، < ) (0)f x f

x

)، نرمز إليه بالرمز 0عند  fمعدل تغير  هو - )t x ،

)فيكون  ) 3 1 3
( ) ln ln

2 2 2 2

f x x
t x x x x x

x

æ ö æ ö÷ ÷ç ç= = - = -÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
.  

نعلم أنَّ 
0

lim ln 0
x
x x


و  =

0
0lim

x
x


 ، إذن=

0

1
lim ( ) (0 0) 0

2x
t x


= -  عنداشتقاقي  fفالتابع  .=

0x (0)و  = 0f ¢ =.  
.b   

2

lim
2x

x
+¥

= 3و  ¥+
lim ln

2x
x

+¥

æ ö÷ç - = +¥÷ç ÷÷çè ø
lim، إذن  ( )

x
f x

+¥
= +¥.  

.c     َّ(0)وجدنا أن 0f ¢ 0x. وفي حالة =   :لدينا، <
( ) ln (ln 1)f x x x x x x¢ = - = -  

)إذن ينعدم  )f x¢  0في حالةx x وفي حالة = e=.  جدول تغيرات ومنهf الآتي:  

2

0

( ) 0 0

( ) 0 /4

x e

f x

f x e

¢ - +

- +¥

+¥

 

  

  معادلة  (1)هي (1)( 1)y f f x¢= + 1أي  -
4

y x= -.  
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 1 نعرّف
( ) ( )

4
h x f x x= +   فيكون -

( ) ln 1

( ) ln

h x x x x

h x x

¢ = - +
¢¢ =

  

hإذن للتابع    جدول الاطراد الآتي ¢
0 1

( ) 0

( ) 0

x

h x

h x

+¥
¢¢ - +

¢  

  

)نستنتج أنَّ  هومن ) 0h x¢   جدول الاطراد الآتي hإذن للتابع ، ³

0 1

( )

( ) 0

x

h x

h x

+¥
¢ + +

 

  

على  يقع فوق المماس  وأنّ  ،]0,1]على  يقع تحت المماس  أنّ ومن هذا الجدول نستنتج 
]1, [+¥.  

 الرسم.  

  
  

x

y

1 2 3 4 5

1

1-

e
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  الأسيالتابع 
  
  

  تعريف التابع الأسي النيبري 

  التابع الأسي  خواص   

 
  الأسي دراسة التابع  

  تتعلقّ بالتابع الأسي مهمةنهايات  

) دراسة التابع  0), xa x a  

  بسيطة معادلات تفاضلية  
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  �قاط التعلّم الأساسية في هذه الوحدة
  

 الأسيابع تعريف وخواص الت -
 الأسيالنهايات الأساسية المتعلقة بالتابع  -
  واشتقاقيته الأسياطراد التابع  -
  التابع الأسياشتقاقيّة  -
  تابعاً أسياً تحوي  حل معادلات ومتراجحات -
 في علاقة ربطها. الأسيدراسة توابع تضم التابع  -
  .حل بعض المعادلات التفاضلية البسيطة من المرتبة الأولى بأمثال ثابتة -
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عــــــــــــــــــــــدد    التعلم عنوان الدرس

  الحصص
  النيبري التابع الأسيلدرس الأول :  ا

  
  

     
  بصفته التقابل العكسي لتابع متزايد تماماً التابع الأسي 

  تكريساً للفهم 
)لـــــــلمعادـــــــلـــــــتين لـــــــماذـــــــاـــــــ    ) ( )

1 : u x v xe e=  و
2 : ( ) ( )u x v x= نفسها ؟ مجموعة الحلول  

   186تدرب  ص  

  
1+1  

  القوى الحقيقية  وخواصها   لدرس الثا�ي : خواص التابع الأسي ا

  190ص  تَدرَّبْ  

1+1+1  

  لأسيالدرس الثالث  :دراسة التابع  ا

  
  194+تدرب ص  193تدرب ص   +مشتق  التابع الأسي

)دراسة تابع من النمط   )( ) = u xf x e  

1+1+1  

  

  1+1+1  199تدرب ص   لأسيالتابع  انهايات تتعلق ب  - الدرس الرابع

xx دراسة توابع من النمطالخامس : الدرس  a 
) 0a(  

  1+1  203تدرب ص 

yحلّ المعادلة      الدرس السادس : معادلات تفاضلية بسيطة  ay¢ 0aفي حالة  = ¹  

  205تدرب ص

1+1  
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عــــــــــــــــــــــدد    التعلم عنوان الدرس
  الحصص

  e  1إحاطة العدد النيبري     ا�شطة 

  2  210+209ص   تمرينات ومسائل

  2  211ص    تمرينات ومسائل لنتعلم البحث 

  2  212ص    تمرينات ومسائل  قدماً إلى الأمام 

  22    الحصص  مجموع

  
  

 1 نشاط
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   186صفحة    تَدرَّبْ 

 :اكتب بأبسط ما يمكن كلاً من الأعداد الآتية  
ln 2 ln 3

1
ln16 ln 32

3 1
ln ln 3 ln 52 3 ln

B e e A e e

D e e C e e
- -

= + = +

= + = +

 

 

   

 
7 5

1 2

B A

D C

= =
= =

 

 
  

 ت الآتية، مبيّناً المجموعة التي تكون معرّفة عليها:اكتب بأبسط ما يمكن كلاً من العبارا  
ln

ln( 1) ln

1/ ln

ln(2 )

1

ln( )

x x

x x

x x

A e e

B e
x

C e e

- -

-

= -

= +

= +







   

 
 0[ على, lnلدينا  ¥+] ln(2 ) ln2x xA e e= - = -.  
 1[ على, 1Bلدينا  ¥+] =.  
 0[ على, 2لدينا  ¥+]

C
x

=.  
 :حلّ المعادلات أو المتراجحات الآتية  

2

2 2

2 3 7 3

2 1 2 4

5 1
1 2

1
ln(2 ) 3 ln( 2) 3 2

2

3 ( 1)( 4) 0

x
x x x

x

x x x
x

x x x x x

e
e e e

e

e e e
e

e e e e e

+ -

-

- - -

= = =
-

- ³ - = =
+

³ - - £

  

  

  

   

 
 3 1xe - 3تكافئ  = ln(1) 0x- = 3xومنه  = =.  
 22 3 7x xe e+ 22تكافئ  = 3 7x x+ )أو  = 3)(2 1) 0x x- - 1ومنه  =

2
{3, }x Î.  

 5
1 2

x

x

e

e
=

-
5تكافئ  

11
xe )ومنه  = )5

11
lnx =.  

 1
2

2
x

x
e

e
- =

+
2تكتب   1

2x xe e
=

+
4فهي تكافئ   0xe + 0xeوهذه مستحيلة لأنّ  = أياً  <

  .xكانت قيمة 

  الحل

  الحل

  الحل
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 ln( 2) 3xe - 32xeهذه تكافئ  = e- 3ln(2ومنه  = )x e= +.  
 ln(2 ) 3xe- 32هذه تكافئ  ³ x ee- 32أو  ³ xee- 32وهذه مستحيلة لأنّ  ³ 0e- <.  
 2 2 4x xe e- 2تُكافئ  £- 2 4x x- £ 2أو  - 6 0x x+ - ]إذن  £ 3,2 ]x Î -.  
 ( 1)( 4) 0x xe e- -   1هذه تُكافئ 4xe< 0أو  > ln1 2 ln2x= < <.  
 22 1 3xe - 22تكافئ  ³ 1 ln(3)x 1ومنه  -³ ln(3) 1 ln(3)

2 2
, ,x + +ù ù é éÎ -¥ - +¥ú ú ê êû û ë ë

  

  ّ4فق إشارة اشرح لماذا تتx
x

e
e

)مع إشارة  - 2)xe 4ثمُّ حل المتراجحة  .-
0x

x
e

e
- <.  

 
4لأنّ  2

(1 )( 2)x x
x x

e e
e e

- = + 2والمقدار  -
1

xe
موجبٌ تماماً. وعليه تكافئ المتراجحةُ  +

4
0x

x
e

e
- 2xeالمتراجحةَ  > ln2xأو  > <.  

 
  190تَدرَّبْ صفحة  

  المساواتين الآتيتين على أثبت صحة كلٍ من.  
1

ln( 1) ln( 1)
1 1

x
x x

x x

e
e e x

e e
-

-
= + - + =

+ +
    

 
  ّ1  نلاحظ أن 1

1 1
x

x
x x

e
e

e e
- +

+ = + 1إذن  =

1

x
x

x

e
e

e-
+

=
+

الطرفان موجبان وبأخذ اللوغاريتم  

)lnنجد  1) ln( 1)x xe e x-+ - + =.  
  ّ1لقد رأينا أن

1
x

x
x

e
e

e
- +

+ 1وبأخذ مقلوب الطرفين نجد  =

1 1

x

x x

e

e e-
=

+ +
.  

 :اكتب بأبسط ما يمكن كلاً من الأعداد الآتية  
5

2 ln 8

3 ln 4 2 ln 3

3 2 4
2 3 6

2 2

1 1 3
6 2 ln 3 2

ln

( ) ( )
( )

27 3 3 (32)

x
x x

x

e e
C B A e

e e
e e e

F E e e D
e e e e

I H G

p p

p p

+

+ +

-

-

= = =

-
= = ´ =

- ´

= ´ = =

  

  

  

  

 
2 1 5

3 2
2 1

1

1

3 128 2

e e
x

e

C B A

F e E D e

I H G

p -

= = =

= = =

= = =

  

  

  

  

  الحل

  الحل

  الحل
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  َّالتابع  أثبت أنf  المعرف على  2وفق 2( ) ( ) ( )x x x xf x e e e e- -= + -   تابعٌ ثابتٌ. -

 
)ابقة فرق مربعين نجد بفكّ التربيع أو باستعمال متط ) 4f x   .xأياً كانت قيمة  =

  :حل المعادلات الآتية    
2 2

2 2

6 0 5 4 0

7 6 0 4 2 0

x x x x

x x x x

e e e e

e e e e- -

- - = - + =

- + = - + =

 

 
  

  
 تكتب بالشكل  المعادلة( 1)( 4) 0x xe e- - ,ln1}إذن  = ln 4}x Î 0,2}أو ln2}x Î.  
 تكتب بالشكل  المعادلة( 3)( 2) 0x xe e- + lnإذن أو = 3x 2، لأنّ = 0xe +  .xأياً كانت  <
  لمعادـلـة 2)2تكتب بـالـشكل  اـ 1) 3 1 0x xe e- + + نّ مـجموعـ مقادـيـر  = لة مـستحيلة لأـ وهـذهـ الـمعادـ

  موجبة لا ينعدم إلاّ إذا انعدمت جميعها.
 تكتب بالشكل  المعادلة( 1)( 6) 0x xe e- -- - ,0}إذن  = ln 6}x Î -.  
  :حل المتراجحات الآتية  

2 2

ln 4

( 2) 2( 2) 4 0

3
2 3 0

2
4 5

3

x x x x x

x x x
x

x x x

e e e e e

e e e
e

e e e

-

- +

- +

- > - - £

- - ³

+ £

 

 

 





    

  
  بضرب الطرفين بالمقدار الموجبxe نجد أنّ المتراجحة تكافئ ( 2)( 2) 0x xe e- + أو  £

2 0xe - 2لأنّ  £ 0xe + [دوماً. ومنه  < , ln2]x Î -¥.  
  2بإصلاح المتراجحة نجدها تكافئ( 2) 0xe - ln2xومنه  < ¹.  
  2المتراجحة 3x

x
e

e
+ 2تكافئ  ³ 2 3xe + 2أو  ³ ln2 3x + 1أي  ³

2
ln 3 1x ³ -.  

  بضرب الطرفين بالمقدار الموجبxe ووضع xX e= الصيغة المُكافئة  تأخذ المتراجحة
3 3 2 0X X- - 3ولكنّ  > 3 2X X- كثير حدود من الدرجة الثالثة، ونظرة سريعة تبيّن لنا أنّ  -

2Xكلاًّ من  1Xو = = )جذرٌ له فهو يقبل القسمة على  - 2)( 1)X X- وهذا يتيح لنا تحليله  +
3لنجد  23 2 ( 1) ( 2)X X X X- - = + )2. إذن المتراجحة المعطاة تكافئ - 1) ( 2) 0x xe e+ - < 

)2ولكنّ المقدار  1)xe 2موجب تماماً، إذن هي تُكافئ  + 0xe - ln2xأو  > <.  
ln 4 2

3
xe +   تكافئln 6x > -.  

  4المتراجحة 5x xe e-+ )تكافئ  £ 1)( 4) 0x xe e- - 0,2]ومنه  £ ln2]x Î.  
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  194تَدرَّبْ صفحة  

  ليكن الخط البياني للتابع f  المعرف على  21وفق
( ) exp

2
f x x

æ ö÷ç= - ÷ç ÷÷çè ø
.  

 احسب lim ( )
x

f x
-¥

limو  ( )
x

f x
+¥

  .البياني  . استنتج معادلة كل مقارب للخط
  ادرس تغيراتf  للتابع. حديّةونظم جدولاً بها. أشر إلى قيمة  
  اكتب معادلةً للمماسd  للخط  في النقطة التي ينعدم فيها( )f x¢.  
 اللتين ينعدم فيهما  النقطتين اتجد إحداثي( )f x¢¢ 1، واكتب معادلتي المماسينd 2وd .فيهما  
 وضع الخط البياني  ادرس  ٍّمن  بالنسبة إلى كلd 1وd 2وd.  
  ارسمd  1وd 2 وd  ثم ارسم.  

  
  لمّا كان( )21

2
lim
x

x
+¥

- = )و ¥- )21
2

lim
x

x
-¥

- = limو ¥- 0u

u
e

-¥
  استنتجنا أنّ  =

lim ( ) 0
x

f x
+¥

limو    = ( ) 0
x

f x
-¥

=  
0yمحور الفواصل الذي معادلته إذن    .fللتابع  مستقيم مقارب للخط البياني  =
 21لاحظ أنّ ن

2( ) 2
x

f x xe
-¢ = f. إذن إشارة -   ، ومنه جدول التغيرات:على  xتعاكس إشارة  ¢

0

( ) 0

( ) 0 0

x

f x

f x e

-¥ +¥
¢ + -

 

  

0x(أومحلية) عند ة كبرى شاملة قيمة حديّ  fإذن يبلغ  =.  
  (0)لمّا كانf e= (0)و 0f ¢ yاستنتجنا أنّ  = e=  هي معادلة المماسd  في النقطة التي

fينعدم عندها  ¢.  
  21هنا

22( ) 2(2 1)
x

f x x e
-¢¢ = )إذن  - ) 0f x¢¢ 1يكافئ  = 1

2 2
{ , }x Î   ونلاحظ أنّ  .-

   1لمّا كان
2

( ) 1f 1و =
2

( ) 2f ¢ = 2استنتجنا أنّ  - 2y x=  1dهي معادلة المماس  -
1في النقطة التي فاصلتها 

2
x =. 

  1ولمّا كان
2

( ) 1f - 1و =
2

( ) 2f -¢ 2استنتجنا أنّ  = 2y x= في  2dهي معادلة المماس  +
1النقطة التي فاصلتها 

2
x -=. 

  لما كان( )f x e£  على  ّاستنتجنا أن  يقع دوماً تحتd.  
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  ليكن( )( ) ( ) 2 2g x f x x= - ). نلاحظ أنّ - ) ( )g x f x¢¢ gإذن إشارة ، =¢¢ معروفة. وكذلك  ¢¢

نلاحظ أنّ  
2

21
( ) 2 2

x

x
g x e

x e
¢ = - ⋅ ⋅ limإذن  + ( ) 2

x
g x

+¥
¢ limو = ( ) 2

x
g x

-¥
¢ = 

limلأنّ  0
XX

X

e¥
g راتتغيومنه جدول . =  الآتي ¢

1 1
2 2

( )

( ) 2 2 2 0 2

x

g x

g x

-¥ - +

¢¢ + - +

¢

¥

  

  

gنلاحظ من الجدول أنّ  1ولا ينعدم إلاّ عند  موجب على كامل  ¢
2

x تابعٌ متزايدٌ على  g. إذن =
  ّ1ولأن

2
( ) 0g )استنتجنا أنّ  = ) 0g x 1على  >

2
,ù é-¥ú êû ë  ّوأن( ) 0g x 1على  <

2
,ù é+¥ú êû ë إذن .

1على  1dتحت  يقع 
2

,ù é-¥ú êû ë 1على  وفوقه
2
,ù é+¥ú êû ë.  

1على  2dيقع فوق  ونبرهن بالمثل، أو بالاستفادة من كون التابع المدروس زوجياً، أنّ 
2

,ù é-¥ -ú êû ë 
1على  وتحته

2
,ù é- +¥ú êû ë.  

  تتيح الدراسة السابقة رسم :بدقة  

  
  

 f وg  ن المعرّفان على التابعاهما  1وفق
( ) ( )

2
x xf x e e-= 1و +

( ) ( )
2

x xg x e e-=  h. و-

gوفق  هو التابع المعرّف على 
h

f
)من  . احسب كلاًّ = )f x¢ و( )g x¢ َّوأثبت أن .

2

1
h

f
¢ =.  

  
)بحساب بسيط نلاحظ أنّ  ) ( )f x g x¢ )و = ) ( )g x f x¢   وأخيراً   =

2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

g x f x f x g x f x g x
f x

f x f x

¢ ¢- -¢ = =  

2ولكن  2( ) ( ) 1f x g x- إذن  )190صفحة  (تدرب  xأياً كانت  =
2

1
h

f
¢ =.  

x

y

d

1d 2d

1

1

O
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   199تَدرَّبْ صفحة  

  ٍّمن التابعين  ادرس نهاية كلf  وg عند حدود مجموعة تعريفه.  
1

( ) ( ) ln
1

x
x

x

e
g x f x x e

e

-
= = -

+
    

  
  التابع( ) ln xx f x x e= -  0[معرّف على, [+¥ .  
  لدينا حالة عدم تعيين نزيلها بإخراج  ¥+عندxe قوسين فنكتب خارج  

ln
( ) 1 1

ln
x

x x
x

xx

x
e
e e

x
f x e

æ ö æ ö÷ ÷ç ç= - = ⋅ -÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
  

limالآن لدينا  0
xx

x

e¥
lnو =

lim 0
x

x

x¥
limو= x

x
e

¥
= limإذن  ¥+ ( )

x
f x

+¥
= -¥.  

  ّ0عند الصفر الأمر سهل لأن

0
lim 1x

x
e e


= و =

0
lim ln
x

x


= إذن  ¥-
0

lim ( )
x
f x


= -¥.  

  1التابع
( )

1

x

x

e
x g x

e

-
=

+
  معرّف على .  

  لدينا  ¥-عندlim 0x

x
e

-¥
limإذن  = ( 1)

x
g x

¥-
= -. 

  لدينا ¥+عند ،lim x

x
e

+¥
= 1و  ¥+

lim 1
1X

X

X+¥

-
=

+
1إذن نستنتج أنّ 

1
lim

1

x

xx

e

e¥

-
=

+
.  

  ليكن  الخط البياني للتابعf  المعرف على  وفق( ) (3 ) xf x x e= -.  
  ادرس تغيراتf.  
  اكتب معادلةd  مماس الخط  في النقطة التي فاصلتها تعدم( )f x¢¢.  
  ارسم في معلمٍ واحد المماسd  ثم الخط.  

   التابع( ) (3 ) xx f x x e= -  معرّف على.  
  ولديناlim ( )

x
f x

+¥
= )3، أمّا في جوار اللانهاية السالبة فنكتب ¥- ) Xf x e Xe= حيث  -

3X x= lim. ولكن - ( 3)
x

x
-¥

- = limوكذلك فإنّ  ¥- 0X

x
Xe

-¥
إذن  =

lim ( ) 0
x

f x
-¥

0yأن محور الفواصل الذي معادلته . نستنتج = في  مستقيم مقارب للخط  =
 .¥-جوار 

  ّنلاحظ أن( ) (2 ) xf x x e¢ =  : f، وهذا يتيح لنا كتابة جدول التغيرات الآتي للتابع -

2

2

( ) 0

( ) 0

x

f x

f x e

- +¥
¢ + -

-

¥

¥ 
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  ّنلاحظ أن( ) (1 ) xf x x e¢¢ = 1x، وهو ينعدم فقط عند - (1). ولدينا = 2f e= (1)وf e¢ إذن  =
1xفي النقطة  يمس  الذي dمعادلة المماس  )هي   = 1)y e x= +.  

 . مع أنّه غير مطلوب في صيغة السؤال، قد يرغب المرء بدراسة الوضع النسبي للخط البياني ملاحظة
  ، فنضعdالمماس و 

( ) ( ) ( 1) 3 ( )x xh x f x e x e e x e e= - + = - - +  
في صيغة المشتق،  xxe. وخاصّة أنّ اشتقاقه يُبقي على الحد hمن غير الواضح كيف نعين إشارة 
)وهي  xيمكننا إذن أن نفكّر بإخراج أمثال  )xe e+  خارج قوسين وبخاصة أنّ هذا المقدار موجب ولا

)فنكتب إذن  hيؤثر في تعيين إشارة  ) ( ) ( )xh x e e g x=   وقد عرّفنا +
3

( )
x

x

e e
g x x

e e

-
= -

+
  

: وهنا نحسب
2

2 2

4 ( )
( ) 1

( ) ( )

x x

x x

e e e e
g x

e e e e

⋅ -¢ = - = -
+ +

gفنستنتج أنّ   ولا ينعدم إلا  سالب على  ¢

1xعند  (1). ولكن على  متناقصٌ تماماً  g. إذن التابع = 0g إلينا هذه نتيجة معروفة بالنسبة ( =
)فلا بد للفرق أن ينعدم عند  ،1يمثّل الفرق بين التابع والمماس في النقطة التي فاصلتها  hلأنّ  1x =.  

  
)إذن  ) 0g x [على  < )، و¥-]1, ) 0g x ,1[على  > . وعليه يقع ¥+]
  فوق المماسd  على المجال] ,1[، ويقع تحته على ¥-]1, [+¥.  
  
المجاور. مبين في الشكل الرسم  

  

  

  ٍّعند  ةالآتي وابعمن الت جد نهاية كلa:   
1

3
3

1

2

1/

2
( ) , ( ) (2 ) , 1

1
1

( ) 2 , ( ) , 0
2

1
( ) 3, ( ) ,

1
( ) 2 1 ( ) ln( 2)

1
( ) ( ) (

, ,

,

1) 0,0,

x

x

x
x

x
x x

x x

x x

x
f x a f x x a

x
e

f x xe a f x a
x

e
f x e e a f x a

x
f x x e a f x e a

f x e a f x e a
x

+

-

-

-

¥

¥

¥ -¥ ¥ -¥

-¥ ¥ -¥

æ ö- ÷ç= = + = - =÷ç ÷÷ç +è ø
-

= = + = =

-
= - + = + = = +

-
= - + = = + = +

¥ -= = + = - =¥

 

 

 

 

 ,+¥ 

  

x

y

1

3

2 3



d
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  نضع( ) 1u x x=   ونحسب -

l
l

n
(

)
)

(1
3n f x

u

u
= -

-
-

  

ولكن لدينا 
1

lim ( ) 0
x
u x


و =

0

ln(1 )
lim 1
u

u

u

-
=

-
. إذن 

1
lim ln ( ) 3
x

f x


= وأخيراً  -
1

3lim ( )
x
f ex



-=.  

  3نضع
( )

1
u x

x
=

+
  ونحسب 

ln
ln

(1
( )

)u
f x

u

-
-

-
=  

limولدينا  ( ) 0
x

u x
+¥

و =
0

ln(1 )
lim 1
u

u

u

-
=

-
lim. إذن  ln ( ) 1

x
f x

+¥
= 1lim ومنه- ( )

x
f ex

+¥

-=.  

 
0

1

2
lim ( )
x
f x


=.  

 0lim ( )
x

f x
+¥

=  
  ّ0 واضح أنlim ( )

x
f x

¥-
  فنكتب  ¥+، أمّا عند =

1 1
( )

1 1

xe
f x e

x x

-
= ⋅ -

- -
  

limلنستنتج أنّ   ( )
x

f x
+¥

= +¥  
 3 هناlim ( )

x
f x

¥-
  فنكتب ¥+أمّا عند  وضوحاً. =

( ) ( 1) 3x xf x e e= - +  
limلنستنتج أنّ   ( )

x
f x

+¥
= +¥ .  

  هناlim ( 2 2)x

x
e

-¥
+ limو  = ( 2)x

x
e

¥+
+ =   إذن  ¥+
lim ( ) ln(2)
x

f x
-¥

limو    = ( )
x

f x
+¥

= +¥.  
 تب نك( ) (2 1)x x xf x e xe e-= ⋅ - limنّ ألنستنتج  + ( )

x
f x

¥-
= +¥.  

 
0

im ( ) 1l
x
f x


limو   = ( )

x
f x

¥
= +¥.  

 1/( ) xf x e= .lim ( ) 1
x

f x
+¥

limو = ( ) 1
x

f x
-¥

و =
0

lim ( )
x

f x
+

= و ¥+
0

lim ( ) 0
x

f x
-

=.  
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  203تَدرَّبْ صفحة  

   كتابة كل من العددينبسّط 
1

ln 33A
-

و  =
1

ln 42B =.  

   
1A e-=  وB e=.  
  :حل في كل حالة المعادلة أو المتراجحة المعطاة  

2 1 1

2

3 4 3 4 7 3

2 1 1
5 5 4

3 32 1

x x x x x

xx
x x

x

+ -

-

= =

æ ö÷ç ÷ç ÷÷çè ø+

  

  



  
  

   
ln 72 ln2 2 ln2

ln 3 ln 3 4 ln2 ln 7 ln 3
2 ln2
ln 3

1 0

x x x

x x x
- -

= =

< - >

  

  



 
  

  المعطاةات والمتراجح تعادلاحل كلاً من المفيما يأتي:  
 14 2 3 0x x++ - 14، و= 2 3 0x x++ - £.  
 12 10 2 12 0x x+ - ´ + 12، و= 10 2 12 0x x+ - ´ + ³.  
 13 2 3 7x x+ -+ ´ 13 و، = 2 3 7x x+ -+ ´ ³.  

   
  2بوضعxX 2تصبح المعادلة  = 2 3 0X X+ - )أو  = 3)( 1) 0X X+ - ، ولكنّ العدد =
2xX 1Xلمعادلة المعطاة موجبٌ إذن تكافئ ا = 0xأو  = = .  

)أمّا المتراجحة  3)( 1) 0X X+ - 1Xفتكافئ  £ 2أي  £ 1x ,أو  £ ]] 0x Î -¥.  
  2بوضعxX 2تصبح المعادلة  = 10 12 0X X- + 3أو  =

2
X ، إذن تكافئ المعادلة المعطاة =

ln 3
ln2

1x = 3. أمّا المتراجحة فتصبح -
2

X lnأي  £ 3
ln2

1x £ -.  

  3بوضعxX 2تصبح المعادلة  =
3 7X

X
+ 1أو  =

3
{2, }X Î إذن تكافئ المعادلة المعطاة ،

{ }ln2
ln 3

, 1x Î 23. أمّا المتراجحة فتصبح - 7 2 0X X- + )لأنّ ( ³ 3 0xX = ، ومنه <
ln2
ln 3

] , 1[ ] , [x Î -¥ - +¥.  
 ليكن  الخط البياني للتابع f  المعرف على  2وفق 2( ) 2x xf x -=.  

  ادرس تغيراتf.  
  اكتب معادلةd  مماس الخط  في النقطة التي فاصلتها تعدم( )f x¢.  
  ٍواحد المماس ارسم في معلمd  ثم الخط.  
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 معرّف على  التابع 2، وله الصيغة المُكافئة(ln2)( 2 )( ) x xf x e   . ولأنّ =-

2lim ( 2 )
x

x x
+¥

- = 2limو  ¥+ ( 2 )
x

x x
-¥

- = +¥  
limاستنتجنا أنّ  ( )

x
f x

+¥
= limو  ¥+ ( )

x
f x

-¥
= +¥ .  

)(ln2)2علاوة على ذلك لدينا  2 )( ) (2 ln2)( 1) x xf x x e -¢ =   ومنه  -

1
2

1

( ) 0

( )

x

f x

f x

- +¥
¢ - +

+¥ +

¥

¥ 
  

 وّل تمثّل قيمة محلية صغرى النقطة التي ينعدم عندها المشتق الأ
1، فالمماس عندها أفقي ومعادلته fللتابع 

2
y =.  

 يوحي لنا الرسم الأوّلي وكأنّ الخط البياني يقبل المستقيم  رسم.لا
1xالذي معادلته  تناظر. ويمكننا التيقن من ذلك بملاحظة  محور =

(1 ) (1 )f h f h- =   .hأيّاً كانت قيمة   +
  
 :جد التابع المشتق لكلٍ من التوابع الآتية  

2ln( ) ( ) 3 ( )x x xf x f x f x xp= = =  .  

   
2n 1l( ) (ln ) ( ) (2 ln 3) 3 ( ) (1 ln )x xf x x f x x f x x xpp -¢ ¢ ¢= = = +  .  

  
   حل في  :جملة المعادلتين  

3 3 9

3

(1)

3 ( )3 24

x y

x y

´ =

+ =
  

   
3xaبوضع  3ybو = 2هما جذرا المعادلة  bو aنستنتج أنّ  = 4 3 9 0T T- + إذن  =

{ }( , ) ( 3, 3 3),(3 3, 3)a b Î  
}ومنه  }1 3 3 1

2 2 2 2
( , ) ( , ),( , )x y Î.  

   َّ0إذا علمت أنa   0وb   َّفهل صحيح أن ، ln lnb aa b= ؟  

   
ln)هذا صحيح لأنّ كلا المقدارين يساوي  )(ln )a be.  
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  ليكنf  التابع المعرف على  وفق( ) 2 xf x x -=   وارسم خطه البياني. fات ادرس تغير  .⋅

   
)(ln2)، وله الصيغة المُكافئة معرّف على  التابع ) xf x x e-= limلديناو . ⋅ ( )

x
f x

-¥
= -¥ 

limو ( ) 0
x

f x
+¥

limلأنّ  = 0X

x
Xe-

+¥
0y. فمحور الفواصل الذي معادلته = مستقيم مقارب في  =

  .¥+جوار 
)علاوة على ذلك لدينا  ) (1 (ln2) )2 xf x x -¢ =   ومنه  -

1
ln2

1
ln2

( ) 0

( ) 0
e

x

f x

f x

- +¥

¢ + -

-

¥

¥  

  

هو يمر بالمبدأ حيث و طلوب، وهذا يتيح لنا رسم الخط البياني الم
  .مماسه هو منصف الربع الأوّل

  الرسم مبين جانباً.
   ليكن  الخط البياني للتابعf  المعرف على  2وفق( ) 4 2x xf x += -.  

  ات ادرس تغيرf .ونظم جدولاً بها  
  ارسم.  

   
  ، وله الصيغة المُكافئةمعرّف على  التابع

(2 ln2) (ln2)( ) 2 (2 4) 4x x x xf x e e= - = - ⋅.  
limلدينا ( ) 0

x
f x

-¥
0yفمحور الفواصل الذي معادلته  = . وكذلك ¥-مستقيم مقارب في جوار  =

limلأنّ  2x
x+¥

= limاستنتجنا أنّ ¥+ ( )
x

f x
+¥

= +¥.  
)علاوة على ذلك لدينا  ) 2(ln2) 2 (2 2)x xf x¢ = ⋅ 1xوهو ينعدم فقط عند  - . ومنه جدول التغيرات =

  :الآتي
1

( ) 0

( ) 0 4

x

f x

f x

-

-

¥- +¥

¢ - +

- +¥ 

  

  
يقطع محور الفواصل وهذا يتيح لنا رسم الخط البياني المطلوب، وهو 

2x في النقطة التي فاصلتها =.  
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  ليكنf  التابع المعرف على  وفق( ) (1 ) 2xf x x= -   .وارسم خطه البياني fات ادرس تغير  .´

   
)(ln2)، وله الصيغة المُكافئة معرّف على  التابع ) (1 ) xf x x e= - lim. ولدينا ⋅ ( )

x
f x

+¥
= -¥ 

limو ( ) 0
x

f x
-¥

limلأنّ  = 0X

x
Xe

-¥
0y. فمحور الفواصل الذي معادلته = مستقيم مقارب في  =

)علاوة على ذلك لدينا  .¥-جوار  ) (ln2 1 (ln2) )2xf x x¢ = -   ومنه  -
1

ln2

2
ln2

1

( ) 0

( ) 0
e

x

f x

f x

- - +¥

¢ + -

-

¥

¥ 

  

بالنقطة ، وهو يمر جانباً  وهذا يتيح لنا رسم الخط البياني المطلوب
2المستقيم الذي معادلته حيث مماسه هو  (1,0) 2y x= -.  

  الحل

x

y

O 1


1

1-



  

285  

  

 
  205 فحةتَدرَّبْ ص

 حلّ المعادلات التفاضلية الآتية :  
2 0 3

2 3 0 3 5

y y y y

y y y y

¢ ¢+ = =
¢ ¢+ = =

 

 
  

   
3 5
2 3 2 3x x x xy ke y ke y ke y ke

- -= = = =     
  :في كلّ حالة عيّن حل المعادلة التفاضلية الذي يحقق الشرط المعطى  

 2y y¢ (0)يحقق الشرط  fوالحل ، = 1f =.  
 5 0y y¢ + )للحل يمر بالنقطة  والخط البياني  ،= 2,1)A -.  
 2 0y y¢ + 1من الخط البياني للحل يساوي  -2وميل المماس في النقطة التي فاصلتها ، =

2
.  

   
2( 2) 5( 2) 21

( ) ( ) ( )
4

x x xf x e f x e f x e- + - += - = =    
  :حلّ المعادلات التفاضلية الآتية  

3 2 2 1

2 3 1 0 2 1

y y y y

y y y y

¢ ¢+ = = +
¢ ¢+ - = = -

 

 
  

   
2 /3 /2 /3 21 1

2 2
1 2x x x xy ke y ke y ke y ke- -= + = + = + = - +   

  الحل

  الحل
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 أ�شطة

  eإحاطة العدد النيبري   

  .باستعمال متتاليات، ونهتم بسرعة تقارب هذه المتتاليات eيبري نهتمّ في هذا النشاط بإحاطة العدد الن
   إحاطة العددe  

[التابع المعرّف على  fليكن  [1,- )بالصيغة  ¥+ ) ln(1 )f x x x= + -.  
  ادرس تغيرات التابعf ّواستنتج أن ،ln(1 ) xx+ 1xفي حالة  £ > -.  
  ليكنn  2عدداً طبيعياً أكبر أو يساوي.  

.a   ّ1تحقّق أن

n
1، وأنّ ]0,1[عنصر من  

1 n

-
+

[عنصر من   1, 0[-.  

.b   بالاستفادة من نتيجة تنتج أنّ اس  

 1 1
ln 1

n n

æ ö÷ç + ÷ç ÷÷ç £
è ø

1ومن ثَمّ  
1

n

e
n

æ ö÷ç + ÷ç ÷÷è ø
£ç. 

 1
ln

1 1

n

n n

æ ö÷ç ÷ç ÷÷ç £ -
+ +è ø

1ومن ثَمّ   1
ln 1

1n n

æ ö÷ç + ³÷ç ÷÷ç +è ø
، وأخيراً 

1
1

1
n

e
n

+æ ö÷ç + ÷ç ÷÷çè ø
 . إذن³

1

( )
1 1

1 1
n n

e
n n

+æ ö æ ö÷ ÷ç ç+ +÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç ø
£ £

è ø è
*  

  ليكنn  ًوليكن  .عدداً طبيعياً موجباً تماماg وh  وفق [0,1]التابعين المعرّفين على  
2

1

( ) 1
1! 2! !

( ) ( )
( !)

n
x

n
x

x x x
g x e

n

x
h x g x e

n n

-

+
-

æ ö÷ç ÷= + + + +ç ÷ç ÷çè ø

= +


  

.a   ادرس اطراد كلٍّ من التابعينg وh  1، واستنتج أنّ [0,1]على (1) 1)(h g³ ³.  
.b   ّاستنتج أن  

1 1 1 1 1 1 1
1 1

1! 2! ! 1! 2! ! ( )
( )

!n n n n
e+ + + + + + + + +

⋅
£** £   

   تطبيق  

)1المتتاليتين  لنتأمّل )n nu )1و ³ )n nv 1الآتيتين:  ³
1

n

nu n

æ ö÷ç= + ÷ç ÷÷çè ø
1و  1 1

1
1! 2! !nv n

= + + + +.   

  ّ3أثبت أن
0 n

n

u
e u

n n
£ - £ )بالاعتماد على  £ )*.  

  استنتج من( 1أنّ  **(
0

( !)ne v
n n

£ -   ؟eالمتتاليتين أفضل لحساب تقريب للعدد  أيُّ  .£

 1 نشاط
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  .هذا سؤال تقليدي، ومررنا به سابقاً، نترك تفاصيله إلى القارئ  
  1باختيار

n
x ln(1في المتراجحة  = ) xx+ 1أنّ نستنتج  £ 1ln(1 )

n n
1أي  +£ 1ln( 1 )( )n

n
£+ 

)ومنه  )11
n

n
e+ 1. ثمُّ باختيار £

1n
x -

+
)في المتراجحة نفسها نجد  = )1

1
1

1
ln 1

n n+ +
£ وهذا  --

يُكافئ 
1

1
1

ln( )
n n
n
+ +

£ )أو - ) ( )1
1

1
1

ln ln nn
nn n

+
++

=£ )أي  - ) 111 ln 1
n

n

+
ومن ثَمّ  £+

( ) 111
n

n
e

+
) فنكون قد أثبتنا صحة. £+ )*.  

  ّنلاحظ أولاً أن  

  
)إذن  )g x¢  فالتابع  [0,1]سالب على المجالg  [0,1]متناقصٌ على المجال .  

من ناحية أخرى، لأنّ 
1

( ) ( )
( !)

n
x xh x g x e
n n

+
-=   استنتجنا أنّ  +

( )

1

1

( 1)
( ) ( )

( !) ( !)
( 1)

! ( !) ( !)

1 (1 )
( !) ( !)

n n
x x

n n n
x x x

n x n x

x n x
h x g x e e

n n n n
x x n x
e e e

n n n n n
x e x e

n x n x
n n n n

+
- -

+
- - -

- -

+¢ ¢= - +

+
= - - +

= - - + + = -

  

)إذن  )h x¢  فالتابع  [0,1]موجبٌ على المجالh  إذن .[0,1]متزايدٌ على المجال  
(1) (0) 1 (0) (1)g gh h³ = ³=  

)وتنتج المتراجحة  (1) من **( 1 (1)h g³   .eبضرب الطرفين بالعدد  ³

   نستنتج من( )أنّ  *( ) ( ) ( )11 1 1 1 11 10 1
n n n

nn n n nn n
e u u

+
£ - £ + - + = + . وتنتج =

3nuالمتراجحة المطلوبة من ملاحظة أنّ  e£ )أو أنّ  > )61
5

1 3nu e£ £ + <.  

 فإذا أردنا حساب ؛ ولكن النتيجة مهمة، هذه مجرد عملية طرحe  لثلاثة أرقام بعد الفاصلة أي بخطأ
لنحصل على المطلوب. إذن  6vحين يكفي أن نحسب ، في 3000uعلينا حساب  -310أصغر تماماً من 

)1المتتالية  )n nv )1أسرع تقارباً من  ³ )n nu   .eنحو العدد  ³
  

2 3 2

2 1 2 1

( ) 1 1
1! 2! 3! ! 1! 2! !

1 1
1! 2! ( 1)! 1! 2! ( 1)! !

!

n n
x x

n n n
x x

n
x

x x x x x x x
g x e e

n n

x x x x x x x
e e

n n n

x
e

n

- -

- -
- -

-

¢æ ö æ ö÷ ÷ç ç¢ ÷ ÷= + + + + - + + + +ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= + + + - + + + + +ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç- -è ø è ø

= -
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  تمرينات ومسائل   
  المشار إليها.  Iعلى المجموعة  fالآتية، احسب التابع المشتق للتابع  في كلٍ من الحالات 

2

2

1/

ln

2

]0, ( ) ln , ( ) ( 2 )

1
\{0} ( ) , ( ) ( 1)

1
\{0}, ( ) , ( )

1

]0, ( ) , ( ) ln(1 )

, ( ) ln

[,

[,

( 1) , ( ) (sin cos )

x x

x x

x
x

x

x x x

x x x

I f x e x I f x x x e

I f x e I f x x x e
x

e
I f x xe I f x

e

I f x e I f x e

I f x e e I f x x x e

-

-

-

= + = = = -

= = = = - +

-
= = = =

+

= + = = = +

= = - + = =

¥

¥

+



 

 



 

 

 

 

 

 

   

   

( )

2

2
2

3
1/

2

2

2

( ) ( )
1

ln 2)(

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2
( ) ( )

1

1
( 3 2)

1 ( 2)

1

(ln 1)
1

2 cos

x x

x x

x x
x

x

x
x

x

x
x

x

x x

f x f x

f x f x

f x f x

f x f x

e

e x x e
x

x
e x x e

x

x e e
e

x e

e
x x

e

e x
e

f x f x
e e

-

-

æ ö÷ç¢ ¢= =

¢ ¢= =

¢ ¢= =

¢ ¢= =

-¢ ¢=

- -÷ç ÷÷çè ø

-
- -

=
-

+

+

+

- + +

+

+

 

 

 

 

 

 

    ٍهو الخط البياني لتابعf  معرفٍ على وفق( ) ( ) xf x ax b e-= عددان  bو aحيث   ،+
  اعتماداً على ما تجد في الشكل: . حقيقيان
  احسب قيمة كلٍ منa وb.  
  احسب( )f x¢ي النقطة ت، واستنتج إحداثيA للقيمة  الموافقة

  .fالكبرى للتابع 
  أثبت أنِّ محور الفواصل مقارب للخط  في جوار+¥.  
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  ّمن الشكل نلاحظ أن( 2) 0f - (0)و = 2f 1a. ومنه = 2bو = =.  
 دينا ل( ) ( 2) xf x x e-= )ومنه  + ) ( 1) xf x x e-¢ = - . والتابع يبلغ قيمة حدية كبرى عند +
1x = )تساوي  - 1)f e- =.  
  ٌلأنّ هذا واضحlim 0x

x
e-

+¥
limو = 0x

x
xe-

+¥
lim يقتضي = ( ) 0

x
f x

+¥
=.  

  . ثمُّ استنتج رسم الخط البياني لكلٍ من التوابع الآتية:expللتابع الأسي  ارسم الخط البياني   
: |1 | : 1 : 2x x xh x e g x e f x e- - -       
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  الحل

 3

x

x

x

x

y

y

y

y

O

O

O

O

1

1

1

1

exp
f

g

h

1

1-

1-
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1وفق  المعرف على  fهو الخط البياني للتابع  ليكن    

( )
1 x

f x
e

=
+

.  

  ما نهايةf ؟عند كلٍ من طرفي مجموعة تعريفه   
  ادرس تغيراتf  وارسم.  
g  هو التابع المعرف على  1وفق

( )
1 x

g x
e-

=
+

). أثبت أنَّ  ) ( )g x f x= ، ثم استنتج -

  . انطلاقاً من  gرسم الخط البياني للتابع 

   
  لمّا كانlim x

x
e

+¥
= limو ¥+ 0x

x
e

-¥
limاستنتجنا أنّ  = ( ) 0

x
f x

+¥
limو = ( ) 1

x
f x

-¥
=.  

  ّنستنتج مما سبق أن  0يقبل محور الفواصل الذي معادلتهy ،  ¥+مستقيماً مقارباً في جوار  =
1yوالمستقيم الذي معادلته  وعلاوة على ذلك التابع الأسي متزايدٌ  .¥-مستقيماً مقارباً في جوار  =

1والتابع  +تماماً ويأخذ قيمه في 

1
x

x+
  متناقصٌ تماماً على+  إذنf  ًتابعٌ متناقصٌ تماما

  ، ومنه جدول التغيرات الآتي:على 

( ) 1 0

x

f x

- +¥¥


  

  ّواضحٌ أن( ) ( )g x f x= ة إلى محور التراتيب. بالنسب fهو نظير  gإذن  xأياً كانت قيمة  -
   .أدناهومنه الرسم البياني المبين 

  
  

، dيقبل مُقارباً مائلاً  على المعطى  f للتابع في الحالات الآتية بيّن أنّ الخطّ البياني   
  .dعيّنه وادرس الوضع النسبي لهذا الخط بالنسبة إلى 

2( ) 2 ( ) 1 4 ( ) 1x x xf x x xe f x x e f x x e- -= + + = + + = - +    

   
  ّ2نلاحظ أن( ) ( ) ( 1) xg x f x x e-= - - limق يحقّ  = ( ) 0

x
g x

+¥
الذي   d. إذن المستقيم =

1yمعادلته  x= . وعلاوة على ذلك، لأنّ ¥+في جوار  مستقيم مقارب للخط البياني  -
( ) 0g x   .dيقع دوماً فوق  ، استنتجنا أنّ xياً كانت أ <

x

y

O 1

1

fg
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  الحل

 5

 4
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  ّنلاحظ أن( ) ( ) ( 1) 4 xg x f x x e-= - + limيحقّق  = ( ) 0
x

g x
+¥

الذي  d. إذن المستقيم =
1yمعادلته  x= . وعلاوة على ذلك، لأنّ ¥+في جوار  مستقيم مقارب للخط البياني  +
( ) 0g x   .dيقع دوماً فوق  ، استنتجنا أنّ xأياً كانت  <

  ّنلاحظ أن( ) ( ) ( 2) xg x f x x xe= - + limيحقّق  = ( ) 0
x

g x
-¥

الذي  d. إذن المستقيم =
2yمعادلته  x=  إشارة . وعلاوة على ذلك، لأنّ ¥-في جوار  البياني  مستقيم مقارب للخط +

( )g x  تماثل إشارةx ّاستنتجنا أن ،  يقع فوقd  0[على, [، ويقع تحته على ¥+] , 0[-¥.  
)بالصيغة  على المعطى  f للتابع بيّن أنّ الخطّ البياني   ) ln(3 )xf x e= يقبل خطين  +

  يُطلب تعيينهما. أحدهما أفقي والآخر مائلمقاربين 

   
limلمّا كان  0x

x
e

-¥
limاستنتجنا أنّ  = ( ) ln(3)

x
f x

-¥
ln(3)y، فالمستقيم الذي معادلته = =  

  .¥-في جوار  fبع مستقيم مقارب أفقي للخط البياني للتا
)lnنتوقّع أن يكون  مّ ث ومن xeصغيراً جداً أمام  3، فيكون العدد ¥+أمّا في جوار  3)xe قريباً من  +
ln( )xe x= وللتأكد من صحة توقعنا نتأمّل الفرق ،( ) ( )g x f x x=   فنلاحظ أنّ  -

( )

( ) ln( 3) ln( 3) ln( )

3
ln ln 1 3

x x x

x
x

x

g x e x e e

e
e

e
-

= + - = + -
æ ö+ ÷ç ÷= = +ç ÷ç ÷çè ø

  

limولمّا كان  0x

x
e

¥

-

+
limاستنتجنا أنّ  = ( ) ln(1) 0

x
g x

 ¥+
= ، إذن المستقيم الذي معادلته =

y x=  مستقيم مقارب مائل للخط البياني للتابعf  في جوار+¥.  
2وفق  المعرف على  f الخط البياني للتابع  ليكن  3

( )
1

x

x

e
f x

e

-
=

+
.  

  1لماذا المستقيمانd  2الذي معادلتهy 3yالذي معادلته  2dو = =   ؟مقاربان للخط  -
 ادرس تغيرات f .ونظِّم جدولاً بها  
  اكتب معادلة المماس  للخط البياني .في نقطة تقاطعه مع محور التراتيب  
  ادرس وضع  بالنسبة إلى 1م ارسم في معلم متجانسd  2وd  و و.  

   
  ّنعلم أنlim x

x
e

+¥
= 2و¥+ 3

lim 2
1X

X

X+¥

-
=

+
، اعتماداً على خاصة نهاية تابع مركّب نستنتج 

limأنّ  ( ) 2
x

f x
+¥

2yالذي معادلته  1dالمستقيم ف، = في  تقيم مقارب للخط البياني للتابع مس =

  الحل

  الحل
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 6
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limوكذلك لأنّ  .¥+جوار  0x

x
e

-¥
limاستنتجنا أنّ  = ( ) 3

x
f x

-¥
= الذي معادلته  2d، فالمستقيم -

3y =   .¥-في جوار  مستقيم مقارب للخط البياني للتابع  -
  ّنلاحظ بسهولة أن

2

5
( )

( 1)

x

x

e
f x

e
¢ =

+
. ومنه دٌ تماماً على يمتزا fوهو موجب دوماً، فالتابع  

  جدول التغيرات الآتي:

( ) 3 2

x

f x

- +¥
-
¥


  

  يتقاطع  1مع محور التراتيب في النقطة
2

(0, 5وميل المماس عندها  ،-(
4

(0)f ¢ إذن معادلة  =
1في نقطة التقاطع مع محور التراتيب هي  المماس  5

2 4
y x= - +.  

  لنتأمّل الفرق( )1 5
2 4

( ) ( )g x f x x= - -   فنلاحظ أنّ  +
5 1

( )
2 21

x

x

e x
g x

e

æ ö- ÷ç ÷= -ç ÷ç ÷ç +è ø
  

  ومنه
2

2

5 2 1 5 1
( )

2 2 4( 1) 1

x x

x x

e e
g x

e e

æ ö æ ö-÷ ÷ç ç¢ ÷ ÷= - = -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ +è ø è ø
  

gإذن  متناقص تماماً عليها. ولكن  g، والتابع سالب على  ¢
(0) 0g ). إذن = ) 0g x [على  < , )و ¥-]0 ) 0g x على  >
]0, [على  يكون فوق المماس  . فالخط البياني ¥+] , 0[-¥ 
,0[على  وتحته [+¥ .  

  
)وفق  المعرف على  f الخط البياني للتابع ليكن   ) ( 1) xf x x e= ادرس نهايات التابع  .-
f  عند أطراف مجموعة تعريفه، وادرس تغيراتf  ونظِّم جدولاً بها، ثمُّ ارسم.  

   
  ولديناlim ( )

x
f x

+¥
= )، أمّا في جوار اللانهاية السالبة فنكتب ¥+ ) Xf x eXe=  حيث

1X x= lim. ولكن - ( 1)
x

x
-¥

- = limوكذلك  ¥- 0X

x
Xe

-¥
limإذن  = ( ) 0

x
f x

-¥
= .

0yنستنتج أن محور الفواصل الذي معادلته   .¥-في جوار  مستقيم مقارب للخط  =
  ّنلاحظ أن( ) xf x xe¢ ، وهذا يتيح لنا كتابة جدول التغيرات =

 : fالآتي للتابع 
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0

( ) 0

( ) 0 1

x

f x

f x

- +¥
¢

¥
- +

- +¥ 
  

  المبين جانباً. fللتابع  ومنه الخط البياني 
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)وفق  المعرف على  f الخط البياني للتابع  ليكن   ) xf x e x= -.  
  جد نهايةf تعريفه. عند أطراف مجموعة  
  ّالمستقيم بيّن أنd  الذي معادلتهy x=   ؟ مقارب للخط  -
 ادرس تغيراتf  ،ارسم ثمونظِّم جدولاً بها d و.  

   
  لمّا كانlim 0x

x
e

-¥
limأنّ  استنتجنا = x

x
e

¥-
= )، وكذلك لأنّ ¥+ ) (1 )x xf x e xe-= - 

limو 0x

x
xe

¥

-

+
limاستنتجنا أنّ  = ( )

x
f x

¥+
= +¥.  

  بوضع( ) ( ) xg x f x x e= + limنلاحظ أنّ  = ( ) 0
x

g x
-¥

الذي معادلته  d. إذن المستقيم =
y x= ). وعلاوة على ذلك، لأنّ ¥-في جوار  مستقيم مقارب للخط البياني  - ) 0g x أياً كانت  <

x ّاستنتجنا أن ،  يقع دوماً فوقd.  
  ّنلاحظ أن( ) 1xf x e¢ = 0xوهو ينعدم فقط عند  - وهذا ، =

 : fيتيح لنا كتابة جدول التغيرات الآتي للتابع 
0

( ) 0

( ) 1

x

f x

f x

- +¥
¢ - +

+¥ +

¥

¥ 
  

  المبين جانباً. fللتابع  ومنه الخط البياني 
  

4وفق  المعرف على  f البياني للتابعالخط  ليكن  
( ) 1

1x
f x x

e
= - +

+
.  

  جد نهايةf تعريفه. عند أطراف مجموعة  
  َّالمستقيم أثبت أنd  1الذي معادلتهy x=   .¥+في جوار   مقارب مائل للخط  -
  أثبت أنَّ المستقيمd 3yالذي معادلته  ¢ x=   .¥-في جوار   مقارب مائل للخط  +
 ادرس تغيرات f ونظِّم جدولاً بها.  
  اكتب معادلة المماس  للخط البياني .في نقطة تقاطعه مع محور التراتيب  
  ادرس وضع  بالنسبة إلى.  ثمُ ارسم في معلم متجانسd  وd   .و و ¢

   
  لمّا كانlim 0x

x
e

-¥
limاستنتجنا أنّ  = ( )

x
f x

¥-
= lim، وكذلك نجد ¥- ( )

x
f x

¥+
= +¥.  
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  4بوضع
( ) ( ) ( 1)

1x
g x f x x

e
= - - =

+
limنلاحظ أنّ   ( ) 0

x
g x

+¥
الذي  d. إذن المستقيم =

1yمعادلته  x= . وعلاوة على ذلك، لأنّ ¥+في جوار  مستقيم مقارب للخط البياني  -
( ) 0g x   .dيقع دوماً فوق  ، استنتجنا أنّ xأياً كانت  <

  4بوضع
( ) ( ) ( 3)

1

x

x

e
h x f x x

e
= - + = -

+
limنلاحظ أنّ   ( ) 0

x
h x

¥-
d. إذن المستقيم = ¢ 

3yالذي معادلته  x= . وعلاوة على ذلك، لأنّ ¥-في جوار  مستقيم مقارب للخط البياني  +
( ) 0h x dيقع دوماً تحت  ، استنتجنا أنّ xت أياً كان > ¢.  

  ّنلاحظ أن
2

2 2

( 1)
( ) 1 4

( 1) ( 1)

x x

x x

e e
f x

e e

-¢ = - =
+ +

0xوهو ينعدم فقط عند   دون أن يغير  ،=

 : fوهذا يتيح لنا كتابة جدول التغيرات الآتي للتابع  إشارته الموجبة.

( )

( )

x

f x

f x

- +¥
¢ +

¥

-¥ +¥
  

  ّ(0)واضحٌ أن 1f (0)و = 0f ¢ في نقطة تقاطعه مع  اني للخط البي . إذن معادلة المماس =
1yمحور التراتيب هي  = .  

  التابعf  (0)متزايدٌ تماماً ويحقق 1f )، إذن = ) 1f x 0xفي حالة  > )و > ) 1f x في حالة  <
0x [على  يقع تحت  . وهذا يبرهن أنّ < , ,0[وفوقه على  ¥-]0   ومنه الرسم المبين. ،¥+]
  
  

  
  

x

y

O 1

1




d

d ¢
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)وفق  ف على التابع المعرّ  fليكن   ) 2 2xf x e x= - -.  
  جد نهايةf  تعريفه. عةعند أطراف مجمو  
 ادرس تغيرات f  بها. جدولاً ونظِّم  
  استنتج من  أنَّ للمعادلة( ) 0f x   جذرين، أحدهما يساوي الصفر.  =
  نرمز إلى الجذر الآخر للمعادلة( ) 0f x 2. أثبت أنَّ a بالرمز = a- < .  
  إشارةادرس ( )f x تبعاً لقيم x.  

   
  لمّا كانlim 0x

x
e

-¥
limاستنتجنا أنّ  = ( )

x
f x

¥-
= lim. وكذلك لأنّ ¥+ 0x

x
xe

¥

-

+
= 

)استنتجنا من المساواة  ) (2 ) 2x xf x e xe-= - limأنّ  - ( )
x

f x
¥+

= +¥.  
  ّنلاحظ أن( ) 2 1xf x e¢ = ln2xوهو ينعدم فقط عند  - = وهذا يتيح لنا كتابة جدول التغيرات  ،-

 :fالآتي للتابع 
ln2

( ) 0

( ) 1 ln2

x

f x

f x

- - +¥
¢ - +

+ + +¥ -

¥

¥ 
.  

 غيرات أنّ التابع متناقص تماماً على نستنتج من جدول الت, n2[] l¥ ويغير إشارته على هذا  --
,ينتمي إلى  aالمجال فيوجد جذر وحيد  n2[] l¥ )للمعادلة  -- ) 0f x  f. وبالمثل نرى أنّ التابع =

ln2متزايدٌ تماماً على  [] ,- ينتمي إلى  bويغير إشارته على هذا المجال فيوجد جذر وحيد  ¥+
ln2 [] ,- )للمعادلة  ¥+ ) 0f x (0). وأخيراً لمّا كان = 0f 0b استنتجنا أنّ  = =.  

  ّ1 نلاحظ أن( 1) 2 1 0f e-- = - )2و  > 2) 2 0f e-- = > ،
2إذن  1a- < < -.  
 تابع الf  و 0تابعٌ مستمرٌ ينعدم فقط عندa فهو يحافظ على ،

}\إشارة ثابتة على كل مجال من  ,0}a وتحديداً لدينا ،  
0

( ) 0 0

x

f x

a- +¥

+ +¥ -

¥

+ +¥
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    لنتعلمّ البحث معاً 

  مماسات مشتركة 
بالترتيب. أَيقبل هذان  lnوغاريتمي لوال expالخطان البيانيان للتابعين الأسي  L و E ليكن

  الخطان مماسات مشتركة ؟
   ّنحو الحل   

    لنرسم الخطينE و L  ثم لنتأملهما. كم مماساً مشتركاً لهذين الخطين برأيك؟ حاول أن ترسم
  مماسين مشتركين أترى غيرهما ؟

    ًلنتأمّل مماساET  يمسE  في النقطة( , )aA a e ًومماسا ،LT  يمسL  في النقطة( , ln )B b b ،
0b  ثم لنبحث عن الشروط على .a وb  التي يجب أن يحققاها كي ينطبق المستقيمانET 
  .LTو
0xاكتب بالصيغة  .1 ya b g+ +   .LT وأخرى للمستقيم ETمعادلةً للمستقيم  =
  أثبت إذن أنَّ العبارتين الآتيتين متكافئتان: .2

  المستقيمانET  وLT        منطبقان  ab e-=  1و

1
a a
e

a
- -

=
+

   

    يبقى علينا معرفة إن كان ثمة عدد حقيقيa  ّ1ق يحق

1
a a
e

a
- -

=
+

هذه المعادلة جبرياً. . لا تُحل 

}\على  معرفال f تابعال هذا يدفعنا للتفكير بدراسة 1}-  1وفق
( )

1
x x

f x e
x

- -
= -

+
.  

  .ونظِّم جدولاً بها fادرس تغيرات  .1

)استنتج أنَّ للمعادلة  .2 ) 0f x  .2aو 1a ين فقطحلّ  =
 أثبت أنّ  .3

1
( ) ( ) 0

1
xx

f x e f x
x

+
- + ⋅ =

-
,1}في حالة   1}x Ï -  

1ثمُّ بين أنّ  2a a= -.  
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

   
 رة عمّا نريد البحث عنه.هذه محاولة مطلوبة من القارئ، الهدف منها إعطاء فك  

  الحل
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 .1  معادلةET  هي( )a ay e e x a= + 1)أو - ) 0a ae x y e a- + - هي  LT. ومعادلة =
1

ln ( )y b x b
b

= + 1أو -
ln 1 0x y b

b
- + - =.  

   انإذا تناسبت أمثالهما، أي إذا تحقق الشرط ETو LTوعليه ينطبق المستقيمان  2.
1ae
b

1)و = ) ln 1ae a b- = -  
lnbولكنّ المساواة الأولى تقتضي  a= )فتصبح الثانية  - 1) 1aa e a-+ = 1aولأنّ  - = ليس  -
  : إذا وفقط إذا تحقق الشرطان ينطبقان ETو LTن يالمستقيم حلاً لهذه المعادلة استنتجنا أنّ 

1

1
a a
e

a
- -

=
+

abو  e-=.  

 .1  ّمن الواضح أنlim ( )
x

f x
¥-

= limو ¥+ ( ) 1
x

f x
¥+

= يقبل مقارباً  fفالخط البياني للتابع  -
1yالمستقيم الذي معادلته  =   . وكذلك ¥+في جوار  -

( 1)
lim ( )

x
f x

+ -
= و ¥+

( 1)
lim ( )

x
f x

- -
= -¥  

1xفالمستقيم الذي معادلته  =   . وعلاوة على ذلك لديناfمستقيم مقارب شاقولي للخط البياني للتابع  -

2

2
( )

( 1)
xf x e

x
-¢ = - -

+
  

fفالتابع    :سالبٌ دوماً، ومنه جدول التغيرات الآتي ¢

  
[نستنتج من جدول التغيرات أنّ التابع متناقص تماماً على  2. , 1[-¥ ويغير إشارته على هذا المجال  -

[ينتمي إلى  1aفيوجد جذر وحيد  , 1[-¥ )للمعادلة  - ) 0f x  متناقصٌ  f. وبالمثل نرى أنّ التابع =
[تماماً على  1, [- [ينتمي إلى  2aويغير إشارته على هذا المجال فيوجد جذر وحيد  ¥+ 1, [- +¥ 

)للمعادلة  ) 0f x )إذن تقبل المعادلة . = ) 0f x   .2aو 1aحلين هما  =
}نفترض أنّ  3. 1,1}x Ï   ونحسب -

1 1 1 1
( ) ( )

1 1 1 1
1 1

0
1 1

x x x x

x x

x x x x
f x e f x e e e

x x x x
x x

e e
x x

-æ ö æ ö+ - - + -÷ ÷ç ç- + ⋅ = - + ⋅ -÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç- - + - +è ø è ø
+ +

= - + - =
- -

  

)(1وعليه نستنتج من كون  0f a )1أنّ  -وبالاستفادة من المساواة السابقة-   = ) 0f a- ولكن  =
1 1, []a- Î - 1لأنّ  ¥+ 1a < )جذر للمعادلة  -1aو 2a، وعلى هذا، كلٌّ من - ) 0f x في  =

[المجال  1, [- 2، ولأننا أثبتنا أنّ لهذه المعادلة جذرٌ وحيدٌ في هذا المجال استنتجنا أنّ ¥+ 1a a= -.  

1

( )

( ) 1

x

f x

f x

- - +¥
¢ - -

+¥ - -

¥

¥ +¥ 
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  تابع القوّة  
,0[المعرّف على  Paعدداً حقيقياً غير معدوم. نهدف إلى دراسة التابع  aليكن  بالصيغة  ¥+]

( )P x xa
a=.  
   ّنحو الحل   

    ّتذكّر أنln( ) xP x eaa )من النمط  Paفالتابع  = )u xx e  حيثn( l) xu x a=.   
  .Pa، واستنتج جهة اطراد u، جهة اطراد التابع aتِبعاً لإشارة عيّن،  .1
0aوبيّن أنّه في حالة  . عند طرفي مجموعة تعريفه Paنهاية  aتِبعاً لإشارة ادرس  .2 يمكننا  <

(0)أن نعرّف  0Pa ]فنحصل على تابع مستمرّ على  = 0,  في هذه الحالة. ¥+]
  

   اشتقاقية التابع لندرسPa.  
,0[اشتقاقي على  Paأثبت أنّ  .1 1Pوأنّ  ¥+] Pa aa -¢ أو كما جرت العادة أن نكتب  =

1( )x xa aa -¢ =. 
0نفترض أنّ  .2 1a< (0) . وأنّنا عرّفنا في هذه الحالة> 0Pa . احسب نهاية نسبة التغير =

( ) (0)
( )

P x P
x t x

x
a a-

= عند الصفر. ماذا تستنتج ؟ 
1أعد السؤال السابق في حالة نفترض أنّ  .3 a<  . 
  أثبت P P Pa b ab= 1. وبوجه خاص/P a  هو التقابل العكسي للتابعPa.  في حالة عدد

 nx/1لى ، ونرمز عادة إnتابع الجذر من المرتبة  nP/1التابع  نسمّي n طبيعي موجب تماماً 
nبالرمز  x ،فيكونnx x  التقابل العكسي للتابعnx x  0[المعرّفين على المجال, [+¥.  

  ين الأسّي واللوغاريتمي.مقارنة تابع القوّة بالتابع   

 13

exp

ln

1
a

2
a x

y



 

300  

0aأثبت أنّه في حالة  .1 ln يكون  <
lim 0
x

x

xa+¥
)و     = )

0
lim ln 0
x

x xa


=. 

0aأثبت أنّه في حالة  .2 lim يكون  <
x

x

e

xa+¥
= )و   ¥+ )lim 0x

x
x ea

¥

-

+
=.  

  الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة. أنجزِ 

   
 .1  0التابع اللوغاريتمي متزايدٌ تماماً إذن في حالةa lnxيكون  < xa  ّمتزايداً تماماً، ومن ثَم

:lnيكون  xP x eaa   0ايداً تماماً. أمّا في حالة متزa lnxفيكون  > xa  متناقصاً تماماً، ومن
:lnثَمّ يكون  xP x eaa   .ًمتناقصاً تماماً أيضا  

0aفي حالة  2. limلدينا  > ln
x

xa
+¥

= و ¥-
0

lim ln
x

xa


=   ومن ثَمّ  ¥+
lim ( ) 0
x

P xa+¥
و    =

0
lim ( )
x
P xa

= +¥  
0aفي حالة  و limلدينا  < ln

x
xa

+¥
= و ¥+

0
lim ln
x

xa


=   ومن ثَمّ  ¥-
lim ( )
x

P xa+¥
= و    ¥+

0
im ( ) 0l
x
P xa

=  
(0)فإذا عرّفنا في هذه الحالة  0Pa كان  =

0
lim ( ) (0) 0
x
P x Pa a

= مستمراً على  Paوصار  =
[0,   في هذه الحالة. ¥+]

 .1  التابع: ( ) lnu x u x xa=  0[اشتقاقي على, )إذن التابع  ¥+] )u xx e  أيضاً اشتقاقي
  على المجال ذاته ومشتقه

ln ln ln ln ( 1)ln
1( ) ( ) ( )x x x x xP x u x e e e e e P x

x
a a a a

a a
a

a a a- -
-¢ ¢= = = = =  

0في حالة  2. 1a<   لدينا >
1( ) (0)

( )
P x P

t x x
x

aa a --
= =  

1 ولأنّ  0a - نستنتج أنّ  >
0

lim ( )
x
t x


= ، فالتابع ليس اشتقاقياً في هذه الحالة عند الصفر، ولكن ¥+

  .(0,0)لخطه البياني مماس شاقولي في النقطة 
1aأمّا في حالة  3.   دينافل <

1( ) (0)
( )

P x P
t x x

x
aa a --

= =  
1ولأنّ  0a - نستنتج أنّ  <

0
lim ( ) 0
x
t x


في هذه الحالة اشتقاقي عند الصفر ومشتقه  Pa، فالتابع =

)1معدوم عند الصفر. أي تبقى العلاقة  )x xa aa -¢ ,0]الحالة على صحيحة في هذه  = [+¥.  
  0في حالةx   لدينا <
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( ) ( )ln( ( )) exp ln( ) exp ln ( )xP P x e x P xb
a b aba ab= = =  

)وهي تكتب بالصيغة المألوفة  )x xb a ab=.  
0aفي حالة   lnلدينا  < 1 lnx x

x x

a

a aa
= lim، ولكن ⋅

x
xa

+¥
= lnو ¥+

lim 0
X

X

X+¥
  إذن  =

ln
lim 0
x

x

xa+¥
= .  

lnوكذلك لأنّ  
ln

t
x x

t
a

a
= 1حيث  -

t
x

استنتجنا أنّ  =
0

ln
lim ln lim 0
x t

t
x x

t
a

a +¥
= - =.  

limجهة أخرى نعلم أنّ  ومن
x

x

e

x+¥
= 0a الةح إذن في ¥+ لدينا أيضاً  <

/

lim
x

x

e

x

a

+¥
= +¥ ،

limولأنّ  ( )
X

P Xa+¥
= استنتجنا أنّ  ¥+

/

lim
x

x

e

x

aa

+¥

æ ö÷ç ÷ = +¥ç ÷ç ÷çè ø
limوهذا يكافئ  

x

x

e

xa+¥
= +¥ .

limأو  0
xx

x

e

a

+¥
=.  
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       الأمامإلى قدُُماً 

  حل كلاً من المعادلات أو المتراجحات الآتية:  

3 2 2 2 2 2

3 1 2 1 1
2

2 1 2

1
1 2

1
( 1) 4 5

1 2
4 5 0

1 2
3 2 0

x
x

x x

x x x x x

x x
x x x

x x

x x

e e
e e

e e
e e e e e e

e e
e e e

e e
e e e

-

+ -

+ + +

+

-
+ = + = -

-
- - = + £

- -
+ - =

+ +
- + =





 



 



  

   
{0,1} ln2

2 ] ln2,0[

ln 3 0

{1,1 ln2}

x x

x x

x x

x

Î = -
= Î -
> =

= +



 



 



   

  في كل حالة آتية، جد الحل المشترك لجملة المعادلتين.  
4

2
3 2

1 11 1

3 2 0 2 2 4

x y x y

x y
x y

x y e e e e
eee e e xy e e e

+

ì ìï ïì ï ï+ =ï = - =ï ïïí í íï ï ï- - =ï ï ï= - + = +î ï ïî î

    

   
1
2

( , ) (2, 1) ( , ) {( 1,2),{ , 4} ( , ) (ln2,1)x y x y x y= - Î - - =    

1وفق  المعرف على  f الخط البياني للتابع  ليكن  
( ) ( )

2
x xf x e e-= -.  

.a   بيّن أنّ التابعf  ،ادرس تغيرات فرديf  وارسم.  
.b   اكتب معادلة المماسd  للخط النسبي للخط  في المبدأ، وادرس الوضع  والمستقيمd.  
.a   ليكنm  عدداً حقيقياً. أثبت أنَّ للمعادلة( )f x m= حلاً وحيداً في  ليكن .a  هذا

  الحل.
.b   أثبت أن المعادلة( )f x m=  2تكافئ 2 1 0x xe me- - ، ثم استنتج أنَّ =

2ln( 1)m ma = + +.  

  الحل   
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.a   التابع معرّف على كامل 1، لدينا 1
2 2

( ) ( ) ( ) ( )x x x xf x e e e e f x- -- = - = - - = - ،
  فالتابع فردي. وخطه البياني متناظر بالنسبة إلى المبدأ.

limولأنّ  x

x
e

+¥
= limو ¥+ 0x

x
e

-¥
  استنتجنا أنّ  =
lim ( )
x

f x
+¥

= limو ¥+ ( )
x

f x
-¥

= -¥   
1من ناحية أخرى، لدينا 

2
( ) ( )x xf x e e-¢ = وهو موجبٌ تماماً  +

  متزايدٌ تماماً وله جدول التغيرات الآتي: f، فالتابع على 
0

( )

( ) 0

x

f x

f x

- +¥
¢ + +

-¥ +

¥

¥ 
  

  .الشكل المجاور خطه البياني  ونجد في
   

.b   (0)لمّا كان 0f (0)و = 1f ¢ y، استنتجنا أنّ معادلة المماس في المبدأ هي = x= وإذا عرّفنا ،
( ) ( )g x f x x=   استنتجنا أنّ  -

( )

( )
2

2

1
( ) ( ) 1 2

2
1 ( 1)

2 1
2 2

x x

x
x x

x x

g x f x e e

e
e e

e e

-¢ ¢= - = + -

-
= - - =

  

)هذا يبرهن أنّ التابع  )g x¢  موجبٌ على  0ولا ينعدم إلا عندx متزايدٌ تماماً، ولأنّ  g. فالتابع =
(0) 0g )استنتجنا أنّ إشارة  = )g x  تتفق مع إشارةx فالخط البياني .  يقع فوق المماس في المبدأ

,0[على  [وتحته على  ¥+] , 0[-¥.   
.a   لمّا كانf  متزايداً تماماً على مستمراً و  كان وlim ( )

x
f x

+¥
= limو ¥+ ( )

x
f x

-¥
= -¥ ،

)استنتجنا أنّ  )f =  فمهما كانت قيمة ،m ن م  كان للمعادلة( )f x m=  ٌّفي  حل  وهذا
  هذا الحل. aليكن  مطردٌ تماماً. fالحل وحيدٌ لأنّ التابع 

.b  المعادلة ( )f x m=  2تكافئx xe e m-- 2أو  = 2 1 0x xe me- -   وأخيراً  =
2 2{ 1, 1}xe m m m mÎ - + + +  

2ولكن  01m m- + ون ، إذن لا بدّ أن يكxeفلا يمكن أن يكون مساوياً للمقدار الموجب تماماً  £
2 1xe m m= + )2lnأو  + 1)x m m= + )2ln. هذا يبرهن أنّ + 1)m ma = + +.   
  .sinhورمزه  hyperbolic sineتابع الجيب الزائدي  :يسمى هذا التابع :ملاحظة

x

y

O



1

1
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)وفق  {0}\المعرف على  fالخط البياني للتابع  ليكن   ) ln| |xf x e x=  g. وليكن +

)وفق  التابع المعرف على  ) 1xg x x e= +.  

  ادرس تغيراتg  واستنتج إشارة( )g x

x
  .{0}\على  

  ادرس تغيراتf  وارسم الخط.  
  أثبت أنَّ المعادلة( )f x m=  تقبل حلّين مختلفين أياً يكنm  من.  

   
  لمّا كانlim 0x

x
xe

¥-
limأنّ  تجنااستن = ( )

x
g x

+¥
= limو ¥+ ( ) 1

x
g x

-¥
. وكذلك نلاحظ أنّ =

( ) ( 1)xg x e x¢ = )إذن إشارة  + )g x¢   تتفق مع إشارة( 1)x    :gومنه جدول التغيرات الآتي للتابع  +

1

1

( )

( ) 1 1

x

g x

g x e-

¥- - +¥
¢ - +

- +¥ 

  

). ينتج من ذلك أنّ إشارة موجبٌ تماماً على  gإذن التابع  )g x

x
  .*على  xتتفق مع إشارة  

  هنا لدينا( ) ln( )xf x e x= 0xفي حالة  + limإذن  < ( )
x

f x
+¥

=  ،. ومن ناحية أخرى¥+
)لدينا   ) ln( )xf x e x= + 0xفي حالة  - limإذن  > ( )

x
f x

-¥
=   أيضاً. ¥+

فلدينا  أمّا عند الصفر،
0

lim ln| |
x

x


= إذن  ¥-
0

lim ( )
x
f x


= . فمحور التراتيب الذي معادلته ¥-

0x   .fللتابع  مستقيم مقارب للخط البياني  =
  نلاحظ أيضاً أنّ 

1
: 0

( )
1

: 0

x

x

e x
xf x

e x
x

ìïï + >ïï¢ = íï -ï + <ïïî -

   

)إذن  )
( )

g x
f x

x
¢ ولقد درسنا سابقاً إشارة  .*من  xأياً كانت  =
  هذا المقدار لنجد:

  
  ومنه الخط البياني المبين في الرسم المجاور.

0

( )

( )

x

f x

f x

- +¥
¢ - +

+¥ - - +

¥

¥ ¥ ¥ 
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 من جدول التغيرات أنّ  نستنتج, 0( [)]f -¥ =  والتابع ،f  مستمرٌ ومتناقصٌ تماماً على
] , )فللمعادلة  m. إذن مهما كان ¥-]0 )f x m=  ٌحلٌّ وحيدa  في المجال] , . وبالمثل نستنتج ¥-]0

,0[)]من جدول التغيرات أنّ  )f +¥ =  والتابع ،f  0[مستمرٌ ومتزايدٌ تماماً على, . إذن مهما ¥+]
)فللمعادلة  mكان  )f x m=  ٌحلٌّ وحيدb  0[في المجال,  من  m. وعليه، مهما كان ¥+]

)فللمعادلة  )f x m=  ّسالبٌ تماماً.ن حقيقيان أحدهما موجبٌ تماماً والآخر حلا  
  

)2المعرف وفق  fالخط البياني للتابع  ليكن    ) ln( 1)x xf x e e= - +.  
  ّق من كلٍ من المقولات الآتية: تحق  

.a  f  ّف على معر.  
.b  يكتب ( )f x  2بالصيغة( ) 2 ln(1 )x xf x x e e- -= + - +.  
.c   المستقيمd  2الذي معادلتهy x=  مقارب مائل للخط.  
.d   الخط  ًيقبل مماساً وحيدا D .موازياً محور الفواصل  
  ادرس تغيراتf  جدولاً بها.ونظّم  
  اكتب معادلة المماس  للخط البياني  منه. 0في النقطة التي فاصلتها  
  من كلاًّ ارسم d وD و ثم ارسم ، .في المعلم ذاته  
  

   
.a   ّ2نلاحظ أن 21 3

2 4
1 ( ) 0x x xe e e- + = - + 2فالمقدار  < 1x xe e- تماماً مهما موجب  +

  .معرّف على كامل  f، والتابع xكانت قيمة 
.b   ّ2لأن 2 21 (1 )x x x x xe e e e e- -- + = - )2إذن  - ) 2 ln(1 )x xf x x e e- -= + - +.  
.c  2ع بوض( ) ( ) 2 ln(1 )x xg x f x x e e- -= - = - limنلاحظ أنّ  + ( ) ln(1) 0

x
g x

+¥
= لأنّ  =

lim 0x

x
e-

+¥
2yالذي معادلته  d. نستنتج أنّ المستقيم = x=  مستقيم مقارب للخط البياني للتابعf 
  .¥+وار في ج
.d   ّنجد بحساب بسيط أن

2

(2 1)
( )

1

x x

x x

e e
f x

e e

-¢ =
- +

)إذن   ) 0f x¢ 1إذا وفقط إذا كان  =
2

xe أو  =

ln2x = -.  
  لمّا كان( ) 2 ( )f x x g x= c.معرّف في  gحيث  +   ّاستنتجنا أنlim ( )

x
f x

+¥
= . ولقد ¥+

2yالذي معادلته  dالمستقيم وجدنا أنّ  x=  للتابع مستقيم مقارب للخط البيانيf  في جوار+¥.  

  الحل
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limولأنّ  0x

x
e

-¥
limاستنتجنا أنّ  = ( ) ln(1) 0

x
f x

-¥
= ، إذن محور الفواصل الذي معادلته =

0y    .¥-في جوار  fللخط البياني للتابع مستقيم مقارب  =
)علاوة على ما سبق، لقد رأينا أنّ  )f x¢  يحافظ على إشارة ثابتة على كل من المجالين, n2[] l¥ -- 

[و ln2, [-   ، ومنه جدول التغيرات الآتي:¥+

( )3
4

ln2

( )

( ) 0 ln

x

f x

f x

- - +¥
¢ - +

+

¥

¥ 
  

  (0)هنا 0f (0)و = 1f ¢ yهي  0في النقطة التي فاصلتها  إذن معادلة المماس  = x=.  
 م.الرس  

  
  

*التابع المعرف على المجال  f ليكن  
+  وفق( ) (3 ln )xf x e x-= +.   

  ادرس تغيرات: ( )xg x e f x¢.  
  استنتج دراسة تغيراتf.  

   
  ّ1نلاحظ أن

( ) ( ) 3 lnxg x e f x x
x

¢= = - -   ولدينا. +
lim ( )
x

g x
+¥

= و ¥-
0

lim ( )
x

g x
+

= +¥  
0xادلته فمحور التراتيب الذي مع . ومن ناحية أخرى، نلاحظ gمستقيم مقارب للخط البياني للتابع  =

*يساوي مجموع تابعين متناقصين تماماً على  gأنّ 
+ 1 هما

3x
x

- + وlnx x- فالتابع ،g 
*متناقصٌ تماماً على 

+ ومنه جدول التغيرات الآتي للتابع .g.  

  
0

( )

x

g x

+¥
+¥ -¥
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,0[متناقص تماماً ويغير إشارته على المجال  gنلاحظ بوجه خاص أنّ التابع المستمر  ، فيوجد ¥+]
)للمعادلة  aحلّ وحيد  ) 0g x )ويكون  = ) 0g x ,0[على  < [a و( ) 0g x [على   > [,a وكذلك  .¥+

(0.4)نلاحظ أنّ  0.416 0g » (0.5)و < 0.307 0g » - ,0.4[إذن  > 0.5[a Î ويمكن أن نعتبر ،
0.45a ».  
  لدراسةf  ّنلاحظ أولاً أن

0
lim ( )
x
f x


= 0xفمحور التراتيب الذي معادلته  ¥- مستقيم مقارب  =

ln. ومن ناحية أخرى fللخط البياني للتابع 
( ) 3 x

x

x x
f x e

xe
-= + limونعلم أنّ  ⋅ 0

xx

x

e¥
= 

lnو
lim 0
x

x

x¥
limإذن  = ( ) 0

x
f x

+¥
0y. فمحور الفواصل الذي معادلته = مستقيم مقارب للخط  =

  .fالبياني للتابع 
)ومن ناحية أخرى،  ) ( )xf x e g x-¢ ومنه جدول التغيرات  في الطلب السابق، gقد درسنا إشارة كنا ، و =

  :fالآتي للتابع 

  
)حيث  ) 1.4f a يقطع  fللتابع  ونلاحظ أنّ الخط البياني  .«

)3محور الفواصل عند  , 0)e-الرسم البياني للتابع  ه. ومنf.  
  
  

1بالصيغة  {1}\المعرف على  fادرس تغيرات التابع   
( ) exp

1

x
f x

x

æ ö+ ÷ç= ÷ç ÷÷ç -è ø
وارسم خطه  

  البياني.

   
 لمّا كان  

1
lim 1

1x

x

x¥-

+
= -

-
1و 

lim 1
1x

x

x¥+

+
= -

-
و

1

1
lim

1x

x

x-

+
= +

-
و ¥

1

1
lim

1x

x

x+

+
= -

-
¥  

  أنّ  استنتجنا
1lim ( )

x
f x e

¥

-

-
1limو = ( )

x
f x e

¥

-

+
و=

1
lim ( )
x

f x
-

= و ¥+
1

lim ( ) 0
x

f x
+

=  
1yنستنتج أنّ المستقيم الأفقي الذي معادلته  e-=  مستقيم مقارب للخط البياني  للتابعf ّوكذلك أن .

1xالمستقيم الذي معادلته    نقطة مقاربة. (1,0)، وأخيراً أنّ النقطة مستقيم مقارب للخط البياني  =

  الحل
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0

( ) 0

( ) ( ) 0

x

f x

f x f

a

a

+¥
¢ + -

-¥  

x

y

O
1

1

a
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  1من ناحية أخرى التابع

1

x
x

x

+
-

  متزايدٌ تماماً على كل من المجالين] ,1[و ¥-]1, وعليه  ¥+]
[متزايداً تماماً على كل من المجالين  fيكون التابع  ,1[و ¥-]1, ، لأنّ التابع الأسي متزايدٌ ¥+]
 . ومنه جدول التغيرات الآتي:تماماً على 

  
 الرسم: 

 

  
)وفق  المعرف على  fهو الخط البياني للتابع  ليكن   ) ln( 1)xf x e-= +.  

.a   جد نهايةf هل يقبل الخط ¥+وعند  ¥-د عن . مقاربات غير مائلة؟  
.b   َّأثبت أن( ) ln( 1)xf x x e= - + +.  
.c   استنتج أنَّ الخط يقبل مقارباً مائلاً، وليكن d في جوار ،-¥ .  
 ادرس تغيرات f ارسم في معلمٍ واحد ثمُّ  ،ونظِّم جدولاً بهاd  ثم.  
  نرمز إلى نقاط  على التوالي بالرموز  -1و 1و 0التي فواصلهاA وB وD َّأثبت أن .

)يوازي المستقيم  Aفي  مماس  )BD.  

   
  لمّا كانlim 0x

x
e

¥

-


limأنّ  نااستنتج = ( ) ln(1) 0

x
f x

¥
= يقبل  fللتابع  فالخط البياني  =

0yمحور الفواصل الذي معادلته  limمقارباً أفقياً. وكذلك  = x

x
e

¥

-

-
= إذن  ¥+

lim ( )
x

f x
¥-

= 1كن . ول¥+ (1 )x x xe e e- -+ = )إذن  + ) ln(1 )xf x x e= - + ، ومنه +
( )lim ( ) ln(1) 0

x
f x x

-¥
+ = yالذي معادلته  d. هذا يبرهن أنّ المستقيم = x= مستقيم مقارب  -

  .¥-في جوار  fللتابع  للخط البياني 

1 1

1

( ) 0

x

f x e e- -+¥ 
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  1التابع
1x

x
x e

e
- = +  تابعٌ متناقصٌ تماماً، والتابع

ومنه جدول  متناقص تماماً. fاللوغاريتمي متزايدٌ تماماً إذن التابع 
  تي:لتغيرات الآا

( ) 0

x

f x

-¥ +¥
+¥ 

  

 ميل المماس    0)في النقطة, ln(2))A  1يساوي
2

(0)f ¢ = ). وميل المستقيم - )BD يساوي  
1(1) ( 1) 1 1 1 1 1

ln ln
1 ( 1) 2 1 2 2

f f e

e e

- æ ö- - + ÷ç= = = -÷ç ÷÷ç- - + è ø
  

)و كان للمستقيمين ولمّا  )BD الميل نفسه استنتجنا توازيهما: ( )BD .  
  محل هندسي 

1نتأمّل التابعين  : xf x e 2و : xf x e-1انيان ، وخطاهما البي 2و  في معلمٍ متجانس
( ); ,O i j

  . المستقيم المرسوم من يقطع( , 0)A m 1 الخطين موازياً محور التراتيب 2و  فيM 
  . بالترتيب.Nو
  1ارسم 2و.  
 1الرمزين ب نرمزT  2وT 1مماسي  إلى 2و  فيM وN معادلةً لكل من  اكتب  .بالترتيب

1T  2وT. 1أنَّ  واستنتجT 2 وT ن.امتعامد  
 ي تأثبت أنَّ إحداثيP ، 1نقطة تقاطعT 2وT ، 2هما

,
m m

m m m m

e e
m

e e e e

-

- -

æ ö- ÷ç ÷-ç ÷ç ÷ç + +è ø
.  

 لتكن النقطة I  منتصف القطعة[ ]MN.  
.a  احسب، بدلالة m إحداثيي النقطة ،I.  
.b   جدG ي للنقطة المحل الهندسI  عندما تتحولm في .  
.c   ارسم مجموعة النقاطI  1في المعلم الذي رسمت فيه الخطين 2و.  
.a  احسب، بدلالة m مركبات الشعاعين ،IP


APو 


.  

.b   استنتج أنَّ المستقيم( )IP  مماس للخطG  في النقطةI وأنَّ الطول ،AP .ثابت  

   
  ّ2تذكّر أن 1 نظير تيب. بالنسبة إلى محور الترا  
  إحداثيّتاM  هما( , )mm e  وإحداثيّتاN  هما( , )mm e-.  

  1معادلة المماسT  1للخط  فيM  هي( )m my e e x m= + -.  
  2معادلة المماسT  2للخط  فيN  هي( )m my e e x m- -= - -.  
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، -1وجداء ضرب هذين الميلين يساوي  --meيساوي  2Tوميل  meيساوي  1Tميل وعلى الخصوص 
  فالمماسان متعامدان.

  إذا كانت( , )P x y  1هي نقطة تقاطع المستقيمينT 2وT كان  
( )

( )

m m

m m

y e e x m

y e e x m- -

ìï = + -ïïíï = - -ïïî
  

  بالحل المشترك نجدو 
m m

P m m

e e
x m

e e

-

-

-
= -

+
2و    

P m m
y

e e-
=

+
  

  لمّا كانتI  منتصف[ ]MN  ّاستنتجنا أن  

Ix m=    و
2

m m

I
e e

y
-+

=  

)للتابع   Gالخطّ البياني  Iترسم  في  mوعليه عندما تتحوّل  )
2

x xe e
x g x

-+
=.  

)متناظرٌ بالنسبة إلى محور التراتيب، وكذلك فإنّ  Gزوجي، إذن  gالتابع  )g x¢  0[موجب على, [+¥ 
,0]متزايدٌ تماماً على  gفالتابع    .2و 1فبسيط استناداً إلى رسم الخطين البيانيين  gأمّا رسم  . ¥+]

  ّنجد بحساب بسيط أن  

( )

( )
2

2
, ,

( )
, ,

2( )

m m

P M p M m m m m

m m m m

P I p I m m m m

e e
AP x x y y

e e e e
e e e e

IP x x y y
e e e e

-

- -

- -

- -

æ ö- ÷ç ÷= - - = -ç ÷ç ÷ç + +è ø
æ ö- - ÷ç ÷= - - = - -ç ÷ç ÷ç + +è ø



  

IPنحسب من 


)ميل المستقيم   )IP فنجد  
2( )

22( )

m m m m m m

m m m m

e e e e e e

e e e e

- - -

- -

- + -
⋅ =

+ -
  

)اوي فيس mالتي فاصلتها  Iفي النقطة  Gللمنحني  Tأمّا ميل المماس  )
2

m me e
g m

--¢ = ،

)نستنتج أنّ كلا المستقيمين  )IP وT  يمران بالنقطةI  ولهما الميل نفسه
2

m me e-- .فهما منطبقان  
  ومن جهة أخرى نحسب

2 2 2 2
2

2

2 2
1

( )

m m m m

m m m m m m

e e e e
AP

e e e e e e

- -

- - -

æ ö æ ö- + +÷ç ÷ç÷= + = =÷ç ç÷ ÷ç ÷ç÷ç è ø+ + +è ø
  

  .mيبقى ثابتاً عندما تتحوّل  APفنجد أنّ طول 
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)0من المتتاليات  ابحث عن نهاية كلٍّ   )n nu   الآتية: ³

2

2

2

1 12
1

1/

1
ln(2 )

(1 ) 3

1
1 ( 1)

n n
n

n n n n

n
n n n

n n n

e e
u e u u

n e

u u n e u e
n

-
-

-

- -

+
= + = =

+ +
æ ö÷ç= + = - =÷ç ÷÷çè ø

  

  

  

   

2

1
lim ln(2) lim lim

3

lim lim 1 lim

n n n
n n n

n n n
n n n

u u u

u e u u e

¥ ¥ ¥

¥ ¥ ¥

= = + =

=

¥

= =
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  n المشتق من المرتبة 

)2التابع المعرف وفق  fليكن  ) ( 1) xf x x x e= + f(1)ولتكن  .- f= f(2)و  ¢ f  f(3)و =¢¢
)و و )nf  الية للتابع و المشتقات المتf ( 1)n ³.  
  (1)احسب( )f x  (2)و( )f x.  

.a   َّأثبت أن( ) 2( ) ( )n x
n nf x x a x b e= + 1مع  + 2n na a+ = 1nو  + n nb b a+ = +.  

.b   َّاستنتج أنna  وnb .أعداد عادية  
  في هذا السؤال نريد كتابةna  وnb  بدلالةn .  

.a   أثبت أنَّ المتتالية( )na  كتابة حسابية. استنتجna  بدلالةn.  
.b   ّ1ق من أنَّ تحق 2 2 1n n nb a a a a- -= + + + + ) أياً يكن( 1n ثم استنتج كتابة  ³
nb  بدلالةn.  

   
 : هذا حساب بسيط  

2

(1) 2

(2) 2

( ) ( 1)

( ) ( 3 )

( ) ( 5 3)

x

x

x

f x x x e

f x x x e

f x x x e

= + -

= +

= + +

  

  الخاصة( )E n : هي  
)يحققان  nbو naيوجد عددان ” ) 2( ) ( )n x

n nf x x a x b e= +   .“xأياً كان  +
1صحيحة حيث  E(1)يبيّن ما سبق أنّ   3a 1و = 0b 2صحيحة حيث  E(2) ، وكذلك= 5a = 
2و 3b ). وإذا افترضنا أنّ = )E n أنّ  صحيحة استنتجنا  

( )

( )

( 1) ( ) 2 2

2

2

1
2

1

2

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) (2

) ( )

(

)

(

)

n n x x
n n n n

x x
n

x

x
nn

n

n nn

n

a x

f x f x x a x b e x a x b e

x a x b e

a b

b

x a e

x

x a

e

x e+

+

+

¢ ¢ ¢= = + + + + +

= +

++

+ + +

= +

+

+

= +

  

)فالخاصة  1)E n 1صحيحة أيضاً حيث  + 2n na a+ = 1nو + n nab b+ = وهذا يثبت صحة  .+
)الخاصة  )E n  أياً كانت قيمةn.  

)لنضع  )E n  دلالة على الخاصّة”na  وnb عددان عاديان“.  

  الحل

 24



  

313  

1وجدنا سابقاً أنّ  1) (( , 3,0)a b )صحيحة. وإذا افترضنا أنّ  E(1)فالخاصة  = )E n استنتجنا  ،صحيحة
1من المساواتين  2n na a+ = 1nو + n nab b+ = )أنّ  + 1)E n +  صحيحة أيضاً، فالخاصة( )E n 

  .nصحيحة أياً كانت قيمة 
  1من المساواة نستنتج 2n na a+ - )1أنّ المتتالية  = )n na  1aوحدها  2متتالية حسابية أساسها  ³

1 من . إذن3يساوي  2( 1)na a n- = 2نستنتج أنّ  - 1na n= +.  
1ونستنتج من المساواة  nn nb b a+ =   أنّ  nياً كانت أ +

1 1

2

4

3

3

1

2

1

2

3

n n n

b a

a

b a

b

b

a

b

b

b

b

- -

- =
- =
- =

- =


   

11وبالجمع نجد  2 1n nb a ab a -+ + +- = .  1ولكن 0b   ومن ثَمّ  =
1 1

1 2 1

2

( 1)
2

3 2 1
( 1) 1

2

n
n

n

a a
b a a n

n
n

a

n

-
-

+
+ + + = -

+ -
= - =

=

-


  

  وهي النتيجة المطلوبة.
  معادلة تفاضلية 
  لتكن( )E  2المعادلة التفاضلية 3 0y y¢ + ). عيّن جميع حلول = )E.  
  لتكن( )E 22المعادلة التفاضلية  ¢ 3 1y y x¢ + = +.  

.a   عيّن كثير حدود من الدرجة الثانيةf  يُحقّق المعادلة( )E ¢.  
.b   بيّن أنّه إذا كانg  حلاً للمعادلة( )E gكان  ¢ f-  حلاً للمعادلة( )E ،وبرهن بالعكس ،

gأنّه إذا كان  f-  حلاً للمعادلة( )E  كانg  حلاً للمعادلة( )E ¢.  
.c   استنتج جميع حلول المعادلة التفاضلية( )E ¢.  

   
  3الشكل القانوني لهذه المعادلة هو

2
y y¢ = 3هي التوابع  وحلولها -

2
x

x ke
-  حيثk Î .  

 2 يكونx ax bx c+ +  حلاً للمعادلة( )E   كان من  xإذا وفقط إذا، مهما كان  ¢
2 2 22( ) 3( ) 1ax bx c ax bx c x¢+ + + + + = +  

3)2 وأ 1) (3 4 ) 2 3 1 0a x b a x b c- + + + + - 171. وهذا يكافئ = 4
3 9 27
, ,a b c= = - . إذن =

2كثير الحدود  171 4
3 9 27

( )x f x x x= - +  ٌّللمعادلة هو حل( )E ¢.  
  نعلم من جهة أولى أنّ 
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22 ( ) 3 ( ) 1 ( )f x f x x¢ + = + *  
)حلاً للمعادلة  gفإذا كان  )E   كان ¢

22 ( ) 3 ( ) 1 ( )g x g x x¢ + = + **  
)وبطرح المساواتين  )و *( )2طرفاً من طرف نجد  **( ) ( ) 3( )( ) 0g f x g f x¢- + - أي إنّ الفرق  =

g f-  حلٌّ للمعادلة( )E .  
g، إذا كانوبالعكس f-  حلاً للمعادلة( )E  2كان( ) ( ) 3( )( ) 0g f x g f x¢- + -   أي =

22 ( ) 3 ( ) 2 ( ) 3 ( ) 1g x g x f x f x x¢ ¢+ = + = +  
)حلٌّ للمعادلة  gأي إنّ  )E ¢.  

)للمعادلة  حلٌّ  gإذن  )E gإذا وفقط إذا كان  ¢ f-  حلاًّ للمعادلة( )E  أي إذا وجدk  في  بحيث
3
2( ) ( )
x

g x f x ke
-- ) أي إنّ مجموعة حلول المعادلة = )E   هي ¢

{ }3
22 171 4

3 9 27
:

x
x x x ke k

-- + + Î   

)نتأمّل المعادلة التفاضلية   )E : 3 2 xy y e-¢ + =.  

  عيّن العددa  ليكون التابعxx ae-  حلاً للمعادلة التفاضلية( )E.  
  ليكنa  العدد الذي وجدناه في وليكن ،g  تابعاً اشتقاقياً على التابع . نعرّف

: ( ) xh x g x ae--  أثبت أنّ التابعg  ٌللمعادلة التفاضلية حل( )E إذا وفقط إذا كان ،
h  ًللمعادلة التفاضلية حلا( )F  :3 0y y¢ + =.  

  حلّ المعادلة التفاضلية( )F مجموعة حلول ، واستنتج( )E.  

   
  يكونxx ae- ادلة حلاً للمع( )E  إذا وفقط إذا، مهما كانx  من كان  

( ) 3( ) 2x x xae ae e- - -¢ + =  
1a أو   = .  
 سبحلن:  

( ) 3 ( ) ( ( ) ) 3( ( ) ) ( ) 3 ( ) 2x x xh x h x g x e g x e g x g x e- - -¢ ¢ ¢+ = - + - = + -  
)حلٌّ للمعادلة  gإذن    )E  إذا وفقط إذا كانh  حلاًّ للمعادلة( )F  :3 0y y¢ + =.  

   مجموعة حلول المعادلة ولكن( )F  3هي{ : }xx ke k- Î  إذن مجموعة حلول المعادلة .
( )E  3هي{ : }x xx e ke k- -+ Î .  
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  .2عدداً طبيعياً أكبر أو يساوي  n ليكن 

.a   1الآتية:  (1)حلّ المعادلة التفاضلية
0y y

n
¢ - =.  

.b   1الآتية:  (2)المعادلة التفاضلية نتأمّل 1

( 1)

x
y y

n n n

+¢ - = -
+

 bو aعيّن عددين  .

)ليكون التابع  )x g x ax b= +  المعرّف على  (2)حلاً للمعادلة.  
.c   أثبت أنّه ليكون تابعh  معرّف على  يلزم ويكفي أن يكون  (2)حلاً للمعادلةh g-  

  . (1)حلاً للمعادلة 
.c   (2)استنتج من ذلك حلول المعادلة.  
.c   ومن بينها عيّن تلك الحلولf  (0)التي تحقق 0f =.  
  نتأمّل التابعnf  المعرّف على  بالعلاقة/( ) 1

1
x n

n
x

f x e
n

= + -
+

.  

.a   ادرس إشارةnf  nfأثبت على الخصوص أنّ التابع  .nf، واستنتج جدول تغيرات التابع  ¢
  موجبة تماماً يطلب تعيينها. Mيبلغ قيمة كبرى 

.b   أثبت أنّ الخط البيانيn  للتابعnf  ًيقبل مُقارباً مائلاnd أعطِ معادلةً للمستقيم .nd .
  .2و 2dوارسم كلاً من 

   
.a   هي  (1)حلول/x nx ke  حيثk  من. 
.b   يكون( )x g x ax b= +  إذا تحقق، مهما كانت قيمة  (2)حلاً للمعادلةx المساواة  

1 1
( ) ( )

( 1)

x
ax b ax b

n n n

+¢+ - + = -
+

  

1ومنه 
1n

a
+

1bو = . فالتابع =
1

( ) 1x
n

x g x
+

= + (2)التفاضلية  حلٌّ للمعادلة.  
.c   ّنلاحظ أن  

1 1 1
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
( ) ( )

( 1)

h g x h g x h x h x g x g x
n n n

x
h x h x

n n n

æ ö÷ç¢ ¢ ¢- - - = - - - ÷ç ÷÷çè ø
+¢= - +
+

  

hإذا وفقط إذا كان  (2)حلّ للمعادلة  hوهذا يبرهن أنّ  g-  ولكن حلول الأخيرة (1)حلاً للمعادلة ،
a.معروفة وقد وجدناها في    إذنh  إذا وفقط إذا وجد عدد  (2)حلّ للمعادلةk  من  يحقق

/( ) ( ) x nh x g x ke-   هي (2). أي إنّ مجموعة حلول xمهما كانت قيمة  =
{ }/1

1
1 :x n

n
x x ke k

+
+ + Î   
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1kوالحل الوحيد الذي ينعدم عند الصفر هو التابع الموافق لقيمة  =   أي -
/( ) 1

1
x nx

x f x e
n

= + -
+

  

  لدراسة التابعnf  ّنلاحظ أنlim ( )n
x

f x
-¥

=   ، ولأنّ ¥-
/ /( ) 1 1

1
x n x n

n
n x

f x e e
n n

-æ ö÷ç= + ⋅ ⋅ - ÷ç ÷÷ç +è ø
  

limنستنتج من  0X

X
Xe-

¥
lim/أنّ  = 0x nx

nx
e-

¥
limومن ثَمّ  = ( )n

x
f x

¥
= -¥ .  

1/من جهة أخرى و  1
( )

1
x n

nf x e
n n

¢ = -
+

)وهو ينعدم فقط في حالة   )1
ln n

n n
x na

+
= ومنه  =

  جدول التغيرات الآتي

( )

( ) ( )

n

n

n n n

x

f x

f x f

a

a

-¥ +¥
¢ + -

-¥ -¥ 
  

)يبلغ قيمة كبرى  nfفالتابع  )nM f a=  على .  
نلاحظ أنّ 

1
0 1n

n+
< 0naإذن  > ]متناقصٌ تماماً على المجال  nfولكن التابع  > [,na إذن  ¥+

( ) (0) 0n nM f fa= >   وأخيراً نلاحظ أنّ  هو مطلوب. موجبة تماماً، كما Mفالقيمة الكبرى  =
1

ln
1 1 1

n n
M

n n n

æ ö÷ç= + ÷ç ÷÷ç+ + +è ø
  

)وأخيراً بوضع  ) /
1

( ) ( ) 1 x nx
n n

h x f x e
+

= - + = lim، نرى أنّ - ( ) 0
x

h x
-¥

فنستنتج أنّ المستقيم  =

nd  1الذي معادلته
1

x
y

n
= +

+
، والخط  ¥-في جوار  nfللتابع  nمستقيم مقارب للخط البياني  

n  يقع دوماً تحتnd  ّلأن( ) 0h x   .على  >
  .2و 2dسم البياني لكل من وفيما يأتي نجد الر 

  

  
  

x

y

O

2d

2


1
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  والتوابع الأصلية التكامل
  
  

  التوابع الأصلية 

  عض قواعد حساب التوابع الأصليةب 

 
   د وخواصهالتكامل المحدّ 

  د وحساب المساحةالتكامل المحدّ 
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+

+

+

  �قاط التعلّم الأساسية في هذه الوحدة
  

اتعريف  -  التوابع الأصلية، والتمكن من بعض طرائق حسا
 بمفهوم التكامل المحدّدصلة التوابع الأصلية  -
  بعض طرائق حساب التكامل المحدّد، وخصوصاً التكامل بالتجزئة -
  التكامل المحدّد وحساب المساحة وتطبيقات أخرى -
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عــــــــــــــــــــــدد    التعلم عنوان الدرس

  الحصص
  التوابع الأصليةلدرس الأول :  ا

  
  

  تعريف وقواعد    
  222تدرب  ص  

  
1+1  

  حساب توابع أصلية  ابع الأصلية لدرس الثا�ي :  قواعد حساب التوا

  227ص  تَدرَّبْ  

1+1  

  الدرس الثالث  :التكامل المحدد  وخواصة 

  

   + حساب التكامل بالتجزئة + تكامل التوابع الكسريةعلاقة شال
   236تدرب ص 

1+1+2+1  

  

  + 9+ مبرهنة 8مبرهنة   التكامل المحدد وحساب المساحة   - الدرس الرابع

  ؟المساحة والتكامل المحدّد ما العلاقة بين  
1+1  
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+

+

+

 

عــــــــــــــــــــــدد    التعلم عنوان الدرس
  الحصص

  حساب مساحة سطح مستوي    ا�شطة 
  مساحة السطح المحصور بين منحنيين  

  حجم مجسمحساب         

1+1  

  2  244ص   تمرينات ومسائل

  2  246ص    م البحث تمرينات ومسائل لنتعل

  3  248ص    تمرينات ومسائل  قدماً إلى الأمام 

  20    مجموع الحصص 

 

  

  2 نشاط

 1 نشاط
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   222صفحة   تَدرَّبْ 

  ّق أنَّ من الحالات الآتية، تحقّ  في كلF  تابع أصلي للتابعf  على المجالI.  
2

2 2

2 4

3

2 2

, , ( ) tan , ( ) tan

, ( ) cos , ( ) cos sin

1 2( 1)
0, , ( ) , ( )

1 2 1
0,1 , ( ) , ( )

( 1) ( 1)

0, , ( ) ln , ( ) ln

1,

I F x x x f x x

I F x x x f x x x x

x
I F x x f x

x x

x
I F x f x

x x x x

I F x x x x f x x

I

p pù é= - = - =ú êû ë

= = = -

æ ö -÷çù é= +¥ = + =÷ç ÷û ë ÷çè ø

- -ù é= = =û ë - -

ù é= +¥ = - =û ë

ù é= +¥û













1
, ( ) ln(ln ), ( )

ln

1
, ( ) ln(1 ), ( )

1

, ( ) 2 , ( )

x
x

x x

F x x f x
x x

I F x x e f x
e

I F x e f x e

= =ë

= = - + =
+

= = =









   

  
Fهذا تمرين بسيط يكفي في كل حالة حساب    .fوالتيقّن أنّه يساوي  ¢

  ّق أنَّ من الحالات الآتية، تحقّ  في كلF وG  لتابعلتابعان أصليان f على المجال  نفسهI.  
2 2

2
2 2 2

2

2 2
5
4

2

2 2

2

7 5 3 1
1, , ( ) , ( )

1 1

1
, , ( ) ( ) tan

cos
4 2 9 2 3 7

, , ( ) , ( )
10 8 4 5

5 3 1
, ( ) ( )

2(

2 cos

1 ) 1

,, ( ) ( ) sin

x x x x
I G x F x

x x

I G x F x x
x
x x x x

I G x F x
x

x

x

x
I G x F x

x x

I G x F x x

p p

+ - + -ù é= +¥ = =û ë - -

ù é= - + = =ú êû ë

- + - - +ù é= +¥ = =ú êû ë - -
+

= = =
+ +

= = =-















  

  
Fهذا تمرين بسيط يكفي في كل حالة حساب  Gو ¢   والتيقّن أنّهما متساويان. ¢
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  أيكون التابعانF وG  الآتيان تابعين أصليين للتابعf  ذاته على؟  
( ) sin(3 ) 2 sinF x x x= )3و    - ) sin 3 sinG x x x= -.  

  

  
  وجب أن يكون ذاته fن للتابع ان أصلياتابع Gو Fإذا افترضنا أنّ 

2

( ) 3 cos(3 ) 2 cos ( )

( ) cos 9 sin cos ( )

F x x x f x

G x x x x f x

¢ = - =

¢ = - =
  

 وعلى الخصوص يجب أن يكون
6 6

( ) ( ) 0F Gp p¢ ¢- وهذا غير صحيح لأننا نجد بحساب بسيط أنّ  =
3 3

6 6 8
( ) ( ) 0F Gp p¢ ¢- = -   إذن الجواب هو لا. .¹

  

 
  227صفحة   تَدرَّبْ 

  ٍّجد تابعاً أصلياً للتابعمن الحالات الآتية  في كل : ( )f x f x  على المجالI.  
3 2

4

3

3 2

2

2 2

2

3
4

[

, 0[

[

, 1[

, ( ) 8 6 2 3

1
]0, , ( )

1 3
] , ( )

1
]1, , ( )

1 2
2 1

] , ( )
( )
4 2

]1, , ( )

5
] , ( )

4 3
3 1

]0, , ( )
2

]

[

, [

[

,2[ ( )

I f x x x x

I f x
x

I f x x
xx

I f x
x x

x
I f x

x x
x

I f x
x x

I f x
x
x

I f x
x

I f x

= = + - +

= + =

= - = + -

= + =
- +

+
= - =

+
-

= + =
-

= - =
-
+

= + =

¥
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33

4
3

2

3

2

2

2

( ) ( )

3 3
( ) ( )

4 2
1

( ) 4 ( )

3 1 5
( ) ln ( ) ln(3 4 )

2 2 4
3 7

( ) ln(2 1) ( ) 3 ln(2

1
2 2 3

3
1 3

1

)
2 4

F x F x

F x F x x

F x x x F x
x x

F x x x F x x

F x x x F x x

x x x x
x

x x
x

x

x

= =

= =

= - = -

- + - +

+

= + = -

= +

- +

⋅ -

+

= + -

-

 

 

 

 

 

  

  
  ٍّجد تابعاً أصلياً للتابع من الحالات الآتية  في كل: ( )f x f x  على المجالI.  
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33 1
2 2

2 23

2

]0, [,

]0, [, , [

, ( ) cos , ( ) cos 3

( ) cot , ( ) cos 3 cos

( ) cot ] , ( ) tan

1
] , ( ) ] , , ( ) (2 1)

3
, [ [

3,

2

] 3 , ( ) , ( ) ( 1)
3

[

I f x x I f x x

I f x x I f x x x

I f x x I f x x

I f x I f x x
x

x
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sin(2 ) sin(4 ) sin(6 )
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1 1

cot( ) sin(2 ) sin(
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( ) ln(sin ) ( ) ln( cos )
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4 )
4 8

1
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2 (2 1)
5
3
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x x
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    235 صفحة  تَدرَّبْ 

 :احسب التكاملات الآتية  
2 2

1 3 /2
1 1

2 2

2 0
/4 /3

0 /6

1 2 2cos2

2 1
( )

1

cos sin
tan

cos sin

x x

J x x dx I x dx

x
L dx K e e dx

x

x x
N dx M xdx

x x

p

p

p p

p

-
-

-

-

= - = -

-
= = -

-

-
= =

+

ò ò

ò ò

ò ò

 

 

 

  

  
  
  ّ22نلاحظ أن 2 cos2 4 sinx x- sinولكن  = 0x 2عندما  >

3
2xp p< ه الحالة إذن في هذ >

  لدينا
2 2

3 /2
3 /2

( 2 sin ) 2 cos 2I x dx x
p p

p
p

é ù= - = =ê úë ûò  

  إشارة| 1|x [ثابتة على كل من المجالين  - ,1[و ¥-]1,   استناداً إلى علاقة شال نكتب، إذن ¥+]
1 2

1 1
1 2

2 2

1 1
1 22 3 3 2

1 1

1 1

( ) ( )

1

2 3 3 2 6

J x x dx x x dx

x x dx x x dx

x x x x

-

-

-

= - + -

= - + -

é ù é ù
ê ú ê ú= - + - =ê ú ê ú
ë û ë û

ò ò

ò ò  

  
2 2

1
2

e e
K

-+
= - +.  

  2بكتابة 1 1
2

1 1

x

x x

-
= +

- -
3نجد  

2 ln
2

L
æ ö÷ç= - ÷ç ÷÷çè ø

.  

 1
ln(3)

2
M =.  

   ّلاحظ أن(cos sin ) cos sinx x x x¢+ = 1ومنه  -
ln(2)

2
N =.  
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 تكامل بالتجزئةالعمال احسب التكاملات الآتية باست.  

0 1
/3 1

0 0

0 0

( 1)cos ln

sin(3 ) ( 2)

sin cos

e

x

x x

J x x dx I x x dx

L x x dx K x e dx

N e xdx M e xdx

p

p

p p

= - =

= = +

= =

ò ò

ò ò

ò ò

 

 

 

  

  في آن معاً. Nو M: احسب مساعدة
  

  
    

2 2 2 2

11 1 1

1 1 1
ln ln

2 2 2 2 4

ee e e
x x e e

I x x dx x dx xdx
x

é ù +ê ú= = - ⋅ = - =ê ú
ë û

ò ò ò  

    
0

0 0

( 1)cos ( 1)sin sin 2J x xdx x x xdx
p ppé ù= - = - - = -ê úë ûò ò  

    
1 11

0
0 0

( 2) ( 2) 2 1x x xK x e dx x e e dx eé ù= + = + - = -ê úë ûò ò  

   
/3 /3/3

00 0

cos(3 ) 1
sin(3 ) cos(3 )

3 3 9

x
L x x dx x x dx

p pp
pé ù-ê ú= = + =

ê úë û
ò ò  

و ھنا لدينا  

  
0

0 0

0
0 0

cos cos ( sin ) 1

sin sin (cos )

x x x

x x x

M e xdx x e x e dx e N

N e xdx x e x e dx M

p pp
p

p pp

é ù= = - - = - - +ê úë û

é ù= = - = -ê úë û

ò ò

ò ò
  

إذن  
1

2

e
M

p+
= و -

1

2

e
N

p+
=.  

   جد تابعاً أصلياً للتابع: ( )f x f x  على المجالI.  

2 2

2 2

, ( ) sin2 , ( ) cos

0, , ( ) ln , ( )

, ( ) cos 3 , ( ) sin2

x

I f x x x I f x x x

I f x x x I f x x e

I f x x x I f x x x
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 لمّا كان 

0 00
cos sin sin sin cos 1

xx x
t tdt t t tdx x x xé ù= - = + -ê úë ûò ò  استنتجنا أنّ التابع

( ) sin cosx F x x x x= +  هو تابع أصلي للتابعcosx x x  على.  
 1 1

4 2
sin(2 ) cos(( ) 2 )x F xx x x= -  هو تابع أصلي للتابعsin(2 )x x x  على.  

  هنا نكتب  

( )

2 2

0 00

2

00

2 2

2

2

2 1 ( 2 2) 2

xx x
t t t

x x
x t t

x x x x

t e dt t e te dx

x e t e e dx

x e xe e x x e

é ù= -ê úë û
æ öé ù ÷ç ÷= - -ç ê ú ÷ç ÷ç ë ûè ø

= - - + = - + -

ò ò

ò  

)2فنستنتج أنّ التابع  ) ( 2 2) xx F x x x e= - +  2هو تابع أصلي للتابع xx x e  على.  
 3 31

9
1

3
l () n( )x xx F xx = -  2هو تابع أصلي للتابع lnx x x  0[على, [+¥.  

 21 1
2 4

( ) sin(2 ) (2 1)cos(2 )x F x x x x x= - -  2هو تابع أصلي للتابع sin(2 )x x x.  
 21 2

27 9
( ) (9 2)sin(3 ) cos(3 )x F x x x x x= - +  2هو تابع أصلي للتابع cos(3 )x x x.  

  

  جد تابعاً أصلياً للتابع: ( )f x f x  على المجالI.  

2 2

2 2

3

2 2

1 3
2 , ( ) 1, , ( )

4 1
2 1

1,0 , ( ) 2, 3 , ( )
6

2 1
, 2 ( ) 2, ( )

2

,

( ) 2

x x
I f x I f x

x x
x x

I f x I f x
x x x x
x x

I f x I f x
x x x

+ +ù é ù é= - - = = +¥ =û ë û ë- -
-ù é ù é= - = = - =û ë û ë+ - -
-ù é ù é= -¥ - = = +¥ =û ë û ë+ -
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   سناه بل هو أبسط من ذلك!ر د التكامل الأخير ليس من النوع الذي ملاحظة:
  

  
 2 ln( 1) ln 1( ( ))F x xx - - +=.       21 1

2 4
ln(2 ) ln( 4) )( xF x x- + -=.  

 3 2
5 5
ln(3 ) ln( 2)( ) xF x x- + +=.       3 ln( )) n( 1 l ( )F x xx + - -=.  

2 8 1
3 3

1
2

ln( 2) ln( 1( ))F x xx x x+ + - + +=.  ( )25
log ( 2)

2
( )F

x
x x+ +

+
=.  
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 أ�شطة

  حساب مساحة سطح مستو  

  مساحة السطح المحصور بين منحنيين  

: للتابعين gو f نيْ يانيَّ نتأمّل الخطين البل xf x e و: xg x e- على  ينالمعرّف.  
  ارسم الخطين البيانيينf وg.  
  احسب مساحة السطح المحصور بينf وg  والمستقيم الذي معادلتهx l=  حيثl  عدد

   .l)ناقش تبعاً لإشارة (حقيقي. 

الخطين البيانيين  gو fنقبل عموماً أنّه إذا كان  
 bو a، وكان Iعلى مجال  gو fلتابعين مستمرين 

bقان يحقّ  Iعددين من  a> عندئذ .b

a
f g-ò  يساوي

الذي  adوالمستقيم  gو fمساحة السطح المحصور بين 
xمعادلته  a=  والمستقيمbd  الذي معادلتهx b=.  

f يتطلّب هذا الحساب دراسة إشارة الفرق   g-  على
[ , ]a b.   

  منحن ومقارب مائل  

)بالعلاقة  التابع المعرّف على  fليكن  ) (1 )xf x x e-= المُمثّل للتابع الخط البياني  f. وليكن +
fا النشاط دراسة مساحة السطح المحصور بين الخط البياني . الهدف من هذf .ومُقاربه   

.a   ادرس نهايات التابعf  واكتب جدول تغيرات ¥+و ¥-عند .f .) استعملf لدراسة إشارة  ¢¢
f)المشتق ¢.    

.b   تحقّق أنّ المستقيمD  الذي معادلتهy x=  ُقارب للخط مستقيم مf  وادرس ¥+في جوار .
   .Dبالنسبة إلى المقارب  fوضع 

.c  ارسم D وf .  
.a   ليكنl اً موجباً تماماً. احسب يعدداً حقيق( )l  مساحة السطح المحصور بينf وD 

xالذي معادلته  والمستقيم l=.  
.b   ما نهاية( )l  عندما تسعىl  ؟¥+إلى  

 1 نشاط

 
ad bd

x

y

O

g


a b

f
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  لنرمز بالرمز( )l  إلى مساحة السطح المحصور بينf وg 

xوالمستقيم الذي معادلته  l= 0. في حالةl فوق  fيقع  <
g  0]على المجال, ]l  ّومن ثَم  

0 0

( ) 2x xe dx e dx e e
l l

l ll - -= - = + -ò ò  

0lفي حالة  ]على المجال  fفوق   gيقع  > , 0]l  ّومن ثَم  
0 0

( ) 2x xe dx e dx e el l

l l

l - -= - = + -ò ò  

lإذن أياً كانت  Î   كان( ) 2e el ll -= + -.  
  هنا( ) (1 )xf x x e-= +.  

.a   ّلأنlim 0x

x
e-

¥
limاستنتجنا أنّ  = ( )

x
f x

¥
= lim. وكذلك لأنّ ¥+ x

x
e-

-¥
= استنتجنا  ¥+

limأنّ  ( )
x

f x
-¥

= ). ونجد بحساب بسيط أنّ ¥- ) 1 x xf x e xe- -¢ = + من السهل  ليس .-
)تعيين إشارة  )f x¢  مباشرة لذلك نتأمّل مشتقه( ) (1 ) ( 2)x xf x x e x e- -¢¢ = - = f. إذن - ¢ 

[متناقصٌ تماماً على  ,2[ومتزايدٌ تماماً على ¥-]2, يبلغ قيمة حدية صغرى تساوي  ، فهو¥+]
2(2) 1 0f e-¢ = - 2xعند  < f. نستنتج إذن أنّ = ، ومنه جدول موجبٌ تماماً على كامل  ¢

  :fالتغيرات الآتي للتابع 

( )

( )

x

f x

f x

-¥ +¥
¢ +

-¥ +¥
  

.b   لنضع( ) ( ) xg x f x x xe-= - limنعلم أنّ  = ( ) 0
x
g x

¥
= 

yالذي معادلته  Dإذن المستقيم  x= مستقيم مقارب للخط  هو
استنتجنا أنّ  xتماثل إشارة  g. ولأنّ إشارة fبع للتا البياني 

,0[على  Dيقع فوق المقارب  الخط البياني  ويقع تحته  ¥+]
[على  , 0[-¥.  

 لدينا  

0 0

0 0

( ) ( ( ) )

1 ( 1)

x

x x

f x x dx xe dx

xe e dx e

l l

ll l

l

l

-

- - -

= - =

é ù= - + = - +ê úë û

ò ò
ò

  

limومن ثَمّ  ( ) 1
l

l
¥

=.  
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  حجم مجسمحساب   

 معادلتاهما bPو aP مجسماً يحدّده مستويان ليكن 
zبالترتيب  a= وz b=  في معلم متجانس
( ); , ,O i j k

  نرمز بالرمز .  ،إلى حجم هذا المجسم
)وبالرمز  )z مقطع هذا المجسم بالمستوي  إلى مساحة

P  الذي يوازي كلاً منaP وbP  وراقمه يساويz 
( )a z b£   يُحسب بالعلاقة: نقبل أنّ  .£

( )( )
b

a
z dz* = ò   

  نجد فيما يأتي عدداً من الأمثلة على استعمال هذه العلاقة.
   قطرهاحجم كرة نصف R   
   .2حساب حجم نصف الكرة ثمُّ نضرب الناتج بالعدد  يكفي
 الشكل، لماذا  اشرح باستعمال رموز  

2 2( ) ( )z R zp= - ؟  
 34 استنتج مجدداً العبارة

3
Rp=  

  حجم مجسم دوراني   
المعطى  fللتابع  نجد في الشكل المجاور الخط البياني 

,0]ال على المج )بالصيغة  [4 )f x x= عندما يدور .
  ًدورة كاملة حول محور الفواصل، يولّد مجسماً دورانيا
.  
 ما طبيعة مقطع هذا المجسم بمستوٍ عمودي على 

)محور الفواصل ويمر بالنقطة  ,0)I x(0 4)x£   ؟ £
  عبّر عن( )x مساحة هذا المقطع، بدلالة ،x.  
  استنتج  حجم المجسم.  

  
   2استناداً إلى الشكل، وعملاً بمبرهنة فيثاغورث، يكون نصف قطر القرص 2R z-  فمساحته

2تساوي  2( ) ( )z R zp= -.  
 2  وعليه يعطى حجم الكرة 2 2 3 31

3 00

4
2 ( ) 2

3

R R
R z dz R z z R

p
p p é ù= - = - =ê úë ûò.  
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  دائرة نصف قطرها المقطعx ، ومن ثَمّ تعطى مساحتها بالصيغة( )x xp= أمّا حجم المجسّم .
4فيساوي 

0
( ) 8x dx p= =ò من الوحدة  2جة هذه النشاط بنتيجة النشاط . وندعو القارئ ليقارن نتي

  الرابعة.

  تمرينات ومسائل   

  :Iعلى المجال  fللتابع  Fفي كل حالة من الحالات الآتية، جد تابعاً أصلياً  
1
2 2

3

2

1
32 2 2

2 1 3
, , ( ) 0, , ( ) 1

1 2
2

, ( ) (2 1) 1, , ( )
1

1 1
1,3 , ( ) , , ( )

( 2 3) (1 3 )

I f x I f x
xx x

x
I f x x I f x

x
x

I f x I f x
x x x
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ù é= = - = +¥ =û ë -
- ù éù é= - = = -¥ =ú êû ë û ë- - -
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  :Iعلى المجال  fللتابع  Fفي كل حالة من الحالات الآتية، جد تابعاً أصلياً  
2

2 2

3 1

1
4, , ( ) , ( ) cos (sin 3 sin )

4
1 2

,4 , ( ) 0, , ( ) 1
4 cos

2 1
1, , ( ) , ( ) 2

1
x

I f x I f x x x x
x

I f x I f x
x x
x

I f x I f x e
x

p

-

ù é= + = = = -û ë -

ù éù é= -¥ = = = -ú êû ë û ë-
-ù é= - + = =

¥
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3 2

3 1

sin ( ) 3 cos (
( ) ln( 4) ( )

( ) ln(4

)

3 2

2 tan( )

2
2 3 ln( 1

) ( )

( ) ( ))
3

x

F x x F x

F x x
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x

F x

f x x F ex -
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=
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يحقق يطلب تحديده و  Iمجالٍ على  fللتابع  Fمن الحالات الآتية، هاتِ تابعاً أصلياً  في كلٍّ   

  المعطى. الشرط

2 2

2
2 2 4

2 2

1 2
(0) 0, ( ) (1) 0, ( )

(2 1)

( ) 0, ( ) sin cos ( ) 0, ( ) sin(2 )

1
(0) 0, ( ) (1) 1, ( )

3( 1)

F f x F f x x
x x

F f x x x F f x x

x
F f x F f x

xx

p p p

= = = = +
+

= = ⋅ = = -

-
= = = =

--



 

 



  

  
3

3

2

1
2

2

3 4
( )

2 1 2

1 1
cos ( )

, ( ) 0,

, ( ) , ( )

] 1,1[, ( ) 3, ( )
)

2 sin 2 2
3 4 4

ln(3 ) 1 ln2
2(1

x x x
F xx F x x

x F x x F x

x F x x F x

x x

x x

x
x

x

p

+ -
=

+
æ æ ö ö÷ ÷ç ç- - + -÷ ÷ç ç

> - = >

Î = Î = ÷ ÷÷ ÷ç çè è ø ø

- + -
-

Î - = < =

 



 

 



  

)minنرمز عادة بالرمز    , )a b  إلى أصغر العددينa وb .
المعرّف على المجال  fللتابع  fتحقّق أنّ الخط البياني 

)2بالصيغة  [0,2] ) min( ,2 )f x x x= الخط المرسوم  ، هو-
2لتكامل في الشكل المجاور. احسب ا

0
( )f x dxò،  وقلْ ماذا

    يمثل هذا العدد ؟
2احسب بالمثل  

0
( )g x dxò و

1

0
( )h x dxò في حالة  

( ) 1 1g x x= - 2و    - 2( ) min( ,( 1) )h x x x= -  
  بعد رسم خطيهما البيانيين على مجال المُكامَلة.

  
2 المتراجحة لاحظ أنّ  2x x£ )تكافئ  - 2)( 1) 0x x+ - ]أي  £ 2,1]x Î من  x. إذن في حالة -

2يكون  [0,2] 2x x£ 22ويكون  [0,1]على  - x x- x[1,2]في حالة  £ Î  ّومنه نرى أن  
2 : 0 1

( )
2 : 1 2

x x
f x

x x

ìï £ £ïï= íï - £ £ïïî
  

إذن 
1 22 1 2 3 2

2

0 10 0 1

(2 ) 5
( ) (2 )

3 2 6

x x
f x dx x dx x dx

é ù é ù-ê ú ê ú= + - = + - =ê ú ê ú
ë û ë û

ò ò ò  
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 fوهو يمثل مساحة السطح المحصور بين الخط البياني للتابع 
  ومحور الفواصل.

)بالمثل في حالة و  ) 1 1g x x= -   نجد [0,2]على المجال  -
: 0 1

( )
2 : 1 2

x x
g x

x x

ì £ £ïï= íï - £ £ïî
  

  ومنه
1 22 1 2 2 2

0 10 0 1

(2 )
( ) (2 ) 1

2 2

x x
g x dx xdx x dx

é ù é ù-ê ú ê ú= + - = + - =ê ú ê ú
ë û ë û

ò ò ò  

2في حالة  وكذلك 2( ) min( ,( 1) )h x x x=   نجد [0,1]على المجال  -
2 1

2
2 1

2

: 0
( )

(1 ) : 1

x x
h x

x x

ìï £ £ïï= íï - £ £ïïî
  

  ومنه

1/2 11 1/2 1 3 3
2 2

0 1/20 0 1/2

(1 ) 1
( ) (1 )

3 3 12

x x
h x dx x dx x dx

é ù é ù-ê ú ê ú= + - = + - =ê ú ê ú
ë û ë û

ò ò ò  

  احسب التكاملات الآتية:  

2

1 1

2 2

2 2
3 2

2

0 1
2 3

4 4
0 1
1 1

1

0 2
1 2

0 0

( 2)( 4 3) ( 4 3)

1

1

sin( )
2

3

2 1

t

x x

x x

I x x x dx I x x dx

dt
I I t t dt

tt

x
I x dx I dx

x

x
I te dt I dx

x

e e
I dx I x dx

e e

p
p
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-
-

-
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-

= - - + = - +
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= + =
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-
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-
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( ) ( )1

63
4

23
6

4
1

2

2

1

ln(2)

2 ln(6)

1

6

2

ln(8)

1
5n 1l 5

3

e
e

e e

I I

I I

I I

I I

I I
-+

-

-

= = -

= =

= =

=
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}\لى التابع المعرف ع fليكن   3}D = -  وفق

24 5 1
( )

3

x x
f x

x

- +
=

+
.  

  جد الأعدادa وb وc  التي تحقق( )
3

c
f x a x b

x
= + +

+
  .Dمن  x، أياً يكن 

  0احسب

2
( )J f x dx= ò.  

  
 24 بإجراء قسمة إقليدية للبسط على المقام نجد مباشرة 5 1 ( 3) (4 17) 52x x x x- + = + - + 
  ومنه

52
( ) 4 17

3
f x x

x
= - +

+
  

 إذن  
0

2

2

3
2 17 52 ln(3 ) 26 52 ln

5
J x x x

æ öé ù ÷ç= - + + = + ÷çê ú ÷÷çë û è ø
  

D{1}\التابع المعرف على  fليكن   =   وفق
2

2
( )

( 1)

x
f x

x
=

-
.  

  جد الأعدادa وb وc  التي تحقق
2

( )
1 ( 1)

b c
f x a

x x
= + +

- -
  .Dمن  x، أياً يكن 

  0احسب

3
( )J f x dx

-
= ò.  

  
  1الأسهل هنا أن نضعX x=   متحولاً جديداً فيكون -

2 2

2 2 2 2

( 1) 2 1 2 1
( ) 1 1

1( 1) ( 1)

x X
f x

X xx X X x

+
= = = + + = + +

-- -
  

 إذن  
0

3

1 15
2 ln(1 ) 4 ln(2)

1 4
J x x

x -

é ù
ê ú= + - - = -
ê ú-ë û

  

  

  الحل

  الحل

 7

 6



 

334  

+

+

+

1أنّ  أثبت 
1

1 1

x

x x

e

e e
= -

+ +
1 قيمة ، واستنتج

0

1

1 x
I dx

e
=

+ò.  

  
  ، ومنه مباشرٌ  قٌ المساواة الأولى تحقُّ إثبات 

1

0

1
ln(1 ) 1 ln

2
x e

I x e
æ ö+ ÷é ù ç= - + = - ÷çê ú ÷ë û ÷çè ø

  

  
2sinغتي يباستعمال ص   a 2وcos a  بدلالةcos2a، 4 اكتب أو بأية طريقة تراها مناسبةsin x 

cosو  cos2xبدلالة  4x 48، ثمُ احسب
0

sinI x dx
p

= ò.  

  
)لدينا  )2 1

2
sin 1 cos2x x= )ومنه  - )4 21

4
sin 1 2 cos2 cos 2x x x= -   ، ولكن نعلم أيضاً أنّ +

( )2 1
2

cos 2 1 cos 4x x=   إذن +

    4 3 1 1
sin cos2 cos 4

8 2 8
x x x= - +  ( )*   

  ومنه نستنتج أنّ 
/8

0

3 1 1 3 1 4 2
sin2 sin 4

8 4 32 64 32
I x x x

p
pé ù -ê ú= - + = +

ê úë û
  

) يمكن الوصول إلى :ملاحظة   بالاستفادة من علاقة أويلر: *(
4 4 2 2 4

4 4 6 4
sin

2 16
2cos 4 8 cos2 6 3 1 1

cos2 cos 4
16 8 2 8

ix ix ix ix ix ixe e e e e e
x

i
x x

x x

- -æ ö- - + - +÷ç ÷= =ç ÷ç ÷çè ø
- +

= = - +

  

  .احسب التكاملات الآتية باستعمال تكامل بالتجزئة  
ln 3

2

ln2 1
2 1

2

1 0

( 1) ( 1)ln

( 2) (2 1)

e
x

t x

I x e dx I x x dx

I t e dt I x e dx-

= - = -

= - = +

ò ò
ò ò

 

 
  

  
2 2 227

4

2 2

1
1 2 ln (2) 3 ln (3) 2 ln( ) ( 3)

4
1 5

3)
4

( 3

e

e e
e
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I I
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    لنتعلمّ البحث معاً 

  إثبات متراجحة  
0عددان حقيقيان وأنَّ  bو  aأنَّ  نفترض   a b p£ £ .ثبت صحة المتراجحةأ  

1
cos cos ( )sin

2
a b b a b- ³ -.  

   ّنحو الحل   

    قد نفكر في دراسة تابع، كأنْ نفترضb  ثابتاً ونبرهن أنَّ التابعg الصيغة الآتية  المعرف وفق
,0]موجب على المجال  ]b  :1

( ) cos cos ( )sin
2

g x x b b x b= - - ، ولكن سرعان ما نقتنع -
  ق الأوّل ليست سهلة التعيين.أنّ هذا الطريق لا يؤدي إلى إثبات سهل للمتراجحة فإشارة المشت

    ّالمقدار  ولكنcos cosa b-  بالتكامليدفعنا إلى التفكير cos cos ( )
a

b
a b f t dt- = ò  حيث

( ) cos sinf t t t¢= = cos أو - cos sin sin
a b

b a
a b tdt tdt- = - =ò ò.  

sinx الخط البياني للتابع ليكن  .1 x  على المجال
[0, ]p.  ر كون sinبرِّ

b

a
tdtò  هو مساحة منطقة

 .عليك تحديدها. نرمز إلى تلك المساحة بالرمز 
أكبر من مساحة شبه المنحرف   علل كون
ABCD المبيّن في الشكل.  

1ق أنها أكبر من وتحقّ  ABCDاحسب مساحة شبه المنحرف  .2
( )sin

2
b a b-.  

0aالمتراجحة صحيحة في حالة  تيقّن أنّ  .3 bو  = p=.  
  يمة.أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سل

  
sinنلاحظ أنّ 

b

a
tdtò  يمثل  مساحة السطح الذي يعينه الخط البياني للتابعsin  ومحور الفواصل

xوالمستقيمين الذين معادلتاهما  a= وx b=  بالترتيب، وهذا السطح يحوي شبه المنحرفABCD 
  . ABCDأكبر أو يساوي مساحة  المبين في الرسم، إذن 
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sinADولكن  a= وsinBC b= والارتفاع AB  يساوي( )b a-  إذن مساحة شبه المنحرف
ABCD  تساويsin sin

( )
2

a b
b a

+
1. وهذا أكبر من -

2
( )sinb a b-  ّلأنsin 0a . نستنتج مما ³

1سبق أنّ 
2
( )sinb a b-³ ولكن .  

sin cos cos
b

a
tdt a b= = -ò  

1 قد أثبتنا صحة المتراجحة  فنكون
2

cos cos ( )sina b b a b- ³ -.  

0aحظ أنّه في حالة لا 1تصبح المتراجحة  =
2

1 cos sinb b b- فئ وهي تكا ³
2 2

tan b b³  التي أثبتنا
bأمّا في حالة  بقاً.صحتها سا p=  فتؤول المتراجحة إلى المتراجحة المعروفةcos 1 0a + ³.  

  البحث عن تابعٍ أصلي  
)2وفق  على  ف المعر   fالتابع ليكن  ) sinxf x e x=.  تابعاً أصلياً عيّنF   للتابعf.  
   ّنحو الحل   

   نتعرّف على صيغته بين الصيغ المألوفة لدينا،  التابع المدروس مستمر فله تابع أصلي، ولكننا لا
2لذلك نسعى لكتابته بالشكل 

0
( ) sin

x
tF x e tdt= ò آملين أن تفيدنا مُكاملة بالتجزئة لأنّ للتابع ،

   المُكامل شكل جداء ضرب.
  أثبت أنّ   

2 2 2

0 0

1 1
( ) sin sin cos

2 2

x x
t x tF x e tdt e x e tdt= = -ò ò  

  جيب. البع تاالتكامل في الطرف الأيمن يشبه التكامل المطلوب ولكن استبدل فيه تابع التجيب ب
  مجدداً.  Fتوقّع أن يظهر التابع ومنه تأتي فكرة إجراء مُكاملة بالتجزئة ثانية، إذ ن

2أثبت أنّ  .1 2

0

1 1 1
cos cos ( )

2 2 2

x
t xe tdt e x F x= - +ò  

  .Fاستنتج عبارة  .2
   قد يخطر لنا أن نقحم المشتقات المتتالية للتابع  . ثانيةطريقةf  ونبحث عن علاقة بينf وf ¢ 

fو ¢¢ .  
)احسب  .1 )f x¢   و( )f x¢¢.  
)قان اللذين يحقّ  bو  aين جد العددين الحقيقيّ  .2 ) ( ) ( )f x af x bf x¢¢= ¢ +.  
)استنتج عبارة  .3 )F x  حيثF  تابعٌ أصلي للتابعf.  

  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  الحل  
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2ليكن 

0
( ) sin

x
tF x e tdt= ò، بإجراء مكاملة بالتجزئة نجد  

2 2
2

00 0

2 2

0

2 2
2

0 0

2 2 2

0

( ) sin sin cos
2 2

1 1
sin cos

2 2

1 1
sin cos ( sin )

2 2 2 2

1 1 1 1
sin cos sin

2 4 4 4

xx xt t
t

x

x t

x xt t
x

x

x x t

e e
F x e tdt t tdt

e x e tdt

e e
e x t t dt

e x e x e tdt

é ù
ê ú= = -ê ú
ë û

= -

æ öé ù ÷ç ÷ç ê ú ÷= - - -ç ÷ç ê ú ÷ç ÷ç ë ûè ø

= - + -

ò ò

ò

ò

ò

  

  إذن
2 21 1 1 1

( ) sin cos ( )
2 4 4 4

x xF x e x e x F x= - + -  
  ومنه 

21 1
( ) (2 sin cos )

5 5
xF x e x x= - +  

  . نلاحظ أنّ طريقة ثانية
2

2

2

( ) sin

( ) (cos 2 sin )

( ) (4 cos 3 sin )

x

x

x

f x e x

f x e x x

f x e x x

=

¢ = +

¢¢ = +

   

24إذن  ( ) ( ) 5 sin 5 ( )xf x f x e x f x¢ ¢¢- =   ومنه نستنتج أنّ  =
4 1 4 1

5 5 5 5
f f f f f

¢æ ö÷ç¢ ¢¢ ¢= - = - ÷ç ÷÷çè ø
  

  إذن
24 1 1

( ) ( ) (2 sin cos )
5 5 5

xx f x f x e x x¢- = -  
  .fتابع أصلي للتابع هو  
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  البحث عن تابعٍ أصلي  

2وفق  على فالمعر   fليكن التابع  3( ) (1 ) xf x x x x e-= + + أيوجد تابع كثير الحدود  .+
P  بحيث يكون: ( ) xF x P x e-  تابعاً أصلياً للتابعf  على؟  

   ّنحو الحل   

    وجود كثير الحدودالتحليل: لنفترضP .هذا   
 يقتضي أن يكون fأصلياً للتابع تابعاً  Fأثبت أنّ كون  .1

2 3(( ) ) ( ) 1P x P x x x x¢ - = + + +*  
degلماذا يجب أن يكون  .2 3P  ؟=
3بوضع  .3 2( )P x ax bx cx d= + + )عيّن اعتماداً على  +   .dو cو bو aالأمثال  *(

   :إذا كان  هأنّ  أثبتناالتركيبP  يكون له الصيغة التي وجدناها أعلاه. موجوداً فمن الواجب أن
    .على  fللتابع أصلي ه تابعٌ الذي وجدت Fوبالعكس تحقّق أنّ التابع 
  أنجزِ الحلّ واكتبه بلغةٍ سليمة.

  
:بحيث يكون  Pلنفترض وجود كثير حدود  ( ) xF x P x e-  ًأصلياً للتابع  تابعاf  عندئذ من

F f¢ )نستنتج أنّ  = ) 2 3( ) ( ) (1 )x xP x P x e x x x e- -¢ - = + +   أي +
2 3( ) ( ) 1P x P x x x x¢ - = + + +  

Pولكن درجة  في حين درجة  Pفدرجة الطرف الأيسر تساوي درجة  Pأصغر تماماً من درجة  ¢
deg. إذن لا بدّ أن يكون 3الطرف الأيمن تساوي  3P   . هذا يجعلنا تفترض أنّ =

3 2( )P x ax bx cx d= + + +  
)وبالتعويض في    نجد *(

3 2 3 2(3 ) (2 ) 1ax a b x b c x c d x x x- + - + - + - = + + +  
)ق العلاقة تتحقّ    إذا تحققت الشروط *(

1,2 1,3 1, 1c d b c a b a- = - = - = = -  
,10 أي 9, 4, 1d c b a= - = - = - = -  .  

  وبالعكس، نتيقن مباشرة أنّ 
( )3 2( 4 9 10) ( )xx x x e f x- ¢- - - - =.  

  الحل
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:بحيث يكون  Pتابع كثير الحدود يوجد الجواب إذن: نعم  ( ) xF x P x e-  تابعاً أصلياً للتابعf 
  .على 

  

      إلى الأمام قدُُماً 

  :Iعلى المجال  fللتابع  Fفي كل حالة من الحالات الآتية، جد تابعاً أصلياً   

2 3

2 2

2
4

2

2 3
2

1 2
, 0 , ( ) cot , ( )

(2 2 1)

1 1
0, , ( ) , ( )

sin(2 ) 2 2

1
, ( ) , ( ) (1 2 )

ln 1
, ( ) , ( ) 2

3 2
1, , ( ) , (

2 1

x

x

x
I f x x I f x

x x

x
I f x I f x

x x x

I f x e I f x x
x

x
I f x I f x e

x

x
I f x I f x

x

p

p

-*
+

* -
+

*
+

-ù é= - = = =û ë - +

-ù é= = = =ú êû ë - +

= = ´ = = -

-
= = = =

+ù é= - +¥ = =û ë +
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2

2/
5

3

2

2

1
ln( sin( ))

4(2 2 1)

2

, 0 , ( ) , ( )

1
0, , ( ) ln(tan ) , ( )

2

, ( ) , ( )

, ( ) , ( )

1, ,

2

1
(2 1)

2 10

l

(

n 2

3

1) ,

x

x

I f x I F x

I f x x I F x

I f x I F x

I f x I F x

I f x I

x
x x

x x

e
x

x
e

x
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p

p

*
+

*

-

-
+

*
+

-
- +

-
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x

x
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  في كل من الحالات الآتية احسب التكامل المعطى. 

2 0

0 2

3 2

4 20 1

2 32 1

21 0

4 5

2 1 1

2 2

( 1) 9
8 4 2 3 4

24 1

x x
I dx I dx

x x

x x
I dx I dx

x x
x x x

I dx I dx
xx

-

-

-
= =

+ -
+

= =
+ -
- - -

= =
--

ò ò

ò ò

ò ò

 

 

 

   

  

( )

( )

7
2

51 8
64 5

9 23
5 3

4 ln(5) 2 ln(3)

ln

1
2 ln 6 ln(2)

2

I I

I I

I I

= =

= =

- -

-

= =- -

 

 

 

  

  
2مستفيداً من العلاقة  fفي كل من الحالات الآتية جد تابعاً أصلياً للتابع   2sin cos 1x x+ =.  

3 2 3 3( ) sin cos ( ) sin sin ( ) cosf x x x f x x x f x x= ⋅ = + =    

  
 هنا  

( )3 2 31
3

( ) cos (1 sin )sin sin sinf x x x x x x ¢¢= = - = -  
31إذن 

3
: sin sinF x x x-  3هو تابع أصلي للتابع: cosf x x.  

 هنا  
3 2 31

3
( ) sin sin (cos 2)cos ( cos 2 cos )f x x x x x x x ¢¢= + = - = -  

31إذن 
3

: cos 2 cosF x x x-  3هو تابع أصلي للتابع: sin sinf x x x+.  
  
 هنا  

3 2 4 2 5 31 1
5 3

( ) sin cos (cos cos )cos ( cos cos )f x x x x x x x x ¢¢= ⋅ = - = -  
5إذن  31 1

5 3
: cos cosF x x x-  3هو تابع أصلي للتابع 2: sin cosf x x x⋅.  
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)4 وفق التابع المعرف على  fليكن    ) sinf x x=.  
 احسب ( )f x¢ و( )f x¢¢.  اكتب و( )f x  بدلالة( )f x¢¢ وcos 4x.  
  ًاستنتج تابعاً أصلياF  للتابعf  على.  

  
 لدينا  

4

3

2 2 4

2

( ) sin

( ) 4 sin cos

( ) 12 sin cos 4 sin

1 cos 4
3 sin 2 4 ( ) 3 4 ( )

2

f x x

f x x x

f x x x x

x
x f x f x

=

¢ =

¢¢ = -
-

= - = ⋅ -

  

مما سبق أنّ  نستنتج  
3 3 1 3 3 1

( ) cos 4 ( ) sin 4 ( )
8 8 4 8 32 4

f x x f x x x f x
¢æ ö÷ç¢¢ ¢= - - = - - ÷ç ÷÷çè ø

  

33إذن  3
8 32

: sin 4 sin cosF x x x x x- -  4هو تابع أصلي للتابع: sinf x x.  
  

3وفق  التابع المعرف على  fليكن    2( ) xf x x e= ، ًجد تابعاً أصلياF  للتابعf  على 
)2بالصيغة  ) ( ) xF x P x e= حيث ،P .تابع كثير حدود  

  
3بالصيغة  Fنبحث عن  12باتباع أسلوب التمرين  2 2( ) ( ) xF x ax bx cx d e= + + الشرط  .+

F f¢ 2: يُكافئ = 3 2 3(3 2 ) 2( )ax bx c ax bx cx d x+ + + + + +   أو =
3 2(2 1) (2 3 ) 2( ) 2 0a x b a x c b x d c- + + + + + + =  

1وعليه يكفي أن نختار  3 3 3
, , ,

2 4 4 8
a b c d= = - = =   أنّ . لنجد -

3 2 21
8

( ) (4 6 6 3) xx F x x x x e= - + -  
3تابع أصلي للتابع  2( ) xx f x x e=.  
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حساب نريد  

31

20 1

x
I dx

x
=

+ò 1. احسب

20 1

x
J dx

x
=

+ò،  ُثمI J+ واستنتج ،I.  

  
  من جهة أولى

1 1
2

2
00

1 1
ln(1 ) ln2

2 21

x
J dx x

x

é ù
ê ú= = + =
ê ú+ ë û

ò  

  ومن جهة ثانية
1 13

2 2
0 0
1 13

2
0 0

1 1

1

21

x x
I J dx dx

x x

x x
dx xdx

x

+ = +
+ +

+
= = =

+

ò ò

ò ò
  

)إذن  )1
2

1 ln2I = -.  

2/نريد حساب   

0

sin2

1 2 sin

x
I dx

x

p
=

+ò.  2/احسب

0

cos

1 2 sin

x
J dx

x

p
=

+ò،  ُثمI J+ ،

  .Iواستنتج 

  
  من جهة أولى

/2 /2

00

cos 1 1
ln(1 2 sin ) ln 3

1 2 sin 2 2

x
J dx x

x

p pé ù
ê ú= = + =
ê ú+ ë û

ò  

  ومن جهة ثانية
/2 /2

0 0
/2 /2

0 0

sin2 cos

1 2 sin 1 2 sin

2 sin cos cos
cos 1

1 2 sin

x x
I J dx dx

x x

x x x
dx xdx

x

p p

p p

+ = +
+ +

+
= = =

+

ò ò

ò ò
  

1إذن 
2

1 ln 3I = -.  
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)2وفق  على  المعرف  fتابع الليكن    ) cosxf x e x=.  
  احسب( )f x¢ و( )f x¢¢.   
  عيّن عددينa وb  ة ايحققان المساو( ) ( ) ( )f x af x bf x¢ ¢¢=   .xأياً كان  +
  ًاستنتج تابعاً أصلياF  للتابعf  على.  
  

  
  لدينا  

2

2

2

( ) cos

( ) (2 cos sin )

( ) (3 cos 4 sin )

x

x

x

f x e x

f x e x x

f x e x x

=

¢ = -

¢¢ = -

  

  علينا حذف الحد الذي يحويsinx  من صيغتي( )f x¢ و( )f x¢¢ فنجد  
24 ( ) ( ) (5 cos ) 5 ( )xf x f x e x f x¢ ¢¢- = =  

  ّنستنتج إذن أن( )4 1
5 5

( ) ( ) ( )f x f x f x ¢¢=   وهذا يبرهن أنّ  -
( )24 1 1

5 5 5
( ) ( ) ( ) 2 cos sinxx F x f x f x e x x¢= - = +  

)2للتابع هو تابع أصلي  ) cosxx f x e x=  على.  
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 F وG  ّللتابعين  انتابعان أصلي: cos(ln )f x x و: sin(ln )g x x 0 على,ù é+¥û ë، 
1xينعدمان عند    من الصيغتينانطلاقاً  .=

1
( ) cos(ln )

x
F x t dt= ò و  

1
( ) sin(ln )

x
G x t dt= ò  

 :   أثبت باستعمال التكامل بالتجزئة أنَّ
( ) cos(ln ) 1 ( )F x x x G x= - ) و     + ) sin(ln ) ( )G x x x F x= -.  

  استنتج عبارتي( )F x و( )G x.  

  
 من جهة أولى  

1
1 1

1

1
1 1

1

1
( ) cos(ln ) cos(ln ) ( sin(ln ))

cos(ln ) 1 sin(ln ) cos(ln ) 1 ( )

1
( ) sin(ln ) sin(ln ) (cos(ln ))

sin(ln ) cos(ln ) sin(ln ) ( )

x xx

x

x xx

x

F x t dt t t t t dt
t

x x t dt x x G x

G x t dt t t t t dt
t

x x t dt x x F x

é ù= = - -ê úë û

= - + = - +

é ù= = -ê úë û

= - = -

ò ò

ò

ò ò

ò

  

  إذن
( ) ( ) cos(ln ) 1

( ) ( ) sin(ln )

F x G x x x

F x G x x x

ì - = -ïïíï + =ïî
  

 نجدالسابقتين  وبالحل المشترك لجملة المعادلتين  
1
2
1
2

( ) ( cos(ln ) sin(ln ) 1)

( ) ( sin(ln ) cos(ln ) 1)

F x x x x x

G x x x x x

= + -

= - +
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  جحةإثبات مترا 

  0تيقّن أنّه في حالة x a< 1 يكون  > 1
1

1 1a x
£ £

+ +
.  

  ّاستنتج أنln(1 )
1

a
a

a
a

£ + £
+

0aفي حالة   >.  

  
  1التابعx x +  متزايدٌ على+ 1، فيكون

:
1

g x
x+

  متناقصاً على+ وينتج من ذلك ،

0أنّه في حالة  x a< )لدينا  > ) ( ) (0)g a g x g£   وهي المتراجحة المطلوبة. £
  0إذن في حالةa   لدينا <

0 0 0

1 1

1 1

a a a

dx dx dx
a x

£ £
+ +ò ò ò  

ln(1 أي )
1

a
a a

a
£ + £

+
.  

  
، ثمُّ احسب مساحة السطح المحصور بين fل التابع الذي يُمثّ  فيما يأتي، ارسم الخط البياني  
  ومحور الفواصل والمستقيمين اللذين معادلتاهماx a= وx b=.  

( )

2
2

4 4

6
1, 4, ( ) 0, 1, ( ) 2

(2 1)
1, ln2, ( ) ( 1) 0, , ( ) cos 2x

a b f x a b f x x x
x

a b f x x e a b f x xp p-

= = = = = = + -
+

= - = = + = = = -

 

 

  

  

  
  البياني للتابع  الخطf ومحور  قطع مكافئ فتحته نحو الأسفل

1تناظره المستقيم الذي معادلته 
2

x يقطع  خطه البياني و  ،=
2xمحور الفواصل عند  1xو = =  [0,1]. وعلى المجال -

فوق محور الفواصل. إذن مساحة  fيقع الخط البياني للتابع 
1 يالسطح المطلوب تساو 

2 13
60

(2 )x x dx+ - =ò .   
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  هنا التابعf  1معرّف على
2

\{ }- ويحقّق ،lim ( ) 0
x

f x
¥-

limو = ( ) 0
x

f x
¥+

فمحور  =
0yالفواصل الذي معادلته  مستقيم مقارب للخط البياني،  =

وكذلك فإنّ 
1/2

lim ( )
x

f x
-

= م الذي معادلته ، فالمستقي¥+
1
2

x =   . مستقيم مقارب للخط البياني  -
متناقص تماماً على  fوأخيراً نجد بحساب بسيط للمشتق أنّ 

1كل من المجالين 
2

] , [-¥ 1و -
2

] , [- موجب على . وهو ¥+
كامل مجموعة الدراسة. إذن مساحة السطح المطلوب تساوي 

4

21

6 2

3(1 2 )
dx

x
=

+ò .   

  هنا التابعf  تابع دوري ويقبل العددp  0]دوراً. فتكفي دراسته على المجال, ]p المشتق .
( )4

( ) 2 sin 2f x x p¢ = - ينعدم على مجال الدراسة فقط عند  -
8

x p= 5و
8

x p= وهذا يتيح لنا ،
  وضع جدول التغيرات الآتي:

5
8 8

2 2
2 2

0

( )

( ) 1 1

x

f x

f x

p p p
¢ + - +

-  

  

موجبٌ على المجال  fالتابع 
4

[0, ]p.  إذن مساحة السطح

4/المطلوب تساوي 

40

1
cos(2 )

2
x dx

p
p- =ò .   

  هنا التابعf  معرّف على ويحقّق ،lim ( )
x

f x
¥-

= limو ¥- ( ) 0
x

f x
¥+

فمحور الفواصل  =
0yالذي معادلته    مستقيم مقارب للخط البياني.  =

)أمّا المشتق فيعطى بالصيغة  ) xf x xe-¢ = ، وهذا يتيح لنا وضع xفإشارته تعاكس إشارة  -
  جدول التغيرات الآتي:

0

( )

( ) 1 0

x

f x

f x

- +¥
¢ +

-¥

¥
-

 
  

يقع فوق محور الفواصل على المجال  fالخط البياني للتابع 
] 1, [-   ، إذن مساحة السطح المطلوب تساوي¥+

ln 2 ln2ln2
1
21

1 1

( 1) ( 1) 1 ln2x x xx e dx x e e dx e- - -

-
- -

é ù+ = - + + = - -ê úë ûò ò.  

x

y

1

1

O 4

x

y

1

1-

O
4
p

x

y

11- O
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sinxالخطين البيانيين للتابعين جملة متجانسة ارسم في    x وsinx x x  على المجال
[0, ]p.  0]ما مساحة السطح المحصور بين هذين الخطين على المجال, ]p.  

  
sinxالخط البياني للتابع  x 0] على المجال, ]p  .معروف
)ويوافق أية نقطة  , sin )M x x  من هذا الخط توافقها نقطة

( , sin )N x x x  من الخط البياني للتابعsinx x x النقطة .
N  تقع تحتM  0في حالة 1x< وتقع فوقها في حالة  >

1 x p< . هذه الملاحظة تفيد في إعطاء الرسم المبين في >
   الشكل المجاور.

  إذن مساحة السطح المطلوب تساوي

1

0
1

1

0

0

1

0

0
1

0

1
1

1

(1 )sin

(1 )( cos ) c

( 1)sin

( 1

sin sin 1 sin

2 sin(1

)( cos ) cos

s

os

si in )n

x x x dx

x x dx

x x x dx

x

x x

xdx

x x x d

d

x

x

x

x

p

p
p

p

p p

p p

-

é ù-

= - = -

= +

= +

= - +

-

é ù- - -ê - +ê úë û

é ù
ê úë

úë û

é ù
ê úë û =û -

ò ò

òò

ò ò
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2xالخط البياني للتابع   ليكن  x  مرسوماً على المجال

[ yالذي معادلته  md. المستقيم -[2,2 m= (0 4)m£ يقسم  £
  منطقتين.  إلى جزء القطع المكافئ داخل 

    تتساوى مساحتا هاتين المنطقتين؟ mعند أية قيمة للوسيط 

  
)لتكن  )m  مساحة الجزء من داخل القطع الذي يحدّه المستقيمmd يقطع .md  القطع في النقطتين

  . وعليهmو -mاللتين فاصلتاها 

2 4
( ) ( )

3

m

m

m m x dx m m
-

= - =ò  

1التي تحقّق  mيتحقّق الشرط المعطى عند قيمة 
2

( ) (4)m =  32، وهذا يكافئ 2m =.  
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)وفق  المعرّف على  fللتابع  الخط البياني f ليكن   ) (2 ) xf x x e= خطّه  . وليكن -

  ي في جملة متجانسة.البيان
  ادرس تغيراتf  وارسم.  
  1ليكن  الجزء من الخط البياني  0اللذين معادلتاهما المحصور بين المستقيمينx = 

2xو    . ومحور الفواصل. احسب مساحة  1السطح المحصور بين  ، وليكن =
 ح عندما يدور السط  حول محور الفواصل فإنّه يولّد مجسماً دورانياً حجمه.   

.a   الأعداد عيّنa وb وc  2حتّى يكون التابع 2: ( ) xG x ax bx c e+ +  ًتابعاً أصليا
)2للتابع  ( ))x f x.  

.b   استنتج قيمة.  

  
  لدينا من جهة أولىlim ( )

x
f x

¥
= limثانية  ، ومن جهة¥- ( ) 0

x
f x

-¥
 لأنّ  =

lim 0x

X
Xe-

¥
)2و= ) Xf x e Xe-=  2حيثX x= 0y. فمحور الفواصل الذي معادلته - هو  =

  .¥-في جوار  fللتابع   مستقيم مقارب للخط البياني 
) وكذلك ) (1 ) xf x x e¢ =   ومنه جدول التغيرات الآتي: .-

1

( )

( ) 0

x

f x

f x e

- +¥
¢ + -

-

¥

¥ 
  

يتقاطع مع محور الفواصل في  ونلاحظ على الخصوص أنّ 
  ه الرسم البياني المرافق.. ومن(2,0)
 لدينا :

22 2
2

0 00
( ) (2 ) (2 ) 3x x xx e dx x e e dx eé ù= - = - + = -ê úë ûò ò .  

  2يكون 2: ( ) xG x ax bx c e+ +  2تابعاً أصلياً للتابع 2 2( ( )) ( 4 4) xx f x x x e= - +  إذا
2المساواة:  xتحقّق أياً كانت وفقط إذا  22( ) (2 ) ( 4 4)ax bx c ax b x x+ + + + = -    أو +

2(2 1) 2( 2) 2 4 0a x b a x c b- + + + + + - =  
1 إذن نأخذ 5 13

2 2 4
, ,a b c= = - )، نستنتج أنّ = )2 21 5 13

2 2 4
( ) xx G x x x e= - +  هو تابع أصلي

)2للتابع  ( ))x f x . إذا رمزنا بالرمز( )x  المجسم الدوراني المدروس بالمستوي إلى مساحة مقطع
)2استنتجنا أنّ  xالعمودي على محور الدوران المار بالنقطة التي فاصلتها  ) ( ( ))x f xp=  إذن حجم

  المجسم المدروس يساوي

  الحل

 26

x

y

O 2

2

1



1



 

350  

+

+

+

422
2

0 0

( 13)
( ( )) ( )

4

e
f x dx G x

p
p p

-é ù= = =ê úë ûò  

  مسألة مركبّة  
    َّن يْ في معلم متجانس رسمنا الخطّين البياني وG  لتابعين

للآخر، لذلك  . نعلم أنّ أحدهما مشتقٌ اشتقاقيين على 
gو gيمكن أن نرمز إليهما  ¢.  

  بيّن مُعلّلاً أيُّ هذين الخطّين هو الخط البياني للتابعg وأيُّهما لمشتقه.  
  ما ميل المماس للخط ؟ 0تها طة التي فاصلنقفي ال  
    : نتأمّل المعادلة التفاضلية: 2(( ) 1) xy y xE e-¢ + = +  

  ّ2أثبت أن
0 : ( 2 ) xf x x x e-+  هو حلٌّ للمعادلة التفاضلية( )E.  

  لتكن( )E 0yالمعادلة التفاضلية  ¢ y¢ + )حلٌّ للمعادلة  f«أثبت أنّ . = )E«  يُكافئ
»0u f f= )حلٌّ للمعادلة  - )E )مّ حلّ ثُ  .»¢ )E )واستنتج صيغة  ¢ )f x  عندما يكونf 

)حلاً للمعادلة  )E.  
  إذا علمتَ أنّ التابعg  من الجزء  ٌّللمعادلة  هو حل( )E فأعط صيغة ،( )g x  بدلالةx.  
  عيّنh  حلّ المعادلة( )E 0فقياً عند الذي يقبل مماساً أx =.  
    ليكنf  التابع المعرّف على  2وفق( ) ( 2 2) xf x x x e-= + +.  

 و ¥+ه عند ادرس التابع وضع جدولاً بتغيراته، مبيّناً نهايات-¥.  
  ليكن¢  الخط البياني الذي يمثّلf  في معلم متجانس. اكتب معادلة للمماسT  للخط¢ 

  .Tو ¢. وارسم -1التي فاصلتها  Wفي النقطة 
  الأعداد عيّنa وb وc  2حتّى يكون التابع: ( ) xF x ax bx c e-+ +  تابعاً أصلياً للتابع

f  على ثمُ احسب .( )a مساحة السطح المحصور بين محور الفواصل و¢ 
0xوالمستقيمين اللذين معادلتاهما  xو = a=.   

  

  
   ّلو افترضنا جدلاً أنG  هو الخط البياني للتابعg  لوجدناg  يبلغ قيمة عظمى محلياً عند نقطة

[من المجال  1, للمشتق   ، ولوجب أن ينعدم مشتقه عندها، أي وجب أن يقطع الخط البياني -]0
الخط  هو وهذا يناقض الرسم المعطى. إذن لا بدًّ أن يكون محور الفواصل في نقطة من هذا المجال 

gهو الخط البياني للتابع  G، وgالبياني للتابع  ¢.  
  ّالمماس للخط ميل نقرأ من الرسم أن  (0)يساوي الواحد أي  0في النقطة التي فاصلتها 1g ¢ =.  

  الحل

 27

O



G
1

1
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+

+ +

   ّنلاحظ أن 
2 2

0 0( ) ( ) ( 2 ) (2 2) ( 2 ) 2( 1)x x x xf x f x x x e x e x x e x e- - - -¢+ = + + + - + = +  
)للمعادلة التفاضلية  هو حلٌّ  0fإذن  )E.  
  ّنلاحظ أن  

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2( 1) xu x u x f x f x f x f x f x f x x e-¢ ¢ ¢ ¢+ = + - - = + - + 
)إذن  ) ( ) 0u x u x¢+ )يكافئ  = ) ( ) 2( 1) 0xf x f x x e-¢+ - + 0u. أي يكون = f f= حلاً  -

) للمعادلة التفاضلية )E ) التفاضليةحلاً للمعادلة  fإذا وفقط إذا كان  ¢ )E.  ّللمعادلة ولكن لأي حل 
)التفاضلية  )E )الصيغة  ¢ ) xu x ke-=  حيثk 2بتٌ حقيقي. إذن ثا( ) ( 2 ) xf x x x k e-= + + 

kحيث Î .  
  التابعg  ّالتفاضليةللمعادلة هو حل ( )E 2من الصيغة ، فهو( ) ( 2 ) xg x x x el -= + حيث  +

(0)بالشرط  lيتعيّن الثابت  1g 1lومنه  = )2. إذن = ) ( 1) xg x x e-= +.  
  التابعg  ّالتفاضليةللمعادلة هو أيضاً حل ( )E 2ن الصيغة م، فهو( ) ( 2 ) xh x x x em -= + + 

(0)بالشرط  mحيث يتعيّن الثابت  0h ¢ ). ولكن من = )E  (0)لدينا (0) 2 0h h ¢+ - ، أي =
(0) 2hm = )2، ومنه = ) ( 2 2) xh x x x e-= + +.  

   2لمّا كانlim ( 2 2)
x

x x
-¥

+ + = limإذن  ¥+ ( )
x

f x
-¥

= . ومن جهة أخرى، لأنّ ¥+
lim 0n x

x
x e-

¥
0nأياً كانت  = limاستنتجنا أنّ  ،³ ( ) 0

x
f x

+¥
حور الفواصل الذي معادلته . فم=

0y   ومن جهة أخرى .f للتابع ¢هو مستقيم مقارب للخط البياني  =
2( ) (2 2 ) ( )x xf x x e f x x e- -¢ = + - = -  

0xولا ينعدم إلا في حالة  وهو موجب على  . ومنه جدول =
  :fالتغيرات الآتي للتابع 

0

( ) 0

( ) 2 0

x

f x

f x

- +¥
¢ - -

+

¥

¥  
  

 لدينا ( 1)f e- )و = 1)f e¢ - = التي فاصلتها  Wفي النقطة  ¢للخط  Tلمماس امعادلة إذن ، -
yهي  -1 ex= -.  
  2إنّ مشتق: ( ) xF x ax bx c e-+ +  يساويf  إذا وفقط إذا كان  

2( 1) (2 2 ) 2 0a x b a x c b+ + + - + + - =  
,1هذا يكافئ و ، xأياً كانت قيمة  4, 6a b c= - = - = :2. إذن - ( 4 6) xF x x x e-- - -  هو

  .fتابع أصلي للتابع 

x

y

O 11-

1 ¢

T
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+

+

+

2

0

( ) ( ) ( ) (0) 6 ( 4 6)f x dx F F e
a

aa a a a -= = - = - + +ò  

limأنّ  وهي النتيجة المطلوبة. لاحظ بوجه خاص ( ) 6
a

a
+¥

=.  
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  تمارين ومسائل الوحدات وفق الأهداف لتصنيف 

  
  

  
فقرات همية كل من أعلى الاهتمام بمنهجية الكتاب ومراعاة تسلسل عرض الوحدات والدروس وابراز  نؤكد

في وكذلك الأفكار الرئيسية لكل وحدة والتي جرى عرضها  "تكريساً للفهم"المقدمة والانطلاقة النشطة و
  حيث لكل منها أهميته.  نشطة لااو  امتلاكها يجبُ  منعكساتٌ و  ثلهاأفكار يجب تم فقرات

ومسائل الوحدات وفق الأهداف وتحديد البعض منها لتكون  لتمارينترتيب  المرفقة  الجداولتتضمن 
  .سبوعين الأخيرين من الدوام مسائل عامة يمكن مناقشتها في الأ

نه من المعارف لذلك يجب التركيز على الواجب يتهدف إلى تقويم الطالب وتمكفتدريبات الدروس  ماأ
الحصة الدرسية  فيالمنزلي وبإمكان المدرس اختيار عدد من التدريبات لتكون أمثلة تجري مناقشتها 

بصفتها وليتابع بعدها المدرس التركيز على أنشطة الوحدة كونها مزودة بأسئلة وشروحات وتوضيحات 
  .وحدةلحل تمارين ومسائل ال مدخلاً 
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  وفق الأھداف  –الاولى الوحدة ومسائل  تصنيف تمارين          

سل
سل
ت

  

  أرقام التمارين والمسائل   الھدف

   5، 1  اطراد متتالية  1

   n   2،3،7بدلالة  nuتخمين عبارة   2

  4،11،12،13،14  اثبات بالتدريج   3

  6،8،10  ص متتالية ھندسية وحسابية خوا  4

  9  دراسة متتالية تدريجية تآلفية  

تعرف متتالية تدريجية تحوي   5
  جذور تربيعية 

15،17  

تعرف متتالية تدريجية   6
  ھوموغرافية  

16  

  18  متتالية تحويل نقطي   

متتالية تحوي نسب مثلثية   7
  ومجموعھا 

19  

تمارين يمكن اعتبارھا مسائل   8
  عامة 

8  ،12 ،14  ،17   

       



  

351  

  وفق الأھداف   –لثانية الوحدة ا تصنيف تمارين ومسائل            

سل
سل
ت

  

  أرقام التمارين والمسائل   الھدف

  15، 13،14، 9،  2، 1مسألة   دراسة و إيجاد نھاية تابع  1

  ،  10،    4  الحصر أو الإحاطة والمقارنة  2

  ،7، 3  ايجاد مقاربات منحن تابع   3

استخدام جدول تغيرات  تابع    4
 لإيجاد مجال يحوي جذور معادلة 

5  ،25،32،35  

  6  تغيير متحول   5

  33،  24،  8  القيمة الوسطى    6

  31، 30    تابع  الجزء الصحيح   7

  34،38،  27،28،29  دراسة استمرار  تابع   8

   20،  19،  18، 17،    22،  21،  16  مقارب مائل   11

  يحقق الشرط  Iمجالإيجاد   12
xأيا كان I فإن( )f x    

12  

  21،37  تابع قيمة مطلقة  13

استخدام النھايات في تعيين   14
  الامثال 

11  

  32،34،36،37،38  مسائل عامة   15
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  الجزء الاول-وفق الأھداف  –لثالثة الوحدة ا تصنيف تمارين       
  

سل
سل
ت

  

  الاسئلة   الفكرة المطروحة

ايجاد معادلة المماس لخط بياني لتابع وقابلية   1
  المنحن لوجود مماس يوازي مستقيم 

1  ،2  ،3  ،18  ،26  

ايجاد جذور معادلة وحصر الجذر في مجال   2
  معين

4  ،5  ،6  ،23  ،24  ،25  

  33،  8،  7  تقات من مراتب علياحساب المش  3

  17،  16،  15،  14،  10،  9  دراسة قابلية الاشتقاق وحساب التابع المشتق  4

  12،  11  تعيين محل ھندسي  5

  13  حل متراجحة  ھويغنز   6

تعيين أمثال المتغيرات بالاعتماد على خواص   7
  التابع

18  ،19  ،20  

رسم خط بياني لتابع بالاعتماد على خواص   8
  مشتق

21  

  22  4تطبيق على النشاط   9

    34،  28،  27  دراسة تغيرات تابع كسري  10

  29  دراسة تغيرات تابع جذر تربيعي  11

  33،  32،  31،  30  دراسة تغيرات تابع مثلثاتي  12

  35  إيجاد تابع  13

  33،   28،   25،  10،  5  عامة  مسائل   14
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  الجزء الاول - لأھداف وفق ا –لرابعة الوحدة ا تصنيف تمارين  

سل
سل
ت

  

  الاسئلة   الھدف

حساب الحدود الأولى لمتتالية معرفة بالحد ذي   1
  وتبيان محدوديتھا nالدليل 

1    ،2  ،3  

توظيف العمليات على النھايات في ايجاد نھاية   2
  متتالية 

4،5 ،6،11 ،، ،15 ،20  

الموافقة لحدود متتالية تحقق شروط  nايجاد قيم   3
   معينة

7  

  8،9،10  مقارنة متتاليتين وحصر متتالية  4

  12،27،28،29  دراسة متتالية تدريجية  5

  13،17،19،22  متتالية مجاميع   6

  14،26  ن ان متجاورتامتتاليت  7

متتالية تحقق الشرط   8 1n nu k u           

1k     

18  

  21،23،24،25  8مبرھنة تطبيق على ال  9

مسائل عامة (يمكن اعتبار المسائل التالية   10
  عامة)

27  ،18،28  ،29 ،30  

  
  ،             
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  وفق الأھداف  –لخامسة الوحدة اومسائل  ترتيب تمارين  

سل
سل
ت

  

  الاسئلة   الھدف

  4،10،11،12، 1  حساب لوغاريتمي  1

  2،3  معادلة مماس خط بياني لتابع لوغاريتمي   2

توظيف خواص اللوغاريتم في ايجاد مجموع   3
  ونھاية متتالية

5  

  6،28  نھايات توابع لوغاريتمية ومقاربات  4

  7،9  نھاية تابع لوغاريتمي وقابلية الاشتقاق  5

  13،16،17  اثبات وحل  متراجحة   6

  24،26،29،،8،18،19،21،22  دراسة تغيرات تابع لوغاريتمي  7

لوغاريتمي  في  توظيف دراسة  تغيرات تابع  8
  ايجاد حل معادلة تحوي لوغاريتم

23،25  

  33، 32، 31، 27،30   مسائل عامة   9
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  وفق الأھداف  –لسادسة الوحدة اومسائل  ترتيب تمارين 

سل
سل
ت

  

  الاسئلة   الھدف

  2، 1  حساب مشتق تابع أسي  1

تحويلات ھندسية على الخط البياني للتابع   2
  الأسي

3،4  

  5،6،12،16  النسبي تابع أسي ومقارب له أو مماس الوضع  3

  7،8،9،10،19،20  دراسة تغيرات تابع أسي   4

استخدام تغيرات تابع أسي لإيجاد جذور   5
  وحصرھا  

11  

  11،14،15  حل معادلات ومتراجحات أسية  6

)دراسة تابع القوة   8 ) a
ap x x   13  

  23،24  المتتالية والتوابع  أسية   9

  21،22، 16،17،18  مسائل عامة عن التابع الأسي   10

  25،26،27  ايجاد حلول معادلة تفاضلية  11

  
  
  ،        
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  الجزء الاول -وفق الأھداف  –لسابعة الوحدة ا ترتيب تمارينتصنيف                  

سل
سل
ت

  

  الاسئلة   الھدف

  I    1 ،2،13،15،17ايجاد التابع الاصلي  لتابع على مجال  1

  3  ايجاد التابع الاصلي  لتابع يحقق شرطاً معين  2

  4  حساب مساحة سطح  3

توظيف حل معادلات تفاضلية في ايجاد التابع   4
  الأصلي 

12  ،16،20  

  5،8  حساب التكامل المحدد لتابع مألوف  5

  6،7،14،18  ايجاد تكامل محدد لتابع كسري   6

  12،21،10  تجزئة تكامل بال  7

  19، 9،15  تكامل محدد لتوابع مثلثية  8

  24،25،26،27  مسألة عامة    9
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